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第 1章 基础知识

Definition 1.1 (常见的群与子群)
设𝑉为一𝑛维线性空间

1.则𝐸𝑛𝑑 (𝑉)为𝑉上线性变换构成的群,其中𝐺𝐿 (𝑉)为可逆变换构成的群记为一般线性群
2.𝑆𝐿 (𝑉)为行列式为1的变换群

3.𝑂 (𝑉)是正交变换群
4.𝑆𝑂 (𝑉)是第一类正交变换群

若有群𝐺,我们记𝐺上的自同态全体为𝐻𝑜𝑚 (𝐺)此为幺半群其中幺元为𝑖𝑑𝐺 ,并记𝐺上自同构全体为𝐴𝑢𝑡 (𝐺)为群

若有群𝐺, 𝑎 ∈ 𝐺,定义𝐺上的共轭映射为 Ad𝑎 : 𝐺 → 𝐺 𝑔 ↦→ 𝑎𝑔𝑎−1称为由𝑎诱导的共轭映射或者是由𝑎诱导的内自同构

此时 Ad𝑎 ∈ 𝐴𝑢𝑡 (𝐺)同时我们记 Inn (𝐺) = {Ad𝑎 | 𝑎 ∈ 𝐺}此时不难验证𝐼𝑛𝑛 (𝐺)为𝐴𝑢𝑡 (𝐺)的正规子群称之为内自同构群
把商群𝐴𝑢𝑡 (𝐺) /𝐼𝑛𝑛 (𝐺)为外自同构群记为𝑂𝑢𝑡 (𝐺)

Proposition 1.1 (同余的基础性质)
1．同余是一个等价关系

2．若𝑎 ≡ 𝑏, 𝑐 ≡ 𝑑，则𝑎 ± 𝑐 ≡ 𝑏 ± 𝑑 (mod𝑛)
3．若𝑎 ≡ 𝑏, 𝑐 ≡ 𝑑，则𝑎𝑐 ≡ 𝑏𝑑 (mod𝑛)
4．若𝑎𝑐 ≡ 𝑏𝑐(mod𝑛), (𝑐, 𝑛) = 1，则𝑎 ≡ 𝑏(mod𝑛)
5．若𝑎 ≡ 𝑏(mod𝑛), 𝑚 | 𝑛，则𝑎 ≡ 𝑏(mod𝑚)
6．若𝑎 ≡ 𝑏(mod𝑛)，则 (𝑎, 𝑛) = (𝑏, 𝑛)
7．若𝑎 ≡ 𝑏(mod𝑛), 𝑑为𝑎, 𝑏, 𝑛的一个公因子，𝑎 = 𝑑𝑎1, 𝑏 = 𝑑𝑏1, 𝑛 = 𝑑𝑛1，则𝑎1 ≡ 𝑏1 (mod𝑛1)

Definition 1.2 (完全剩余代表系 1)
对于一个给定的模数𝑛,全体整数按模𝑛同余分成一些等价类,此时的等价类叫做整数模𝑛的剩余类

含整数𝑎的剩余类记作𝑎,剩余类𝑎的任一个元素叫做𝑎的一个代表

在每个剩余类中任取一个代表𝑟𝑖，由这些代表组成的集合叫做整数模𝑛的一个

整数模𝑛的一个完全剩余代表系𝑆也可以这样来刻画

1）每个整数和𝑆中一个元素模𝑛同余

2）𝑆中元素两两互不同余

Proposition 1.2
设 (𝑎, 𝑛) = 1，则一次同余方程𝑎𝑥 ≡ 𝑏(mod𝑛)有解而且只有一个解其中两个解相同⇐⇒ 𝑥1 ≡ 𝑥2 (mod𝑛)

Proof 由于 (𝑎, 𝑛) = 1，存在整数𝑢, 𝑣使得𝑢𝑎 + 𝑣𝑛 = 1

两边乘𝑏得𝑢𝑏𝑎 + 𝑣𝑏𝑛 = 𝑏．令𝑢𝑏 = 𝑐，则𝑐𝑎 ≡ 𝑏 − 𝑣𝑏𝑛 ≡ 𝑏(mod𝑛)，即𝑥 ≡ 𝑐为其一解
其次，令𝑐1, 𝑐2为任意两个解，于是𝑎𝑐1 ≡ 𝑏(mod𝑛) 𝑎𝑐2 ≡ 𝑏(mod𝑛)
相减得𝑎 (𝑐1 − 𝑐2) ≡ 0(mod𝑛)，由于 (𝑎, 𝑛) = 1，根据同余的性质4，有𝑐1 ≡ 𝑐2 (mod𝑛)，即𝑐1, 𝑐2为同一解
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Note考虑下列一次同余方程组


𝑥 ≡ 𝑏1 (mod𝑛1)
𝑥 ≡ 𝑏2 (mod𝑛2)
... · · · · · · · · · · · ·
𝑥 ≡ 𝑏𝑟 (mod𝑛𝑟 )

其中𝑛1, 𝑛2, · · · , 𝑛𝑟为大于1的整数，两两互素，𝑏1, 𝑏2, · · · , 𝑏𝑟是任意给定的整数

如果𝑥 = 𝑐 ∈ Z代入上方程组使得同余式同时都成立，则𝑐叫做方程组的一个解

上方程组的两个解𝑐1和𝑐2看作是相同的当且仅当𝑐1 ≡ 𝑐2

(
mod

𝑟∏
𝑖=1

𝑛𝑖

)
Proposition 1.3

下列一次同余方程组


𝑥 ≡ 𝑏1 (mod𝑛1)
𝑥 ≡ 𝑏2 (mod𝑛2)
... · · · · · · · · · · · ·
𝑥 ≡ 𝑏𝑟 (mod𝑛𝑟 )

设一次同余方程组中大于1的整数𝑛1, 𝑛2, · · ·，𝑛𝑟两两互素，𝑏1, 𝑏2, · · · , 𝑏𝑟是任意给定的整数,则有解而且只有一解

Proof 记𝑁 = 𝑛1 × · · · × 𝑛𝑟 记𝑁𝑖 =
𝑁

𝑛𝑖
此时 (𝑁𝑖 , 𝑛𝑖) = 1 =⇒存在𝑁∗

𝑖与𝑛
∗
𝑖使得𝑁𝑖𝑁

∗
𝑖 + 𝑛𝑖𝑛∗𝑖 = 1 =⇒ 𝑁𝑖𝑁

∗
𝑖 ≡ 1 (mod𝑛) =⇒ 𝑁𝑖𝑁

∗
𝑖 𝑏𝑖 ≡ 𝑏𝑖 (mod𝑛)

且注意到𝑁𝑖中含有𝑛 𝑗 ( 𝑗 ≠ 𝑖)故𝑁𝑖𝑁∗
𝑖 ≡ 0 (mod𝑛)

那么𝑥 =
𝑟∑
𝑖=1

𝑏𝑖𝑁𝑖𝑁
∗
𝑖即为一个解

且若𝑥1与𝑥2满足方程组那么𝑛𝑖 |𝑥1 − 𝑥2 =⇒
𝑟∏
𝑖=1

𝑛𝑖 |𝑥1 − 𝑥2故𝑥1与𝑥2为同一解

Definition 1.3
设𝑛为一正整数,在0, 1, 2, · · · , 𝑛 − 1中与𝑛互素的整数的个数记作𝜑(𝑛),叫做欧拉函数
由知道, 𝜑(𝑛)也就是那些模𝑛的剩余类的个数，这些剩余类是由与𝑛互素的整数组成的
从剩余类取出的代表组成的集合叫模𝒏的既约剩余代表系

一个既约剩余代表系𝑇也可以这样来刻画

1）任一个与𝑛互素的整数必与𝑇中一个数模𝑛同余

2）𝑇中整数与𝑛互素而且模𝑛两两不同余

设𝑟1, 𝑟2, · · · , 𝑟𝑁 , 𝑁 = 𝜑(𝑛),为模𝑛的一个既约剩余代表系, (𝑎, 𝑛) = 1,则𝑎𝑟1, 𝑎𝑟2, · · · , 𝑎𝑟𝑁仍是模𝑛的一个既约剩余代表系
据互素性质和同余性质4, 𝑎𝑟1, 𝑎𝑟2, · · · , 𝑎𝑟𝑁与𝑛互素而且两两互不同余 (mod𝑛),它们可以作为模𝑛的既约剩余代表系的不同元素
而此代表系恰有𝑁个元素，所以𝑎𝑟1, 𝑎𝑟2, · · · , 𝑎𝑟𝑁是模𝑛的既约剩余代表系．

Theorem 1.1 (欧拉函数性质)

1.设𝑝为素数,则𝜑 (𝑝𝑚) = 𝑝𝑚
(
1 − 1

𝑝

)
，其中𝑚 ⩾ 1

2.设𝑛 = 𝑛1𝑛2, (𝑛1, 𝑛2) = 1, 𝑛𝑖 ⩾ 1，则𝜑(𝑛) = 𝜑 (𝑛1) 𝜑 (𝑛2)
3.设𝑛 = 𝑝𝑒11 𝑝

𝑒2
2 · · · 𝑝𝑒𝑟𝑟 , 𝑝1, 𝑝2, · · · , 𝑝𝑟为不同素数，𝑒𝑖 ⩾ 1，则𝜑(𝑛) = 𝑛

(
1 − 1

𝑝1

) (
1 − 1

𝑝2

)
· · ·

(
1 − 1

𝑝𝑟

)

Proof 1.因为在𝑆 = {0, 1, 2, · · · , 𝑝𝑚 − 1}中除去𝑝的倍数，剩下的都与𝑝互素，而𝑆中𝑝的倍数恰好有 𝑝𝑚

𝑝
个

因此𝑆中与𝑝互素的整数的个数为𝑝𝑚 − 𝑝𝑚−1

2.𝜑 (𝑛𝑖)简记作𝑁𝑖 , 𝑖 = 1, 2．设𝑟1, · · · , r𝑁1和𝑠1, · · · , 𝑠𝑁2分别为模𝑛1和模𝑛2的既约剩余代表系

2
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根据孙子定理,存在整数𝑡𝑖 𝑗 (𝑖 = 1, · · · , 𝑁1, 𝑗 = 1, · · · , 𝑁2）使得𝑡𝑖 𝑗 ≡ 𝑟𝑖 (mod𝑛1) 𝑡𝑖 𝑗 ≡ 𝑠 𝑗 (mod𝑛2)
我们来证明𝑡𝑖 𝑗 (𝑖 = 1, · · · , 𝑁1, 𝑗 = 1, · · · , 𝑁2)为模𝑛1𝑛2的一个既约剩余代表系
首先,由于 (𝑟𝑖 , 𝑛1) = 1,有

(
𝑡𝑖 𝑗 , 𝑛1

)
= 1,由于

(
𝑠 𝑗 , 𝑛2

)
= 1,有

(
𝑡𝑖 𝑗 , 𝑛2

)
= 1因而

(
𝑡𝑖 𝑗 , 𝑛1𝑛2

)
= 1

其次𝑡𝑖 𝑗互不同余.假若𝑡𝑖 𝑗 ≡ 𝑡𝑘𝑙 (mod𝑛1𝑛2)，一方面有𝑡𝑖 𝑗 ≡ 𝑡𝑘𝑙 (mod𝑛1)，它化为𝑟𝑖 ≡ 𝑟𝑘 (mod𝑛1)，从而𝑖 = 𝑘
另一方面有𝑡𝑖 𝑗 ≡ 𝑡𝑘𝑙 (mod𝑛2)，它化为𝑠 𝑗 ≡ 𝑠𝑙 (mod𝑛2)，从而 𝑗 = 𝑙

所以𝑡𝑖 𝑗互不同余 (mod𝑛1𝑛2)
最后设𝑎为任一与𝑛互素的整数，根据𝑟𝑖和𝑠 𝑗的定义，存在𝑟𝑖和𝑠 𝑗，使得𝑎 ≡ 𝑟𝑖 (mod𝑛1) , 𝑎 ≡ 𝑠 𝑗 (mod𝑛2)
于是根据孙子定理有𝑎 ≡ 𝑡𝑖 𝑗 (mod𝑛)，所以𝑡𝑖 𝑗 (𝑖 = 1, · · · , 𝑁1, 𝑗 = 1, · · · , 𝑁2)是模𝑛的一个既约剩余代表系
这证明了𝜑(𝑛) = 𝜑 (𝑛1) 𝜑 (𝑛2)
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第 2章 群论 I-Group Theory

2.1 群的基本概念与性质

2.1.1 半群

Definition 2.1 (代数运算)
设𝐴, 𝐵, 𝐷是三个集合,一个由𝐴 × 𝐵到𝐷的映射 ◦称为𝐴 × 𝐵到𝐷的一个代数远算.
当𝐴 = 𝐵 = 𝐷时,则称𝐴 × 𝐴到𝐴的代数运算为𝐴的代数运算.

Definition 2.2 (集合的分划)
𝑆 =

{
𝐴𝑎 | 𝐴𝑎 ∈ 2𝐴, 𝐴𝑎 ≠ ∅, 𝛼 ∈ 𝐼, 𝐼 为某个指标集}

(1)
⋃
𝑎∈1

𝐴𝑎 = 𝐴;

(2)当𝐴𝑎 ≠ 𝐴𝛽时, 𝐴𝑎 ∩ 𝐴𝛽 = ∅.
其中每一个𝐴𝑎称为𝑆的一个分块

(
类

)

Proposition 2.1 (等价类与性质)
设 ∼是集合𝐴上的等价关系
令𝑎 = {𝑥 |𝑥 ∼ 𝑎, 𝑥 ∈ 𝐴}为𝑎的等价类.
1.𝑎 ∈ 𝑎
2.𝑏, 𝑐 ∈ 𝑎. ⇒ 𝑏 ∼ 𝑐
3.𝑏 ∈ 𝑎, 𝑥 ∼ 𝑏 ⇒ 𝑥 ∼ 𝑎
4.𝑎 ∼ 𝑏 ⇔ 𝑎 = 𝑏

Theorem 2.1
集合𝐴的一个等价关系𝐸可以决定𝐴的一个分类𝑆𝐸 ;反之,集合𝐴的一个分类𝑆也可以决定𝐴的一个等价关系𝐸𝑠 .

Proof 1.设𝐸为集合𝐴上的一等价关系,构造子集族为𝑆𝐸 = {𝑎 |𝑎 ∈ 𝐴}
显然

⋃
𝑎∈𝐴

𝑎 = 𝐴此外,我们要证明若𝑎 ≠ 𝑏会有𝑎 ∩ 𝑏 = ⊘

我们考虑逆否形式若𝑎 ∩ 𝑏 ≠ ⊘那么存在𝑐; 𝑠𝑡.𝑎 ∼ 𝑐, 𝑏 ∼ 𝑐 ⇒ 𝑎 ∼ 𝑏那么根据性质𝑎 = 𝑏

2.另外,设𝑆 = {𝐴𝑎}是𝐴的一个分类,由𝑆规定𝐴的一个关系𝐸𝑆 : 𝑎𝐸S𝑏 ⇔ 𝑎, 𝑏属于同一个子集𝐴𝑎 .

(1)∀𝑎 ∈ 𝐴,因为
⋃
𝑎∈!

𝐴𝑢 = 𝐴,即𝑎必落在某一个子集𝐴𝑎中,所以, 𝑎𝐸𝑠𝑎;

(2)若𝑎𝐸𝑠𝑏,即𝑎, 𝑏同属于某一个子集𝐴𝑎,则𝑏, 𝑎也同属于这个子集,即有𝑏𝐸s𝑎;

(3)若𝑎𝐸𝑠𝑏, 𝑏𝐸𝑠𝑐,即𝑎, 𝑏同属于某一个子集𝐴𝑎, 𝑏, 𝑐也同属于某一个子集𝐴𝛽 ,因为两个子集𝐴𝛼与𝐴𝛽有公共元素𝑐,即𝐴𝛼 ∩ 𝐴𝛽 ≠ ∅
根据分类的条件有𝐴𝛼 = 𝐴𝛽 ,所以, 𝑎与𝑐属于同一个子集𝐴𝑎,即𝑎𝐸𝑠𝑐 .从而证得𝐸𝑠是𝐴的一个等价关系.

Proposition 2.2 (广义结合律)
令𝑥1, · · · , 𝑥𝑛, 𝑦1, · · · , 𝑦𝑚 ∈ 𝑆,则𝑥1 · 𝑥2 · · · 𝑥𝑛 · 𝑦1 · 𝑦2 · · · 𝑦𝑚 = (𝑥1 · 𝑥2 · · · 𝑥𝑛) · (𝑦1 · 𝑦2 · · · 𝑦𝑚)
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2.1 群的基本概念与性质

Proof 对𝑚做数学归纳。当𝑚 = 1时,由定义直接得到。

接下来,假设𝑥1 · 𝑥2 · · · 𝑥𝑛 · 𝑦1 · 𝑦2 · · · 𝑦𝑘 = (𝑥1 · 𝑥2 · · · 𝑥𝑛) · (𝑦1 · 𝑦2 · · · 𝑦𝑘)则我们有
𝑥1 · 𝑥2 · · · 𝑥𝑛 · 𝑦1 · 𝑦2 · · · 𝑦𝑘+1

= ((𝑥1 · 𝑥2 · · · 𝑥𝑛) · (𝑦1 · 𝑦2 · · · 𝑦𝑘)) · 𝑦𝑘+1
= (𝑥1 · 𝑥2 · · · 𝑥𝑛) · ((𝑦1 · 𝑦2 · · · 𝑦𝑘) · 𝑦𝑘+1)

= (𝑥1 · 𝑥2 · · · 𝑥𝑛) · (𝑦1 · 𝑦2 · · · 𝑦𝑘+1)

Definition 2.3 (半群)
设𝑆为一非空集合,其上有

1.代数运算 ◦
2. ◦满足三元结合律即 (𝑎 ◦ 𝑏) ◦ 𝑐 = 𝑎 ◦ (𝑏 ◦ 𝑐)

Definition 2.4 (单位元)
若在 (𝑆, ◦)半群上存在𝑒𝑙元使得∀𝑎 ∈ 𝑆,有𝑒𝑙𝑎 = 𝑎则称𝑒𝑙为左单位元

同理可定义右单位元

若存在𝑒元使得∀𝑎 ∈ 𝑆,有𝑒𝑎 = 𝑎𝑒 = 𝑎则称𝑒为单位元

Theorem 2.2 (单位元的唯一性)
若一个半群上同时存在左单位元与右单位元那么二者相同,且单位元唯一

Proof 由题有∀𝑎, 𝑒1𝑎 = 𝑎. 𝑎𝑒2 = 𝑎

那么𝑒1 = 𝑒1𝑒2 = 𝑒2重复利用左右性质即可

设𝑒为单位元,下证唯一性，若还有一个𝑒∗为单位元那么𝑒 = 𝑒∗𝑒 = 𝑒∗同理可得

Example 2.1 半群中左右单位元单独存在的例子

设𝑆 =

{(
𝑎 𝑏

0 0

)
| 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅

}
,证明𝑆关于矩阵的乘法作成半群，且𝑆有左单位元，但没有右单位元。

若考虑𝑆1 =

{(
𝑎 0

𝑏 0

)
| 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅

}
,其有右单位元但无左单位元

Definition 2.5 (左右逆元)
设 (𝑆, ◦)为半群且有单位元𝑒
若对于𝑎 ∈ 𝑆, ∃𝑥 ∈ 𝑆都有𝑥𝑎 = 𝑒那么称𝑥为𝑎的左逆元, 𝑎为左可逆

同理可定义右逆元和右可逆

若对于𝑎 ∈ 𝑆, ∃𝑥 ∈ 𝑆都有𝑥𝑎 = 𝑎𝑥 = 𝑒那么称𝑥为𝑎的逆元

Theorem 2.3 (逆元唯一性)
若半群 (𝑆, ◦)上存在单位元𝑒,若对于𝑎 ∈ 𝑆，同时存在其左逆元和右逆元那么二者相同,且逆元唯一

Proof 由题设𝑥1𝑎 = 𝑒 𝑎𝑥2 = 𝑒那么𝑥1 = 𝑥1𝑒 = 𝑥1 (𝑎𝑥2) = (𝑥1𝑎) 𝑥2 = 𝑒𝑥2 = 𝑥2

设𝑥𝑎 = 𝑎𝑥 = 𝑒若还有𝑥∗𝑎 = 𝑎𝑥∗ = 𝑒那么𝑥 = 𝑥𝑒 = 𝑥 (𝑎𝑥∗) = (𝑥𝑎) 𝑥∗ = 𝑒𝑥∗ = 𝑥∗
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2.1 群的基本概念与性质

Definition 2.6 (幺半群)
若 (𝑆, ◦)为半群且还有单位元

(
幺元

)
则称为幺半群

1.代数运算 ◦
2. ◦满足三元结合律
3.存在单位元

Definition 2.7 (交换幺半群)
我们说 (𝑆, ∗)是一个交换幺半群,当其是一个幺半群,且该运算满足交换律,即∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑆, 𝑥 ∗ 𝑦 = 𝑦 ∗ 𝑥

Definition 2.8 (子幺半群)
令 (𝑆, ·)是一个么半群,若𝑇 ⊂ 𝑆,我们说 (𝑇, ·)是 (𝑆, ·)的一个子幺半群,若𝑒 ∈ 𝑇,且𝑇在乘法下封闭,即
1.𝑒 ∈ 𝑇 2.∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑇, 𝑥 ∗ 𝑦 ∈ 𝑇

Definition 2.9 (子幺半群同态)
假设 (𝑆, ·), (𝑇, ∗)是两个幺半群,且 𝑓 : 𝑆 → 𝑇是一个映射

我们称 𝑓是一个幺半群同态,当 𝑓保持了乘法运算,且把单位元映到了单位元。

1.∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑆, 𝑓 (𝑥 · 𝑦) = 𝑓 (𝑥) ∗ 𝑓 (𝑦)
2. 𝑓 (𝑒) = 𝑒′

其中, 𝑒和𝑒′分别是 (𝑆, ·)和 (𝑇, ∗)的单位元。

Definition 2.10 (生成子幺半群)
假设 (𝑆, ·)是一个幺半群,而𝐴 ⊂ 𝑆是一个子集。我们定义由𝐴生成的子幺半群,记作⟨𝐴⟩,是指𝑆中所有包含了𝐴的子幺半群的交集。
⟨𝐴⟩ = ⋂ {𝑇 ⊂ 𝑆 : 𝑇 ⊃ 𝐴,𝑇 是子幺半群}
假设 (𝑆, ·)是一个幺半群,而𝐴 ⊂ 𝑆是一个子集。则⟨𝐴⟩也是一个子幺半群。因此,这是包含了𝐴的最小的子幺半群。

Definition 2.11 (子幺半群同构)
假设 (𝑆, ·), (𝑇, ∗)是两个幺半群,且 𝑓 : 𝑆 → 𝑇是一个映射,我们称 𝑓是一个幺半群同构,当 𝑓是一个双射,且是一个同态。

1. 𝑓是双射

2.∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑆, 𝑓 (𝑥 · 𝑦) = 𝑓 (𝑥) ∗ 𝑓 (𝑦)
3. 𝑓 (𝑒) = 𝑒′

其中, 𝑒和𝑒′分别是 (𝑆, ·)和 (𝑇, ∗)的单位元。

Proposition 2.3
若 𝑓 : (𝑆, ·) → (𝑇, ∗)是一个幺半群同构,则 𝑓 −1 : 𝑇 → 𝑆是一个幺半群同态。因此, 𝑓 −1也是个幺半群同构。

Proof 令𝑥′, 𝑦′ ∈ 𝑇,我们只需证明 𝑓 −1 (𝑥′ ∗ 𝑦′) = 𝑓 −1 (𝑥′) · 𝑓 −1 (𝑦′)。
为了方便起见,根据 𝑓是一个双射,我们可以令𝑥 = 𝑓 −1 (𝑥′) , 𝑦 = 𝑓 −1 (𝑦′)。
我们只需证明 𝑓 −1 (𝑥′ ∗ 𝑦′) = 𝑥 · 𝑦。而由于 𝑓是幺半群同态,所以 𝑓 (𝑥 · 𝑦) = 𝑓 (𝑥) ∗ 𝑓 (𝑦) = 𝑥′ ∗ 𝑦′。
反过来说, 𝑓 −1 (𝑥′ ∗ 𝑦′) = 𝑥 · 𝑦 = 𝑓 −1 (𝑥′) · 𝑓 −1 (𝑦′)。这就证明了这个命题。
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2.1 群的基本概念与性质

Example 2.2 幺半群元素仅存在左逆元不存在右逆元 存在幺半群𝑆及𝑎 ∈ 𝑆, 𝑎存在左逆元,但不存在右逆元.
所有3 × 3的列满秩矩阵即可，幺元为单位阵关键利用满秩分解
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2.1 群的基本概念与性质

2.1.2 群

Definition 2.12 (群的定义)
令 (𝐺, ·)是一个么半群,我们说它是一个群,当𝐺中所有元素都是可逆的。
换言之,若.是𝐺上的一个二元运算,则我们称 (𝐺, ·)是个群,或𝐺对构成群
当这个运算满足结合律,存在单位元,且每个元素具有逆元。再进一步展开来说,同样等价地

则我们称 (𝐺, ·)是个群,当
(1)是𝐺上的一个二元运算,
(2) ∀𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐺, 𝑥 · (𝑦 · 𝑧) = (𝑥 · 𝑦) · 𝑧
(3) ∃𝑒 ∈ 𝐺,∀𝑥 ∈ 𝐺, 𝑥 · 𝑒 = 𝑒 · 𝑥 = 𝑥
(4) ∀𝑥 ∈ 𝐺, ∃𝑦 ∈ 𝐺, 𝑥 · 𝑦 = 𝑦 · 𝑥 = 𝑒

Theorem 2.4 (幺半群到群的构造)
令 (𝑆, ·)是一个么半群,令𝐺是其所有可逆元素构成的子集,则 (𝐺, ·)是个群。

Proof 首先结合律完全继承自𝑆,不需要证明。而单位元是可逆的,因此𝑒 ∈ 𝐺。
剩下要证明𝐺中每个元素都有 (𝐺中的)逆元,而这几乎是显然的。
假设𝑥 ∈ 𝐺,则𝑥是可逆元素,我们取𝑦 ∈ 𝑆,使得𝑥 · 𝑦 = 𝑦 · 𝑥 = 𝑒(这里要注意我们只能首先保证𝑦在全集𝑆中)。
接下来我们要证明𝑦 ∈ 𝐺,即𝑦可逆,而这是显然的,因为𝑥正是它的逆。所以𝑦 ∈ 𝐺。这样,就证明了 (𝐺, ·)是个群。

Definition 2.13 (一般线性群)
我们对于那些𝑛 ∗ 𝑛可逆实矩阵构成的乘法群,称为 (实数上的)𝑛阶一般线性群,记作 (𝐺𝐿 (𝑛,R), ·)
由于一个矩阵可逆当且仅当其行列式不为零,因此𝐺𝐿 (𝑛,R) = {𝐴 ∈ 𝑀 (𝑛,R) : det (𝐴) ≠ 0}

Theorem 2.5 (定义 check群的弱化版本)
(1)如果半群𝐺有一个左单位元𝑒,并且对于∀𝑎 ∈ 𝐺,存在左逆元𝑎−1 ∈ 𝐺,使得𝑎−1𝑎 = 𝑒,则𝐺是一个群.

按群的定义,只要证明𝑎的左逆元𝑎−1也是右逆元,左单位元𝑒也是右单位元即可.

(2)如果半群𝐺有一个右单位元𝑒,并且对于∀𝑎 ∈ 𝐺,存在右逆元𝑎−1 ∈ 𝐺，使得𝑎𝑎−1 = 𝑒,则𝐺是一个群.

Proof ∀𝑎 ∈ 𝐺,由条件知,有左逆元𝑎−1 ∈ 𝐺,使得𝑎−1𝑎 = 𝑒,而对于𝑎−1当然也在𝐺中存在左逆元𝑎′,使得𝑎′𝑎−1 = 𝑒,那么

𝑎𝑎−1 = 𝑒
(
𝑎𝑎−1

)
=

(
𝑎′𝑎−1

) (
𝑎𝑎−1

)
= 𝑎′

(
𝑎−1𝑎

)
𝑎−1 = 𝑎′𝑒𝑎−1 = 𝑎′𝑎−1 = 𝑒,

所以, 𝑎的左逆元𝑎−1也是𝑎的右逆元,即𝑎在𝐺中有逆元𝑎−1.又由于𝑎𝑒 = 𝑎
(
𝑎−1𝑎

)
=

(
𝑎𝑎−1

)
𝑎 = 𝑒𝑎 = 𝑎,知𝑒是𝐺的单位元.

Corollary 2.1

♡
如果𝐺是半群,那么𝐺是群的⇔ ∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝐺,方程𝑎𝑥 = 𝑏和𝑦𝑎 = 𝑏在𝐺中有解.

Proof 必要性.因为𝐺是群,则𝑎 ∈ 𝐺在𝐺中有逆元𝑎−1,则𝑎−1𝑏, 𝑏𝑎−1 ∈ 𝐺,将它们分别代人方程𝑎𝑥 := 𝑏和𝑦𝑎 = 𝑏,有

𝑎
(
𝑎−1𝑏

)
=

(
𝑎𝑎−1

)
𝑏 = 𝑒𝑏 = 𝑏,(

𝑏𝑎−1
)
𝑎 = 𝑏

(
𝑎−1𝑎

)
= 𝑏𝑒 = 𝑏,

即𝑎−1𝑏, 𝑏𝑎−1分别为方程𝑎𝑥 = 𝑏和𝑦𝑎 = 𝑏的解.
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充分性.先证𝐺有左单位元𝑒.因为𝐺是非空集合,取定𝑏 ∈ 𝐺,则方涅𝑦𝑏 = 𝑏在𝐺中有解𝑒,即存在𝐺中的元事𝑒,使得𝑒𝑏 = 𝑏.

要证𝑒就是𝐺的左单位元,则需证 :对于∀𝑎 ∈ 𝐺,有𝑒𝑎 = 𝑎.”

∀𝑎 ∈ 𝐺, 𝑏 ∈ 𝐺,方程𝑏𝑥 = 𝑎在𝐺中有解𝑐,即𝑏𝑐 = 𝑎,于是𝑒𝑎 = 𝑒(𝑏𝑥) = (𝑒𝑏)𝑐 = 𝑏𝑥 = 𝑎,得𝑒是𝐺的一个左单位元.
再者,任取𝑎 ∈ 𝐺,方程𝑦𝑎 = 𝑒在𝐺中有解𝑎′,即𝑎′𝑎 = 𝑒,得𝑎′是𝑎的一个左逆元.

从而得𝐺中的每一个元𝑎都有左逆元.再根据上个命题,可知𝐺是一个群.

Theorem 2.6
设 (𝐺, ·)是有限半群,如果在𝐺中满足消去律,则 (𝐺, ·)作成群。

Proof 由命题知,只须证明∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝐺,方程𝑎𝑥 = 𝑏, 𝑦𝑎 = 𝑏在𝐺中有解即可.

设𝐺 = {𝑎1, 𝑎2, · · · , 𝑎𝑛} ,对于∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝐺,我们作集合𝐺的子集𝐺′ = {𝑎𝑎1, 𝑎𝑎2, · · · , 𝑎𝑎𝑛} ⊆ 𝐺,当𝑖 ≠ 𝑗时,有𝑎𝑎𝑖 ≠ 𝑎𝑎 𝑗 ,

不然的话,由消去律知𝑎𝑖 = 𝑎 𝑗 ,与假设矛盾.

因此, 𝐺′中有𝑛个不同的元素,从而得𝐺 = 𝐺′.这样以上方程中的元素𝑏 ∈ 𝐺 = 𝐺′,也就是说,存在𝑘,使得𝑏 = 𝑎𝑎𝑘 .

则𝑎𝑘是方程𝑎𝑥 = 𝑏的解.同样可证𝑦𝑎 = 𝑏在𝐺中有解.

Example 2.3 非有限半群满足消去律未必构成群例子
此定理若去掉有限这个条件,则结论不成立.例如𝑆 = {所有非零整数}。
对于普通乘法运算来说是一个满足消去律的半群,但𝑆关于数的乘法不构成群.

Example 2.4 半群中存在左幺元且每个元有右逆元不一定是群
首先左单位元的定义不要求其唯一随便取一个集合

在上面定义二元运算满足𝑥∗𝑦 = 𝑦，那么满足结合律，所有元素𝑥都是左单位元，对所有元素𝑥，所有元素𝑦都是右逆。

那么我们就构造 {𝑎, 𝑏}验证即可发现 {𝑎, 𝑏}并没有一个严格意义上的单位元

9
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2.2 群同态与同构与子群

2.2 群同态与同构与子群

Definition 2.14 (群同态)
令 (𝐺, ·), (𝐺′, ∗)是两个群,且 𝑓 : 𝐺 → 𝐺′是一个映射

我们称 𝑓是一个群同态,当其保持了乘法运算,即∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺, 𝑓 (𝑥 · 𝑦) = 𝑓 (𝑥) ∗ 𝑓 (𝑦)

Proposition 2.4 (群同态对逆元与单位元保持)
若 𝑓 : (𝐺, ·) → (𝐺′, ∗)是一个群同态,则
1. 𝑓 (𝑒) = 𝑒′

2. 𝑓
(
𝑥−1

)
= 𝑓 (𝑥)−1。

Proof (1)由𝑒′ 𝑓 (𝑒) = 𝑓 (𝑒) = 𝑓 (𝑒𝑒) = 𝑓 (𝑒) 𝑓 (𝑒),因为𝐺′是群,两边右消去 𝑓 (𝑒)得 𝑓 (𝑒) = 𝑒′;
(2)因为 𝑓

(
𝑎−1

)
𝑓 (𝑎) = 𝑓

(
𝑎−1𝑎

)
= 𝑓 (𝑒) = 𝑒′,所以 [ 𝑓 (𝑎)]−1 = 𝑓

(
𝑎−1

)
.

Remark我们特别要指出这跟我们之前定义的幺半群同态不太一样,其实观察证明过程就知道,我们有一个重要的操作是消去.
这在一般幺半群中并不具备

Example 2.5幺半群同态的局限例子 设𝐴 = {𝑒, 𝑎} 𝐵 = {1, 𝑥, 𝑦}

· 𝒆 𝒂

𝒆 𝑒 𝒂

𝒂 𝑎 𝑎

· 1 𝒙 𝒚

1 1 𝑥 𝑦

𝒙 𝑥 𝑥 𝑦

𝒚 𝑦 𝑦 𝑦

容易证明𝐴, 𝐵关于各自的乘法运算均作成有单位元的半群,其单位元分别为𝑒和1.

令 𝑓 : 𝐴→ 𝐵, 𝑒 ↦→ 𝑥, 𝑎 ↦→ 𝑦,则 𝑓是一个半群的同态映射,但 𝑓 (𝑒) = 𝑥 ≠ 1.

Definition 2.15 (子群与平凡子群定义)
设𝐻是群𝐺的一个非空子集,如果𝐻关于群𝐺的代数运算也作成一个群,则我们称𝐻是𝐺的一个子群,记为𝐻 < 𝐺.

设𝐺是任意一个群,则𝐺必有𝐺本身, 𝐺的单位元𝑒构成的单元素子集{𝑒}作为其子群.
这两个子群称为群𝐺的平凡子群,除平凡子群外的其他子群称为真子群.

Proposition 2.5 (子群保持单位元与逆元,子群的必要条件)
设𝐻是群𝐺的一个子群,则

1.𝐻的单位元𝑒𝐻就是𝐺的单位元𝑒𝐺

2.𝑎 ∈ 𝐻, ; 𝑎在𝐻中的逆元𝑎′就是𝑎在𝐺中的逆元𝑎−1.

Proof 由于𝐻中的代数运算与𝐺中的代数运算是一致的,故有𝑒𝐻𝑒𝐺 = 𝑒𝐻 = 𝑒𝐻𝑒𝐻 ,两边同时左消去𝑒𝐻 ,即有𝑒𝐺 = 𝑒𝐻 ;

同样,由𝑎′𝑎 = 𝑒𝐻 = 𝑒𝐺 = 𝑎−1𝑎,两边同时右消去𝑎得𝑎′ = 𝑎−1.
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2.2 群同态与同构与子群

Theorem 2.7 (子群的判定定理)
设𝐺是一个群,那么𝐺的非空子集𝐻作成𝐺的子群的充分必要条件是 :

(1)∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝐻,有𝑎𝑏 ∈ 𝐻 且 ∀𝑎 ∈ 𝐻,有𝑎−1 ∈ 𝐻.
(
保持运算,保持逆元

)
(2) ∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝐻,有𝑎𝑏−1 ∈ 𝐻

Proof (1)先证充分性.由 (1)知𝐻关于𝐺的代数运算是封闭的,由于结合律在𝐺中成立,在𝐻中也自然成立;

由于𝐻 ≠ ∅,取𝑎 ∈ 𝐻,由后半句话知𝑎−1 ∈ 𝐻,故𝑎−1𝑎 = 𝑒𝐺 ∈ 𝐻,即𝐻中包含𝐺的单位元𝑒𝐺 ,而这个单位元𝑒𝐺自然也是𝐻的单位元𝑒𝐻 ;
由于𝐻中的任意一个元亲𝑎在𝐺中的逆元𝑎−1也在𝐻中,即𝑎−1𝑎 = 𝑒𝐺 = 𝑒𝐻 ∈ 𝐻,得𝑎在𝐻中存在逆元𝑎−1.
所以, 𝐻关于𝐺的代数运算作成群.

再证必要性.假如𝐻是一个群, (1)显然成立;至于后半句,可由前文性质知.

(2)证明只要证明条件 (2)与 (1)与等价即可.
由 (1)容易得到 (2).反之,∀𝑎 ∈ 𝐻,由于𝑎𝑎−1 = 𝑒 ∈ 𝐻,得𝑒𝑎−1 = 𝑎−1 ∈ 𝐻,即 (1)后半段成立;

∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝐻,由 (2)知𝑏−1 ∈ 𝐻,故𝑎𝑏 = 𝑎
(
𝑏−1

)−1 ∈ 𝐻,

Definition 2.16 (群同态的核与像,单满同态，自同态)
1.令 𝑓 : (𝐺, ·) → (𝐺′, ∗)是一个群同态,则我们定义 𝑓的核与像,记作 ker( 𝑓 )与 im( 𝑓 ),分别为
Ker( 𝑓 ) = {𝑥 ∈ 𝐺 : 𝑓 (𝑥) = 𝑒′} ⊂ 𝐺
Im( 𝑓 ) = {𝑦 ∈ 𝐺′ : ∃𝑥 ∈ 𝐺, 𝑦 = 𝑓 (𝑥)} = { 𝑓 (𝑥) : 𝑥 ∈ 𝐺}] ⊂ 𝐺′

2.令 𝑓 : (𝐺, ·) → (𝐺′, ∗)是一个群同态,我们称 𝑓是一个满同态当 𝑓是满的,称 𝑓是一个单同态当 𝑓是单的

3.群𝐺的所有自同态构成一幺半群记为𝐻𝑜𝑚 (𝐺)

Theorem 2.8 (核与像为子群定理)
令 𝑓 : (𝐺, ·) → (𝐺′, ∗)是一个群同态,则核是定义域的子群,像是陪域的子群,即
1.Ker( 𝑓 ) < 𝐺
2.Im ( 𝑓 ) < 𝐺′

Proof 先证明第一个子群关系。我们利用 𝑓 (𝑒) = 𝑒′来说明𝑒 ∈ ker( 𝑓 )
接着,假设𝑥, 𝑦 ∈ ker( 𝑓 ),只需证明𝑥𝑦−1 ∈ ker( 𝑓 )
利用同态的性质, 𝑓

(
𝑥𝑦−1

)
= 𝑓 (𝑥) 𝑓 (𝑦)−1 = 𝑒′𝑒′−1 = 𝑒′,这就证明了𝑥𝑦−1 ∈ ker( 𝑓 )

第一个子群关系得证。

再证明第二个子群关系。同样由于 𝑓 (𝑒) = 𝑒′,我们有𝑒′ ∈ im( 𝑓 )。
接着,假设𝑦 = 𝑓 (𝑥), 𝑦′ = 𝑓 (𝑥′) ∈ im( 𝑓 ),只需证明𝑦𝑦′−1 ∈ im( 𝑓 )。
同样利用同态的性质, 𝑦𝑦′−1 = 𝑓 (𝑥) 𝑓 (𝑥′)−1 = 𝑓

(
𝑥𝑥′−1

)
∈ im( 𝑓 ) 𝑓。

第二个子群关系也得证。这样我们就证完了整个命题。

Corollary 2.2

♡

设 𝑓 : 𝐺 → 𝐺′为群同态,

1.若𝐻 < 𝐺;那么 𝑓 (𝐻) < 𝐺′

2.若𝐻′ < 𝐺′;那么 𝑓 −1 (𝐻′) < 𝐺
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2.2 群同态与同构与子群

Theorem 2.9 (单同态与满同态的判别法)
设 𝑓是群𝐺到𝐺′的同态映射, 𝑒是𝐺的单位元,则

(1) 𝑓是单同态当且仅当 Ker 𝑓 = {𝑒}
(2) 𝑓是满同态当且仅当 Im 𝑓 = 𝐺′.

Proof 满同态判定十分简单我们略去不说明
假设 𝑓是单的,那么因为 𝑓 (𝑒) = 𝑒′,因此若 𝑓 (𝑥) = 𝑒′,则利用单射的性质我们一定有𝑥 = 𝑒,这就证明了核是平凡的 (这个方向是显然的)
另一个方向不那么显然。我们假设 ker( 𝑓 ) = {𝑒′}。假设𝑥, 𝑥′ ∈ 𝐺,使得 𝑓 (𝑥) = 𝑓 (𝑥′) ,我们只须证明𝑥 = 𝑥′

在这里,我们同时右乘 𝑓 (𝑥′)−1 ,得到 𝑓 (𝑥) 𝑓
(
𝑥′−1

)
= 𝑓

(
𝑥𝑥′−1

)
= 𝑒′。

而因为核是平凡的,所以必须有𝑥𝑥′−1 = 𝑒。接下来同时右乘𝑥′,我们就得到𝑥 = 𝑥′。这就证明了这个命题。

Definition 2.17 (群同构)
令 𝑓 : (𝐺, ·) → (𝐺′, ∗)是一个映射,我们称 𝑓是一个群同构,当 𝑓既是一个双射,又是一个群同态

群 G的所有自同构构成一个群记为 Aut(G)

Proposition 2.6
若 𝑓 : (𝐺, ·) → (𝐺, ∗)是一个群同构,则 𝑓 −1也是群同构

Proof 因为 𝑓 −1也是双射,所以我们只须证明 𝑓 −1是群同态

令𝑥′, 𝑦′ ∈ 𝐺′,假设𝑥′ = 𝑓 (𝑥), 𝑦′ = 𝑓 (𝑦)。则𝑥′ ∗ 𝑦′ = 𝑓 (𝑥 · 𝑦),故 𝑓 −1 (𝑥′ ∗ 𝑦′) = 𝑥 · 𝑦 = 𝑓 −1 (𝑥) · 𝑓 −1 (𝑦)。这就完成了证明。

Definition 2.18 (群的直积)
令 (𝐺, ·1) , (𝐺′, ·2)是两个群,我们构造它们的直积,不妨记 (𝐺 × 𝐺′, ∗)
对于 (𝑥, 𝑦), (𝑥′, 𝑦′) ∈ 𝐺 × 𝐺′,我们定义逐坐标的乘积,为 (𝑥, 𝑦) ∗ (𝑥′, 𝑦′) = (𝑥 · 𝑟1𝑥′, 𝑦 · 2𝑦′)

Proposition 2.7
若 (𝐺, ·1) , (𝐺′, ··2)是两个群,则它们的直积 (𝐺 × 𝐺′, ∗)还是一个群

Proof 封闭性 :因为𝐺在 ·1下封闭, 𝐺′在 ·2下封闭,而𝐺 × 𝐺′的元素乘积是逐坐标定义的,则𝐺 × 𝐺′在∗ = (··1, ·2)下也是封闭的
结合律 :同样,逐坐标有结合律,故整体也有结合律。单位元 :不难想象, (𝑒, 𝑒′)是直积的
单位元 :对于任意 (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐺 × 𝐺′,我们有 (𝑥, 𝑦) ∗ (𝑒, 𝑒′) = (𝑥 ·1 𝑒, 𝑦 ·2 𝑒′) = (𝑥, 𝑦),另一边也是同理,这就证明了 (𝑒, 𝑒′)是直积的单位元
逆元：同样不难想象,对于任意 (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐺 × 𝐺′,

(
𝑥−1, 𝑦−1

)
是 (𝑥, 𝑦)的逆元。证明是类似的,这里省略。

Definition 2.19
令 (𝐺𝑖 ,𝑖 )𝑖∈𝐼是一族群,其中𝐼是一个指标集。我们定义它们的直积为

(∏
𝑖∈𝐼 𝐺𝑖 , ∗

)
,同样通过逐点的乘积

对于 (𝑥𝑖)𝑖∈𝐼 , (𝑦𝑖)𝑖∈𝐼 ∈
∏
𝑖∈𝐼 𝐺𝑖 ,我们定义 (𝑥𝑖)𝑖∈𝐼 ∗ (𝑦𝑖)𝑖∈𝐼 = (𝑥𝑖 𝑖 𝑦𝑖)𝑖∈𝐼

Remark不难将上述直积的性质推广

Proposition 2.8
若 (𝐺𝑖 ,∗ )𝑖∈𝐼是一族群, 𝑗 ∈ 𝐼是任意指标,则投影映射𝑝 𝑗 :

∏
𝑖∈𝐼 𝐺𝑖 → 𝐺 𝑗是个群同态。
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2.2 群同态与同构与子群

Proposition 2.9 (子群在 (可以推广到任意多个)交运算下还是子群)
若有群𝐺和子群 : 𝐻 < 𝐺, 𝐾 < 𝐺那么𝐻 ∩ 𝐾 < 𝐺

� Exercise 2.1设𝑆是群𝐺的任意非空子集,证明 : 𝐻𝑆 = {𝑥 ∈ 𝐺 | 𝑥𝑠 = sx,∀𝑠 ∈ 𝑆}是𝐺的子群
Proof 由于单位元𝑒与𝐺中的任意元素都可交换,所以, 𝑒 ∈ 𝐻𝑆 , 𝐻𝑆非空
∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝐻𝑆 ,即对于∀𝑠 ∈ 𝑆有𝑎𝑠 = 𝑠𝑎, 𝑏𝑠 = 𝑠𝑏,从而 (𝑎𝑏)𝑠 = 𝑎(𝑏𝑠) = 𝑎(𝑠𝑏) = (𝑎𝑠)𝑏 = (𝑠𝑎)𝑏 = 𝑠(𝑎𝑏),
再由𝑎𝑠 = 𝑠𝑎得𝑎−1𝑠 = 𝑠𝑎−1,所以, 𝑎𝑏, 𝑎−1 ∈ 𝐻𝑆。证得𝐻𝑆是𝐺的一个子群。

Example 2.6 子群的积未必是子群的例子
按照上述的𝐻𝐾的集合的构造

若有群𝐺且有子群𝐻 < 𝐺;𝐾 < 𝐺但是未必有𝐻𝐾 < 𝐺

Proof 例如取𝐺 = 𝑆3 𝐴 = {(1) , (12)} 𝐵 = {(1) , (13)} 𝐴𝐵 = {(1) , (13) (12) , (132)}不是子群

Theorem 2.10 (乘积为子群的充要条件)
𝐺为群，𝐻 < 𝐺, 𝐾 < 𝐺

那么𝐻𝐾 < 𝐺 ⇐⇒ 𝐻𝐾 = 𝐾𝐻进一步有𝐻𝐾 < 𝐺 ⇐⇒ 𝐻𝐾 = 𝐾𝐻 ⇐⇒ 𝐻𝐾与𝐾𝐻都是𝐺子群

Proof 一方面若𝐻𝐾 = 𝐾𝐻那么𝐻𝐾 < 𝐺是显然的

另一方面若𝐻𝐾 < 𝐺那么∀ℎ1, 𝑘1, ℎ2, 𝑘2都有ℎ1𝑘1ℎ2𝑘2 = ℎ3𝑘3 =⇒ 𝑘1ℎ2 = ℎ−11 ℎ2𝑘3𝑘
−1
2 ∈ 𝐻𝐾

于是𝐾𝐻 ⊆ 𝐻𝐾

再者对于∀ℎ, 𝑘 (ℎ𝑘)−1 ∈ 𝐻𝐾 =⇒ (ℎ𝑘)−1 = ℎ∗𝑘∗ =⇒ ℎ𝑘 = (𝑘∗)−1 (ℎ∗)−1 ∈ 𝐾𝐻
于是𝐻𝐾 ⊆ 𝐾𝐻

所以𝐻𝐾 = 𝐾𝐻

同理可证𝐻𝐾 < 𝐺 ⇐⇒ 𝐻𝐾 = 𝐾𝐻综合就有𝐻𝐾 < 𝐺 ⇐⇒ 𝐻𝐾 = 𝐾𝐻 ⇐⇒ 𝐻𝐾与𝐾𝐻都是𝐺子

Example 2.7 子群的并未必是子群例子
群𝐺的两个子群𝐻1, 𝐻2的并𝐻1 ∪ 𝐻2末必是𝐺的子群

Proof
我们给出两个反例。

取𝐺 = (𝒁, +), 𝐻1 = 2𝒁, 𝐻2 = 3𝒁,则𝐻1 ∪ 𝐻2中的元素或为偶数,或为3的倍数

因为2 ∈ 𝐻1 ⊆ 𝐻1 ∪ 𝐻2, 3 ∈ 𝐻2 ⊆ 𝐻1 ∪ 𝐻2,但2 + 3 = 5 ∉ 𝐻1 ∪ 𝐻2,因为5既不是偶数,也不是3的倍数

由此可以看出𝐻1 ∪ 𝐻2关于加法运算不封闭,所以它不是𝐺的子群。

𝐺 = 𝐴4其二阶子群其中有𝐻 = {(1) , (12) (34)}与𝐾 = {(1) , (13) (24)}但是𝐻 ∪ 𝐾 = {(1) , (12) (34) , (13) (24)}
但是𝐻∪𝐾不是子群

(
可见陪集与拉格朗日定理一节的命题

)
简单来说就是 |𝐻 ∪ 𝐾 |为三阶群为循环群但是其中元素都不是循环生成元

故𝐻 ∪ 𝐾不是子群

Theorem 2.11 (子群的并为子群的充要条件)
𝐺是一个群，𝐴 < 𝐺, 𝐵 < 𝐺

那么𝐴 ∪ 𝐵是𝐺的子群⇐⇒ 𝐴 < 𝐵或𝐵 < 𝐴
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2.2 群同态与同构与子群

Proof 一方面 :若𝐴 < 𝐵或𝐵 < 𝐴。不妨设𝐴 < 𝐵那么𝐴 ∪ 𝐵 = 𝐵 < 𝐺

另一方面 :若𝐴 ∪ 𝐵是子群不妨记为𝐶。由子群承接性那么𝐴就是𝐶的子群，𝐵是𝐶的子群
两个子群的并是一子群说明𝐴或𝐵一定不是真子群也就是说当中必有一个就为𝐶 = 𝐴 ∪ 𝐵
那么就有𝐴 < 𝐵或𝐵 < 𝐴
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2.3 有限群

2.3 有限群

Definition 2.20 (阶的定义)
对于群𝐺中的一个元来𝑎,如果存在正整数𝑚,使得𝑎𝑚 = 𝑒成立,

而且𝑚是使上述等式成立的最小正整数,则称𝑚为元𝑎的阶,记为|𝑎 | = 𝑚;
如果这样的整数𝑚不存在,则称元𝑎的阶为无限。

只含有有限个元素的群叫做有限群,否则叫做无限群.有限群𝐺所含的元来个数叫做群的阶,记为|𝐺 |.
对于无限群的阶有时找们也记为|𝐺 |.

Theorem 2.12
设群𝐺中的元𝑎的阶为𝑚,那么𝑎𝑛 = 𝑒.当且仅当𝑚 | 𝑛.

Proof 若𝑎𝑛 = 𝑒,令𝑛 = 𝑚𝑞 + 𝑟, (𝑞, 𝑟 ∈ Z, 0 ⩽ 𝑟 < 𝑚)于是有𝑒 = 𝑎𝑛 = 𝑎𝑛+𝑟 = (𝑎𝑚)𝑞 𝑎𝑟 = 𝑎𝑟 ,由于𝑎的阶𝑚的最小性,得𝑟 = 0.即𝑚 | 𝑛.
反之.若𝑚 | 𝑛,可设𝑛 = 𝑚𝑘,于是𝑎𝑛 = 𝑎𝑚𝑘 = (𝑎𝑚)𝑘 == 𝑒.

Corollary 2.3

♡

由此可得判断𝑚是否是元素𝑎的阶的一个等价条件,即推论正整数𝑚是元素𝑎的阶的方分必要条件是

(1)𝑎𝑚 = 𝑒;

(2)如果𝑎𝑛 = 𝑒,则𝑚 | 𝑛.𝑒的最小正整数.

Theorem 2.13
有限群中的每一个元的阶都有限

Proof 设𝐺是一个有限群,且|𝐺 | = 𝑛,∀𝑎 ∈ 𝐺,则有𝐺中元素的序列𝑎, 𝑎2, 𝑎3, · · · , 𝑎𝜋+1 ∈ 𝐺,
由于𝐺中的元素只有𝑛个.故必有两个元素相同,设𝑎𝑖 = 𝑎′,且𝑖 > 𝑗 ,于是存在正整数𝑘 = 𝑖 − 𝑗 ,使𝑎𝑘 = 𝑒,故𝑎的阶有限.

进一步可知,元素𝑎的阶不超过群𝐺的阶.

Example 2.8元素阶都有限但群阶无限列子
这个定理的逆命题不成立,即存在这样的无限群𝐺,其中的每一个元素的阶都有限.

例如,在复数域C中所有𝑛次单位根组成的集合𝑈 =
{
𝑎 ∈ C | 𝑎𝑛 = 1, 𝑛 为任意正整数

}
,

可知𝑈关于数的乘法作成一个群,且是无限群,但对每一个𝑎 ∈ 𝑈,都存在一个𝑛 ∈ N,使得𝑎𝑛 = 1,即𝑎的阶有限.

Proposition 2.10
设𝑆是一个有单位元的半群, 𝐺𝑆是𝑆中所有可逆元组成的集合

𝐺𝑆关于𝑆的代数运算作成一个群。特别当𝑆为群时, 𝐺𝑆 = 𝑆

Proof 因为𝑆中的单位元𝑒𝑆是个可逆元,所以𝐺𝑆不是空集。
∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝐺𝑆 ,因为 (𝑎𝑏)

(
𝑏−1𝑎−1

)
=

(
𝑏−1𝑎−1

)
(𝑎𝑏) = 𝑒𝑆 ,得𝑎𝑏 ∈ 𝐺𝑆 ,得𝐺𝑆关于𝑆的代数运算是封闭的。

关于代数运算的结合律是具有遣传性的。𝐺𝑆中的每一个元素可逆即为条件。
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2.3 有限群

所以, 𝐺𝑆关于𝑆的代数运算作成一个群。当𝑆为群时, 𝑆中的任何元素都是可逆元时,∀𝑠 ∈ 𝑆,有𝑠 ∈ 𝐺,即𝐺𝑆 = 𝑆。

Theorem 2.14
设𝐺为一个群,

(1) 𝑎与𝑎−1同阶
(2) 𝑎𝑏与𝑏𝑎同阶
(3) 𝑓是群𝐺到𝐺′的映射, 𝑎 ∈ 𝐺.若 𝑓是群同构，,证明𝑎的阶等于 𝑓 (𝑎)的阶．若 𝑓是群同态，上述结论是否成立？为什么？

Proof (1)先证𝑎与𝑎−1中有一个阶数为无限阶.
若 |𝑎 | = ∞.断言

��𝑎−1�� = ∞.反之若
��𝑎−1�� = 𝑛

那么
(
𝑎−1

)𝑛 = 𝑒此时 (𝑎𝑛)−1 = 𝑒那么𝑎𝑛 = 𝑒与∞矛盾故
��𝑎−1�� = ∞

同理可证另一边换言之𝑎与𝑎−1阶数要么同为∞要么同为有限

再证若 |𝑎 | = 𝑚;
��𝑎−1�� = 𝑛 𝑚, 𝑛 < ∞下证𝑚 = 𝑛

已知𝑎𝑚 = 𝑒且
(
𝑎−1

)𝑚 = (𝑎𝑚)−1 = 𝑒−1 = 𝑒那么𝑛|𝑚同理𝑚 |𝑛
故相等

(2)同理可证只要发现 (𝑎𝑏)𝑚 = 𝑎𝑏𝑎𝑏 · · · 𝑎𝑏 = 𝑎 (𝑏𝑎)𝑚−1 𝑏 = 𝑒 =⇒ (𝑏𝑎)𝑚−1 𝑏 = 𝑎−1 =⇒ (𝑏𝑎)𝑚−1 𝑏𝑎 = 𝑒 =⇒ (𝑏𝑎)𝑚 = 𝑒即可

(3)证明设𝑎, 𝑓 (𝑎)的阶分别为𝑘, 𝑙,从而结合𝑎𝑘 = 𝑒,则𝑒 = 𝑓
(
𝑎𝑘

)
= ( 𝑓 (𝑎))𝑘 ,从而𝑙 | 𝑘

同理𝑘 | 𝑙，故𝑘 = 𝑙，也即𝑎与 𝑓 (𝑎)有同样的阶
若 𝑓为群同态则不一定成立,如考虑Z4 =

{
𝑒, 𝑎, 𝑎2, 𝑎3

}
→ Z2 = {𝑒, 𝑎} ,其中 𝑓 (𝑎) = 𝑎2,从而可知𝑎的阶为4,但 𝑓 (𝑎)的阶为1,从而命题不再成立．

Proposition 2.11 (群同态下像与原像的阶)
设 𝑓 : 𝐺 → 𝐺′为群同态映射, 𝑎 ∈ 𝐺, 𝑓 (𝑎)的阶有限
证明 : 𝑎的阶为无限,或是能被 𝑓 (𝑎)的阶整除的有限阶

Proof 如果𝑎的阶为无限,则结论正确
如果𝑎的阶为有限阶,设|𝑎 | = 𝑛,即𝑑𝑛 = 𝑒,那么, 𝑒′ = 𝑓 (𝑒) = 𝑓 (𝑑′) = [ 𝑓 (𝑎)]𝑛,所以, 𝑓 (𝑎)的阶整除𝑎的阶𝑛。

Proposition 2.12 (元素幂次的阶与可交换元的阶)
$𝑰:设群𝐺中的元𝑎的阶为𝑑, 𝑘 ∈ N
证明 : 𝑎𝑘的阶为

𝑑

(𝑑, 𝑘) ,这里 (𝑑, 𝑘)是𝑑, 𝑘的最大公因数 =⇒进而𝑎𝑘的阶为𝑑当且仅当 (𝑑, 𝑘) = 1

𝑰𝑰:设𝑎, 𝑏分别是群𝐺中元，𝑎𝑏 = 𝑏𝑎， |𝑎 | = 𝑚且 |𝑏 | = 𝑛
(1)证明：ord (𝑎𝑏) | lcm (𝑚, 𝑛)
(2)若 (𝑚, 𝑛) = 1，证明𝑎𝑏的阶为𝑚𝑛

(3)若⟨𝑎⟩ ∩ ⟨𝑏⟩ = {𝑒}，证明：𝑎𝑏的阶为 [𝑚, 𝑛]（[𝑚, 𝑛]表示𝑚, 𝑛的最小公倍数）
(4)并举例𝑎𝑏 ≠ 𝑏𝑎且 ord (𝑎𝑏) = ∞

𝑰𝑰𝑰:设群𝐺中两个元𝑔, ℎ可换, 𝑜(𝑔) = 𝑚, 𝑜(ℎ) = 𝑛.记 (𝑚, 𝑛), [𝑚, 𝑛]分别是𝑚, 𝑛的最大公因子和最小公倍数.则
(1)𝑜 (𝑔𝑛ℎ𝑚) = [𝑚, 𝑛]

(𝑚, 𝑛) ;
(2)𝐺中存在阶为 (𝑚, 𝑛)的元;

(3)𝐺中存在阶为 [𝑚, 𝑛]的元.
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2.3 有限群

Proof 𝑰 :

我们设𝑎𝑘的阶为𝑙此时我们知道
(
𝑎𝑘

) 𝑑
(𝑑,𝑘) = 𝑒 =⇒ 𝑙

��� 𝑑

(𝑑, 𝑘)
且因为𝑎𝑘𝑙 = 𝑒 = 𝑎𝑑那么我们有𝑑 |𝑘𝑙 =⇒ 𝑑

(𝑑, 𝑘) |𝑘𝑙 =⇒
𝑑

(𝑑, 𝑘) |𝑙

=⇒ 𝑙 =
𝑑

(𝑑, 𝑘)

Proof 𝑰𝑰 :

(1)注意到 (𝑎𝑏)lcm(𝑚,𝑛) = 𝑎lcm(𝑚,𝑛)𝑏lcm(𝑚,𝑛) = 𝑒 =⇒ ord (𝑎𝑏) | lcm (𝑚, 𝑛)

(2)法一：此时我们设𝑜 (𝑎𝑏) = 𝑘
此时我们发现 (𝑎𝑏)𝑚𝑛 = 𝑎𝑚𝑛𝑏𝑚𝑛 = 𝑒故我们有𝑘 |𝑚𝑛
其次𝑎𝑛的阶为

𝑚

(𝑚, 𝑛) = 𝑚且𝑏𝑚的阶为
𝑛

(𝑛, 𝑚) = 𝑛

(𝑎𝑏)𝑚 = 𝑏𝑚且 (𝑎𝑏)𝑛 = 𝑎𝑛 =⇒ 𝑜 ((𝑎𝑏)𝑚) = 𝑛且𝑜 ((𝑎𝑏)𝑛) = 𝑚
故结合𝑎𝑏的阶为𝑘我们有𝑛 =

𝑘

(𝑘, 𝑚)与𝑚 =
𝑘

(𝑘, 𝑛) =⇒ 𝑛|𝑘与𝑚 |𝑘又 (𝑚, 𝑛) = 1 =⇒ 𝑚𝑛 | 𝑘
故𝑘 = 𝑚𝑛故𝑎𝑏的阶为𝑚𝑛

法二:设|𝑎𝑏 | = 𝑘。因为 (𝑎𝑏)𝑚𝑛 = 𝑎𝑚𝑛𝑏𝑚𝑛 = (𝑎𝑚)𝑛 (𝑏𝑛)𝑚 = 𝑒𝑛𝑒𝑚 = 𝑒,得𝑘 | 𝑚𝑛;
另一方面,由于𝑎𝑏 = 𝑏𝑎, 𝑒 = (𝑎𝑏)𝑚𝑘 = 𝑎𝑚𝑘𝑏𝑚𝑘 = (𝑎𝑚)𝑘 𝑏𝑚𝑘 = 𝑏𝑚𝑘 ,得𝑛 | 𝑚𝑘,又因为 (𝑚, 𝑛) = 1,所以, 𝑛 | 𝑘
同理,由于𝑒 = (𝑎𝑏)𝑛𝑘 = 𝑎𝑛𝑘𝑏𝑛𝑘 = 𝑎𝑛𝑘 (𝑏𝑛)𝑘 = 𝑎𝑛𝑘 ,得𝑚 | 𝑛𝑘,又因为 (𝑚, 𝑛) = 1,所以, 𝑚 | 𝑘
最后,由 (𝑚, 𝑛) = 1, 𝑛|𝑘, 𝑚 |𝑘,得到𝑚𝑛 | 𝑘
综上所述,我们证得 : |𝑎𝑏 | = 𝑘 = 𝑚𝑛

(3)设𝑎𝑏的阶为𝑑那么显然 (𝑎𝑏) [𝑚,𝑛] = 𝑒 =⇒ 𝑑 | [𝑚, 𝑛] 此时 ⟨𝑎⟩ =
{
𝑒, 𝑎, 𝑎2 · · · 𝑎𝑚−1}与 ⟨𝑏⟩ =

{
𝑒, 𝑏, 𝑏2 · · · 𝑏𝑛−1

}
此时𝑎𝑑𝑏𝑑 = 𝑒 = 𝑏𝑛 =⇒ 𝑎𝑑 = 𝑏𝑛−𝑑 ∈ ⟨𝑎⟩ ∩ ⟨𝑏⟩ =⇒故𝑎𝑑 = 𝑒 = 𝑏𝑛−𝑑 =⇒ 𝑚 |𝑑且𝑛|𝑑 =⇒ [𝑚, 𝑛] |𝑑 =⇒ 𝑑 = [𝑚, 𝑛]

(4)在𝐺𝐿2 (R)中取𝐴 =

(
0 1

−1 −1

)
𝐵 =

(
0 −1
1 0

)
ord (𝐴) = 3 ord (𝐵) = 4 且𝐴𝐵 =

(
1 0

−1 1

)
但是 ord (𝐴𝐵) = ∞

Proof 𝑰𝑰𝑰 :

(1)因𝑜 (𝑔𝑛) = 𝑚

(𝑚, 𝑛) , 𝑜 (ℎ𝑚) = 𝑛

(𝑚, 𝑛) , 𝑔𝑛ℎ𝑚 = ℎ𝑚𝑔𝑛
(

𝑚

(𝑚, 𝑛) ,
𝑛

(𝑚, 𝑛)

)
= 1

故由已知结论知𝑜 (𝑔𝑛ℎ𝑚) = 𝑚

(𝑚, 𝑛)
𝑛

(𝑚, 𝑛) =
[𝑚, 𝑛]
(𝑚, 𝑛) .

(2)设𝑚 = 𝑝𝑚1

1 · · · 𝑝𝑚𝑡
𝑡 , 𝑛 = 𝑝

𝑛1
1 · · · 𝑝𝑛𝑡𝑡 ,其中𝑝1, · · · , 𝑝𝑡是互不相同的素数, 𝑚𝑖 , 𝑛𝑖均为非负整数.

不妨设𝑚𝑖 ⩾ 𝑛𝑖 , 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑙;𝑚𝑖 < 𝑛𝑖 , 𝑙 + 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑡.

令𝑎 = 𝑝𝑚1

1 · · · 𝑝𝑚𝑙

𝑙 , 𝑏 = 𝑝𝑛𝑙+1𝑙+1 · · · 𝑝𝑛𝑡𝑡 .
则𝑔𝑎的阶为𝑝𝑚𝑙+1

𝑙+1 · · · 𝑝𝑚𝑡
𝑡 , ℎ𝑏的阶为𝑝𝑛11 · · · 𝑝𝑛𝑙𝑙 .

这两个阶显然是互素的,且𝑔𝑎与ℎ𝑏可换,因此𝑔𝑎ℎ𝑏的阶为 (𝑚, 𝑛) = 𝑝𝑛11 · · · 𝑝𝑛𝑙𝑙 𝑝
𝑚𝑙+1
𝑙+1 · · · 𝑝𝑚𝑡

𝑡

(3)类似可证.只需令𝑎 = 𝑝𝑚𝑙+1
𝑙+1 · · · 𝑝𝑚𝑡

𝑡 𝑏 = 𝑝𝑛11 · · · 𝑝𝑛𝒍𝑙
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2.4 循环群与生成群的例子与性质

2.4 循环群与生成群的例子与性质

Proposition 2.13
令 (𝐺, ·)是一个群,任取𝑥 ∈ 𝐺。则 𝑓 : (Z, +) → (𝐺, ·),定义为 𝑓 (𝑛) = 𝑥𝑛,是一个群同态。
注意这里不能推广到群同构,因为单射很难满足,就如例子𝑥的阶数有限即可

Definition 2.21 (由元素生成群)
令 (𝐺, ·)是一个群,且𝑥 ∈ 𝐺,则⟨𝑥⟩,被称为由𝑥生成的群,定义为⟨𝑥⟩ = {𝑥𝑛 : 𝑛 ∈ Z}

Definition 2.22 (由子集生成群)
设𝑆是群𝐺中一个非空子集,令𝑆−1 =

{
𝑎−1 | 𝑎 ∈ 𝑆

}
,记⟨𝑆⟩ =

{
𝑥1 · · · 𝑥𝑚 | 𝑚 ∈ N, 𝑥1, · · · , 𝑥𝑚 ∈ 𝑆 ∪ 𝑆−1

}
.

容易验证⟨𝑆⟩是𝐺的一个子群,称为𝑆生成的子群.
如果⟨𝑆⟩ = 𝐺,则称𝑆为群𝐺的一个生成组.如果群𝐺有一个有限的生成组，则称𝐺为有限生成群
且我们有等价刻画⟨𝑆⟩ = ⋂ {𝐻 ⊂ 𝐺 : 𝐻 ⊃ 𝑆, 𝐻 < 𝐺}因此中由𝑆生成的子群 ⟨𝑆⟩ ,是包含了𝑆的最小子群

Proof 注意到若𝑆 ⊆ 𝐻 < 𝐺,则𝑆 ∪ 𝑆−1 ⊆ 𝐻,从而由封闭性可知⟨𝑆⟩ ⊆ 𝐻,即有⟨𝑆⟩ ⊆
⋂

𝑆⊆𝐻<𝐺
𝐻

而另一方面，显然⟨𝑆⟩ < 𝐺，从而
⋂

𝑆⊆𝐻<𝐺
𝐻 ⊆ ⟨𝑆⟩，从而两者相等，即证．

Definition 2.23 (循环群)
令 (𝐺, ·)是一个群。若存在𝑥 ∈ 𝐺,使得𝐺 = ⟨𝑥⟩,则𝐺被称为一个循环群,而𝑥被称为𝐺的一个生成元

Proposition 2.14 (循环群的构造方法一)
证明 : 𝑛阶群是循环群当且仅当𝐺中存在𝑛阶的元素

Proof 设𝐺是由元素𝑎生成的𝑛阶循环群,则生成元𝑎的阶与群𝐺的阶相等,即𝐺中元素𝑎,它的阶为𝑛
反之,如果𝑛阶群𝐺中存在一个𝑛阶的元素𝑎,则由𝑎生成的𝐺的子群 (𝑎)中含有𝑛个元素,众而有𝐺 = (𝑎),得𝐺是一个循环群。

Proposition 2.15
令 (𝐺, ·)是一个群,则⟨𝑥⟩ = ⟨{𝑥}⟩

Proof 根据定义和性质, ⟨{𝑥}⟩是包含了{𝑥}的最小的子群
因此要证明这个最小的子群就是⟨𝑥⟩,我们只须证明两点
一, ⟨𝑥⟩是个子群;

二,如果一个子群𝐻包含了{𝑥},那么它一定要包含整个⟨𝑥⟩
首先,刚才我们已经利用同态的性质,证明了⟨𝑥⟩是个子群
这就证明了第一点。第二点几乎也是显然的.我们假设𝐻是个子群,且𝑥 ∈ 𝐻
那么根据子群包含单位元,且有乘法和逆元的封闭性,我们有𝑒 ∈ 𝐻,并且递归地,对于𝑛 ∈ N1, 𝑥

𝑛 = 𝑥 · · · 𝑥 ∈ 𝐻, 𝑥−𝑛 = 𝑥−1 · · · 𝑥−1 ∈ 𝐻
这就证明了𝐻 ⊃ ⟨𝑥⟩
上面这个命题美妙地证明了这个由𝑥生成的群,确实就是由子集{𝑥}生成的子群。
未来我们也会看到很多类似的命题。我们一定要注意,不要被一些定义所误导了

例如这里⟨𝑥⟩的定义本身,实际上不能说明这就是由子集{𝑥}生成的子群,所以我们是需要用命题来证明的,这并不是完全平凡的结论
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2.4 循环群与生成群的例子与性质

Theorem 2.15 (循环群的交换性质)
循环群都是交换群

Proof 设𝐺 = ⟨𝑎⟩ ;故任何两个元素𝑥, 𝑦都可以写为𝑥 = 𝑎𝑚; 𝑦 = 𝑎𝑛显然可交换

Definition 2.24 (有限与无限循环群)
设一个𝐺 = ⟨𝑎⟩且 |𝐺 | < ∞称𝐺为有限循环群,显然此时 |𝑎 | = |𝐺 | < ∞.反之称为无限循环群

Theorem 2.16 (无限阶循环群)
1.所无限阶循环群同构

2.无限阶循环群仅有恰有两个生成元𝑎，𝑎−1

Proof 1.构造𝜑 : Z→ ⟨𝑎⟩ 𝑛 ↦→ 𝑎𝑛 其中𝐺 = ⟨𝑎⟩为无限阶循环群
容易验证𝜑为一个双射故所有无限阶循环群同构

2.若𝑎𝑛为一个生成元此时 =⇒ 𝐺 = ⟨𝑎𝑛⟩，则𝑎可写成𝑎𝑛的幂：𝑎 = (𝑎𝑛)𝑘 = 𝑎𝑛𝑘

=⇒ 𝑛𝑘 = 1，所以𝑛 = ±1
反过来𝑛 = ±1的时候显然为循环生成元总之𝐺 = ⟨𝑎𝑛 ⟩
Proof 首先证明𝑥𝑛 (𝑛 ∈ Z)是两两不同的
假设有两个相同，不失一般性假设𝑚 > 𝑛 ∈ 𝑍, 𝑥𝑚 = 𝑥𝑛,则𝑥𝑚−𝑛 = 𝑒,故𝑥是有有限阶的

这就矛盾了。接着,如果𝑥𝑛 (𝑛 ∈ Z)可以生成这个群,那么𝑥 ∈ ⟨𝑥𝑛 ⟩,于是存在𝑚 ∈ Z使得𝑥 = (𝑥𝑛)𝑚 ,于是𝑥𝑛𝑚−1 = 0

由于𝑥是无限阶的,所以𝑛𝑚 = 1,那么这样的𝑛只能是 ± 1。另外,显然𝑥−1也可以生成这个群。这就证明了恰好是这两个生成元

Theorem 2.17 (有限阶循环群)
0.所有有限阶𝑟阶循环群同构于Z𝑟

1.令𝐺 = ⟨𝑥⟩是一个𝑛阶循环群.假设1 ⩽ 𝑚 ⩽ 𝑛,则𝑥𝑚的阶为 |𝑥𝑚 | = 𝑛

gcd(𝑛, 𝑚)
(
这里的𝑚可以变为N+)

2.令𝐺 = ⟨𝑥⟩是一个𝑛阶循环群.那么若另有一个元素𝑦其 |𝑦 | = 𝑛⇔ 𝑦也为𝐺的一个生成元

3.令𝐺 = ⟨𝑥⟩是一个𝑛阶循环群,则𝑥𝑚 (1 ⩽ 𝑚 ⩽ 𝑛)是个生成元,当且仅当 gcd(𝑚, 𝑛) = 1

特殊的𝑟阶循环群有𝜑 (𝑟)个循环生成元形如𝑎𝑛其中𝑛 ∈ Z𝑟

Proposition 2.16
1.循环群𝐺 = ⟨𝑎⟩的任一子群都形如 ⟨𝑎𝑙 ⟩, 𝑙 ∈ N，从而也是循环群
2.循环群的同态像也为循环群,且将生成元映至生成元

3.设𝐺 = ⟨𝑎⟩是𝑚阶循环群，设𝑚 = 𝑑𝑞则 ⟨𝑎𝑞⟩为𝑑阶子群，
指出若𝐻 < 𝐺且 |𝐻 | |𝑑则𝐻 ⊆ ⟨𝑎𝑞⟩，则 ⟨𝑎𝑞⟩是唯一的𝑑阶子群

Proof 若𝐺是有限阶循环群 =⇒设𝐻是𝐺的非平凡子群
令𝑙 = min {𝑚 ∈ N∗ | 𝑎𝑚 ∈ 𝐻} ,则𝑎𝑙 ∈ 𝐻,从而 ⟨𝑎𝑙 ⟩ ⊆ 𝐻.

反之,若𝑎𝑚 ∈ 𝐻,则作带余除法𝑚 = 𝑞𝑙 + 𝑟，其中0 ⩽ 𝑟 < 𝑙.于是𝑎𝑟 = 𝑎𝑚−𝑞𝑙 = 𝑎𝑚 ·
(
𝑎𝑙

)−𝑞 ∈ 𝐻
由𝑙的取法知𝑟 = 0,即𝑚 = 𝑙𝑞.因此𝐻 ⊆ ⟨𝑎𝑙 ⟩.故𝐻 = ⟨𝑎𝑙 ⟩为循环群.注意到𝑙 = 0和1恰好对应于平凡子群,因此任何子群都形如 ⟨𝑎𝑙 ⟩, 𝑙 ∈
N
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2.4 循环群与生成群的例子与性质

若𝐺是无限阶循环群则不防考察Z而我们知道其子群只有𝑚Z形式故即可

2.如果群 G′
是群 G的同态象,即存在同态满射 𝑓 : 𝐺 → 𝐺′,∀𝑏 ∈ 𝐺′,则存在𝑥 ∈ 𝐺,使得 𝑓 (𝑥) = 𝑏.

由于𝐺为循环群,设𝐺 = (𝑎),那么有𝑥 = 𝑎𝑛, 𝑛 ∈ Z,由 𝑓为同态,得𝑏 = 𝑓 (𝑥) = 𝑓 (𝑎𝑛) = [ 𝑓 (𝑎)]𝑛

所以得𝐺′ = ( 𝑓 (𝑎))为循环群,其生成元为 𝑓 (𝑎).

Proposition 2.17
在𝑛阶循环群𝐺中,对每个𝑛的正因子𝑚,阶为𝑚的元恰好有𝜑 (𝑚)个,其中𝜑为欧拉函数,并证明

∑
𝑚 |𝑛 𝜑 (𝑚) = 𝑛

Proof 设𝐺 = ⟨𝑎⟩为𝑛阶循环群，设𝐺中是𝑚阶的元素个数为𝜓𝐺 (𝑚)，设𝐺1 =
〈
𝑎𝑛/𝑚

〉
为唯一的𝑚阶子群

我们有
∑
𝑚 |𝑛 𝜓𝐺 (𝑚) = 𝑛

任取𝑥为𝐺中任一𝑚阶元则我们知 ⟨𝑥⟩ = 𝐺1 =⇒所有的𝑚阶元必定在𝐺1中

则个数𝜓𝐺 (𝑚) = 𝜑 (𝑚)证毕

Proposition 2.18
证明 :设𝐺为𝑛阶循环群, 𝑘 | 𝑛,则存在𝐺的唯一𝑘阶子群
同样证明其逆命题 :设𝐺为𝑛阶群,且对𝑛的每个因子𝑚都存在𝐺的唯一𝑚阶子群,证明𝐺为循环群

同样的手法可以证明 :有限群𝐺的不同子群有不同的阶那么𝐺为循环群

Proof 先证明第一个 : 𝐺 = ⟨𝑎⟩ =
{
𝑒, 𝑎 · · · 𝑎𝑛−1

}
此时我们构造𝐻 =

〈
𝑎𝑙

〉
使得𝑜

(
𝑎𝑙

)
=

𝑛

(𝑛, 𝑙) = 𝑘从而𝐻为𝑘阶子群

这只需 (𝑛, 𝑙) = 𝑛

𝑘
只需𝑙 =

𝑛

𝑘
即可

进一步因为循环群的子群都形如 ⟨𝑎𝑚⟩故唯一性证毕
再证明第二个：设群𝐺中的元素阶全体为𝑑1 · · · 𝑑𝑡
从而对于任一阶𝑑.若有𝑎, 𝑏阶都为𝑑从而由𝑑阶子群的唯一性知道 ⟨𝑎⟩ = ⟨𝑏⟩
=⇒存在1 ⩽ 𝑘 < 𝑑使得𝑏 = 𝑎𝑘此时我们还有𝑘与𝑑的关系 : 𝑜 (𝑏) = 𝑜

(
𝑎𝑘

)
=

𝑑

(𝑑, 𝑘) = 𝑑 =⇒ (𝑘, 𝑑) = 1

因此这样的𝑏我们有𝜑 (𝑑)个其中𝜑为欧拉函数

这表明按照元素的阶划分,阶为𝑑𝑖的元素个数有𝜑 (𝑑𝑖)个,因此
𝑡∑
𝑖=1

𝜑 (𝑡𝑖) = 𝑛 =
∑
𝑚 |𝑛

𝜑 (𝑚)

由𝑑𝑖均为𝑛的因子,从而𝑑1 · · · 𝑑𝑡恰为𝑛的因子全体,进而可知存在𝑑𝑖 = 𝑛 =⇒ 𝐺为𝑛阶元

� Exercise 2.2找出 (𝒁15, +)的一切生成元和𝒁15的所有子群

Proof 由于𝒁15的生成元即为与15互素的那些整数所在的类,因此𝒁15的所有生成元为 : 1, 2, 4, 7, 8, 11, 13, 14,共8个

由于循环群的子群仍是循环群,所以𝒁15的子群也是循环群

要求𝒁15的所有子群,只需求出𝒁15中所有元素生成的子群即可

因此𝒁15的所有子群为 :

𝐻1 = (1) = (2) = (4) = (7) = (8) = (11) = (13) = (14) = 𝒁15,

𝐻2 = (3) = (6) = (9) = (12) = {0, 3, 6, 9, 12},
𝐻3 = (5) = (10) = {0, (5), (10)}
𝐻4 = (0)。

� Exercise 2.3设𝐻是 (Z, +)的子群,则𝐻 = {0}或𝐻 = (𝑚) (此时𝑚为𝐻中的最小正整数).
Proof 如果𝐻 = {0},则结论成立.
如果𝐻 ≠ {0},则𝐻中含有非零数𝑘,由于𝐻是Z的子群,则有 − 𝑘 ∈ 𝐻.由此可以看出不论𝑘是正是负, 𝐻中总存在正整数
我们取𝑚为𝐻中的最小正整数.下面证明 : 𝐻 = ⟨𝑚⟩ = {𝑚𝑘 | 𝑘 ∈ Z}.
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2.4 循环群与生成群的例子与性质

因为 ⟨𝑚⟩是包含𝑚的最小子群,而子群𝐻中含有𝑚,所以 ⟨𝑚⟩ ⊆ 𝐻.

反之,∀ℎ ∈ 𝐻,那么由整数的带余除法知, ℎ = 𝑞𝑚 + 𝑟,其中𝑞, 𝑟 ∈ Z, 0 ⩽ 𝑟 < 𝑚

因为𝑟 = ℎ − 𝑞𝑚 ∈ 𝐻,由𝑚的最小性得𝑟 = 0,因此ℎ = 𝑞𝑚 ∈ ⟨𝑚⟩ ,从而得𝐻 ⊆ ⟨𝑚⟩ .所以𝐻 = ⟨𝑚⟩ .

作为到现在群论的学习我们要给出几个特殊的例子作为学习，以及上文提到的任何有限群和无限群同构，我们常常注意以

下几种

Example 2.9 Z4 群

Z4 =
{
0̄, 1̄, 2̄, 3̄

}
1.Z4是循环群

2.Z4是交换群

Example 2.10 𝐾𝑙𝑒𝑖𝑛四元群

𝐾𝑙𝑒𝑖𝑛四元群 {𝑒, 𝑎, 𝑏, 𝑐}满足 |𝑎 | = |𝑏 | = |𝑐 | = 2; 𝑎𝑏 = 𝑐; 𝑏𝑐 = 𝑎; 𝑎𝑐 = 𝑏

1.𝐾𝑙𝑒𝑖𝑛四元群为交换群

2.𝐾𝑙𝑒𝑖𝑛四元群不是循环群,但是可以由 {𝑎, 𝑏}两个元素生成

Example 2.11 𝐷3 群

𝐷3 :
{
𝑒, 𝜎, 𝜎2, 𝜏, 𝜏𝜎, 𝜏𝜎2

}
1.𝐷3不是循环群

2.𝐷3不是交换群

3.𝜎𝜏 = 𝜏𝜎2

4.O𝑟𝑑𝑒𝑟 (𝜎) = O𝑟𝑑𝑒𝑟
(
𝜎2

)
= 3 O𝑟𝑑𝑒𝑟 (𝜏) = O𝑟𝑑𝑒𝑟 (𝜏𝜎) = O𝑟𝑑𝑒𝑟

(
𝜏𝜎2

)
= 2

�
Note之后我们将证明一个四元素群要么同构于 Klein四元群要么同构于 Z4。一个六元素群要么同构于 𝐷3 要么同构于 Z6
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Lemma 2.1
𝐿𝑒𝑚𝑚𝑎1 :若 (𝑚, 𝑛) = 1;那么

(
Z∗𝑚𝑛,×

)
�

(
Z∗𝑚,×

)
⊕

(
Z∗𝑛,×

)
Proof
𝑃𝑟𝑜𝑜 𝑓 :构造映射B :

(
Z∗𝑚𝑛,×

)
−→

(
Z∗𝑚,×

)
⊕

(
Z∗𝑛,×

)
𝑥 𝑚𝑜𝑑 𝑚𝑛 ↦−→ (𝑥 𝑚𝑜𝑑 𝑚, 𝑥 𝑚𝑜𝑑 𝑛)

那么𝐾𝑒𝑟B =
{
𝑥 : 𝑥 𝑚𝑜𝑑 𝑚 = 1且𝑥 𝑚𝑜𝑑 𝑛 = 1

}
= {𝑥 : 𝑥 𝑚𝑜𝑑 𝑚𝑛 = 1}故为单射

其次
��B (
Z∗𝑚𝑛

) �� = ��Z∗𝑚𝑛�� = 𝜑 (𝑚𝑛) = 𝜑 (𝑚) 𝜑 (𝑛) =
��Z∗𝑚�� × ��Z∗𝑛�� = �� (Z∗𝑚,×)

⊕
(
Z∗𝑛,×

) ��故为满射(
上述一行

��B (
Z∗𝑚𝑛

) �� = ��Z∗𝑚𝑛��其实不那么显然有个问题是是否存在𝑥 ≠ 𝑦使得𝑥 = 𝑚𝑡1 + 𝑙1 𝑦 = 𝑚𝑡3 + 𝑙1
)(

但这实际上是不会出现的因为𝑥 ≠ 𝑦所以在Z∗𝑚𝑛中余数不会相同所以实际上上述这么设就有不合理性
)

再者同态显然

Lemma 2.2
𝐿𝑒𝑚𝑚𝑎2 :若𝑝为质数,对于模𝑝意义下的𝑛次整系数多项式 𝑓 (𝑥),同余方程 𝑓 (𝑥) ≡ 0(mod𝑝)至多有𝑛个整数解

Lemma 2.3
𝐿𝑒𝑚𝑚𝑎3 :对于奇质数𝑝;Z∗

𝑝𝑘
为循环群其中𝑘为自然数.且Z∗

𝑝𝑘
� Z(𝑝−1) 𝑝𝑘−1

Proof
1◦ :当𝑘 = 1时,此时

∀𝑑 |𝑝 − 1
(
即𝑝 − 1的正因子

)
,令𝑆 (𝑑) =

{
𝑎 : 𝑜𝑟𝑑𝑝 (𝑎) = 𝑑

}
这里𝑎是指在Z∗𝑝中阶为𝑑的元素

因为Z∗𝑝 =
{
1; · · · 𝑝 − 1

}
那么对于任意的元素𝑎 ∈ Z∗𝑝 ,由拉格朗日定理知道𝑎的阶一定整除𝑝 − 1所以𝑎一定属于某个𝑆 (𝑑)

因而𝑆 (𝑑)划分了Z∗𝑝
若𝑆 (𝑑) = ⊘那么 |𝑆 (𝑑) | = 0

若𝑆 (𝑑) ≠ ⊘此时∃𝑎 ∈ 𝑆 (𝑑) 𝑠.𝑡. 𝑎𝑑 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 𝑝)即𝑎在Z∗𝑝中阶为𝑑
此时由𝐿𝑒𝑚𝑚𝑎2知道𝑥𝑑 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑𝑝)在模𝑝意义下的解最多𝑑个且1; 𝑎; · · · 𝑎𝑑−1即为方程的𝑑个解且两两模𝑝不同余
那么我们有𝑆 (𝑑) ⊆

{
1, 𝑎 · · · 𝑎𝑑−1

}(
实际上若存在𝑎2 ≡ 3 (𝑚𝑜𝑑 𝑝)和𝑎8 ≡ 3 (𝑚𝑜𝑑 𝑝)意味着𝑎6 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 𝑝)这与𝑎的阶为𝑑即最小性矛盾

)
此时𝑜𝑟𝑑

(
𝑎𝑘

)
= 𝑑

(𝑑,𝑘 )所以若𝑎
𝑘阶为𝑑 ⇐⇒ (𝑑, 𝑘) = 1

所以𝑘的取法就取𝜑 (𝑑)个
(
欧拉函数表示

)
故 |𝑆 (𝑑) | = 0或者𝜑 (𝑑)
这时由𝑆 (𝑑)划分知

∑
𝑑 | 𝑝−1 |𝑆 (𝑑) | =

��Z∗𝑝 �� = 𝑝 − 1而
∑
𝑑 | 𝑝−1 |𝑆 (𝑑) | ⩽

∑
𝑑 | 𝑝−1 𝜑 (𝑑) = 𝑝 − 1

(
这是由欧拉函数的性质知道的

)
那么故对于每一𝑑 |𝑝 − 1都应该有 |𝑆 (𝑑) | = 𝜑 (𝑑) ≠ 0才能取到等号

特别地对于𝑑 = 𝑝 − 1那么 |𝑆 (𝑝 − 1) | = 𝜑 (𝑝 − 1) ≠ 0这也是由𝑝为奇素数所决定的

即Z∗𝑝中存在阶为𝑝 − 1的元素故Z∗𝑝为循环群

2◦ :下面我们证明Z∗𝑝中一定存在生成元𝑔，使得𝑔
𝑝−1 . 1

(
mod𝑝2

)
设𝑔是𝑍∗

𝑝中的任意一个生成元,如果𝑔不满足上式,即𝑔
𝑝−1 ≡ 1

(
mod𝑝2

)
那么断言𝑔 + 𝑝一定满足,因为 (𝑔 + 𝑝) 𝑝−1 ≡ 𝑔𝑝−1 + 𝑝(𝑝 − 1)𝑔𝑝−2 ≡ 1 − 𝑝𝑔𝑝−1

(
mod𝑝2

)
又𝑔不含因子𝑝

(
可以从𝑔𝑝−1 ≡ 1

(
mod𝑝2

)
看出也可以从𝑔是𝑍∗

𝑝中的任意一个生成元看出
)
故𝑔 + 𝑝满足条件.

3◦ :现设𝑔是满足上述条件的𝑍∗
𝑝的生成元,对于任意的𝛽 ∈ 𝑁,我们断言存在𝑘𝛽 ,

(
𝑘𝛽 , 𝑝

)
= 1使得𝑔𝜑(𝑝𝛽) ≡ 1 + 𝑘𝛽 𝑝𝛽

(
𝑚𝑜𝑑 𝑝𝛽+2

)
事实上,当𝛽 = 1时,所证明式子𝑔𝜑(𝑝𝛽) ≡ 1 + 𝑘𝛽 𝑝𝛽

(
𝑚𝑜𝑑 𝑝𝛽+2

)
⇐⇒ 𝑔𝑝−1 ≡ 1 + 𝑘1𝑝

(
𝑚𝑜𝑑 𝑝3

)
由𝑔为Z∗𝑝生成元知道𝑔

𝑝−1 ≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 𝑝)且𝑔𝑝−1 . 1
(
mod𝑝2

)
此时就有𝑔𝑝−1 = 𝑝𝑡 + 1且𝑡中无𝑝因子不然与𝑔𝑝−1 . 1

(
mod𝑝2

)
矛盾

可知𝛽 = 1时上式成立
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利用归纳法,先假设结论对于𝛽成立，则𝑔𝜑(𝑝𝛽) ≡ 1 + 𝑘𝛽 𝑝𝛽
(
𝑚𝑜𝑑 𝑝𝛽+1

)
其中𝑘𝛽与𝑝互素

𝑔𝜑(𝑝𝛽+1) =
(
𝑔𝜑(𝑝𝛽)

) 𝑝
=

(
1 + 𝑘𝛽 𝑝𝛽

) 𝑝 ≡ 1 + 𝑘𝛽 𝑝𝛽+1
(
mod𝑝𝛽+2

)
.由于

(
𝑘𝛽 , 𝑝

)
= 1故命题对𝛽 + 1成立

综上，命题对∀𝛽 ∈ 𝑁成立。

4◦ :最后,我们将证明上述的𝑔就是𝑍∗
𝑝𝑘
的生成元.

记𝑟 = ord𝑍∗
𝑝𝑘
(𝑔),则有𝑟 | (𝑝 − 1)𝑝𝑘−1

(
这里用到𝜑

(
𝑝𝑘

)
= (𝑝 − 1) 𝑝𝑘−1欧拉函数的性质

)
又 ord𝑍∗

𝑝
(𝑔) = 𝑝 − 1且𝑍∗

𝑝是𝑍
∗
𝑝𝑘
的子群,故不妨设𝑟 = (𝑝 − 1)𝑝𝛽−1 (𝛽 ≤ 𝑘)(

因为在𝑍∗
𝑝𝑘
中是模𝑝𝑘 ,这个模的数比𝑝大,因而𝑔生成元在前𝑝 − 1次的循环模𝑝𝑘与模𝑝没什么本质区别故𝑟可以表示为上述形式

)
由于𝑔𝑟 = 𝑔 (𝑝−1) 𝑝

𝛽−1
= 𝑔𝜑(𝑝𝛽) = 1 + 𝑘𝛽 𝑝𝛽 . 1

(
mod𝑝𝛽+1

)
,结合𝑔𝑟 ≡ 1

(
mod𝑝𝑘

)
可得𝛽 ≥ 𝑘，所以𝛽 = 𝑘(

由上一行知道𝑔𝑟 = 𝑝𝑘 𝑡 + 1;此时若𝛽 < 𝑘即𝛽 + 1 ⩽ 𝑘此时𝑔𝑟 = 𝑝𝑘 𝑡 + 1 = 𝑝𝛽+1
(
𝑡 𝑝𝑘−𝛽−1

)
+ 1矛盾

)
故𝑟 = (𝑝 − 1)𝑝𝛽−1那么 or𝑑𝑍∗

𝑝𝑘
(𝑔) = 𝜑

(
𝑝𝑘

)
,即𝑔是𝑍∗

𝑝𝑘
的生成元, 𝑍∗

𝑝𝑘
是循环群

根据上述定理,对于奇质数𝑝, 𝑍∗
𝑝𝑘
是循环群,由于

���𝑍∗
𝑝𝑘

��� = 𝜑 (
𝑝𝑘

)
= (𝑝 − 1)𝑝𝑘−1,故𝑍∗

𝑝𝑘
同构于𝑍 (𝑝−1) 𝑝𝑘−1

Lemma 2.4
𝐿𝑒𝑚𝑚𝑎4 : ∀𝛼 ⩾ 3我们有,对于任意奇数𝑎 = 2𝑘 + 1,均有𝑎2

𝛼−2 ≡ 1 (mod2𝛼) .

Proof (2𝑘 + 1)2𝛼−2
每一项为𝐶𝑖

2𝛼−2 (2𝑘)𝑖那么在模2𝛼意义下𝑖取值从0, 1 · · · 2𝛼可以缩小到考虑0, 1 · · · 𝛼 − 1

其次每一项为
2𝛼−2 ·(2𝛼−2−1) · · · ·(2𝛼−2−(𝑖−1))

𝑖! · 2𝑖 · 𝑘 𝑖 = 2𝛼−2+𝑖 ·(2𝛼−2−1) · · · ·(2𝛼−2−(𝑖−1))
𝑖! · 𝑘 𝑖

所以当𝛼 − 2 + 𝑖 ⩾ 𝛼也不用考虑了.但是实际操作时我们再细致一点

那么 (2𝑘 + 1)2𝛼−2 ≡ 1 + 2𝛼−2 · (2𝑘) + 2𝛼−2 (2𝛼−2−1)
2! · (2𝑘)2 ≡ 1 + 2𝛼−1𝑘 − 2𝛼−1𝑘2 + 22𝛼−3𝑘2

≡ 1 − 2𝛼−1𝑘 (𝑘 − 1) + 22𝛼−3𝑘2︸                                 ︷︷                                 ︸
这里𝑘 (𝑘−1)一定有个因子2

≡ 1 + 22𝛼−3𝑘2︸         ︷︷         ︸
因为2𝛼−3⩾𝛼

≡ 1 (𝑚𝑜𝑑 2𝛼)

Lemma 2.5
𝐿𝑒𝑚𝑚𝑎5 : ord2𝛼 (5) = 2𝛼−2 (∀𝛼 ⩾ 3)

Proof 𝑃𝑟𝑜𝑜 𝑓 :由𝐿𝑒𝑚𝑚𝑎4知道上述引理说明对于任意奇数𝑎，有 or𝑑2𝛼 (𝑎) | 2𝛼−2并且 or𝑑2𝛼 (𝑎)一定为2𝜆的形式

下面证明 ord2𝛼 (5) = 2𝛼−2,显然,这只需要证明当𝛼 ≥ 3时, 52
𝛼−3
. 1 (mod2𝛼) .我们将用归纳法证明。

当𝛼 = 3时⇐⇒证 : 𝑜𝑟𝑑8 (5) = 2显然正确

当𝛼 = 𝑘 ⩾ 3是时假设已经成立我们就有52
𝑘−3
. 1

(
mod2𝑘

)
𝑊𝑇𝑆 : 52

𝑘−2
. 1

(
mod2𝑘+1

)
此时由归纳假设知道52

𝑘−3 ≡ 1
(
mod2𝑘−1

)
=⇒ 52

𝑘−3
= 2𝑘−1 (2𝐿 + 1) + 1(

这里用2𝐿 + 1代表奇数不然就与52
𝑘−3
. 1

(
mod2𝑘

)
矛盾

)
那么52

𝑘−2
= 1 + (2𝐿 + 1)222𝑘−2 + (2𝐿 + 1)2𝑘又由于𝑘 ≥ 3,故2𝑘 − 2 ≥ 𝑘 + 1,

故有52
𝑘−2 ≡ 1 + 2𝑘

(
mod2𝑘+1

)
.综上,当𝛼 ≥ 3时，52

𝛼−3
. 1 (mod2𝛼)。

Lemma 2.6
𝐿𝑒𝑚𝑚𝑎6 : Z∗2𝛼同构于Z2 ⊕ Z2𝛼−2 (𝛼 ⩾ 3)

Proof 因为 ord2𝛼 (5) = 2𝛼−2,所以在Z∗2𝛼中，51, 52, · · · , 52𝛼−2
两两不同,−51,−52, · · · ,−52𝛼−2

也两两不同

显然5𝑘1 ≡ 1 (mod2𝛼) ,−5𝑘2 ≡ −1 (mod2𝛼) .故5𝑘1 . −5𝑘2 (mod2𝛼) .而
��Z∗2𝛼

�� = 2𝛼−1

所以,±51,±52, · · · ,±52𝛼−2
刚好构成Z∗2𝛼的全部元素,即Z∗2𝛼同构于Z2 ⊕ Z2𝛼−2。
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Theorem 2.18 (循环群的自同构群结构)
我们来探讨循环群的𝐴𝑢𝑡 (𝐺)的结构

当𝑛 = 2𝑒0
𝑘∏
𝑖=1

𝑝𝑒𝑖𝑖 (𝑒0 ≥ 2)时，Aut (Z𝑛)同构于
(
𝑘⊕
𝑖=1

Z(𝑝𝑖−1) 𝑝
𝒆𝒊−1
𝒊

) ⊕
Z2𝑒0−2

⊕
Z2

当𝑛 = 2𝑒0
𝑘∏
𝑖=1

𝑝𝑒𝑖𝑖 (𝑒0 = 1)时，Aut (Z𝑛)同构于
𝑘⊕
𝑖=1

Z(𝑝𝑖−1) 𝑝
𝒆𝒊−1
𝑖

Proof 我们来探讨循环群的𝐴𝑢𝑡 (𝐺)的结构
由于循环群同构与Z与Z𝑛所以我们来探讨𝐴𝑢𝑡 (Z)与𝐴𝑢𝑡 (Z𝑛)
其次对于循环群的自同构,其一定把生成元映至生成元，故一个自同构𝜎只需由其在生成元的作用唯一决定

(I) :对于𝐴𝑢𝑡 (Z) ,其生成元只有1,−1 =⇒ 𝐴𝑢𝑡 (Z) � Z2

(II) :
对于𝐴𝑢𝑡 (Z𝑛) ;我们知道Z𝑛的生成元构成集合Z∗𝑛 = {𝑎 : (𝑎, 𝑛) = 1}且知一个自同构𝜎只需由其在生成元1的作用唯一决定

我们记𝜎 (1) = 𝑎这样为形式记作𝜎𝑎 .那么∀𝜎𝑎, 𝜎𝑏 ∈ 𝐴𝑢𝑡 (Z𝑛)我们有𝜎𝑎𝑏 (1) = 𝑎𝑏 = 𝜎𝑎 (1) 𝜎𝑏 (1)
则𝜎诱导了一个 : A :

(
Z∗𝑛,×

)
−→ 𝐴𝑢𝑡 (Z𝑛) 𝑎 ↦−→ 𝜎𝑎的同态且为同构因一个自同构𝜎只需由其在生成元1的作用唯一决定

所以𝐴𝑢𝑡 (Z𝑛) �
(
Z∗𝑛,×

)
对于𝑚 ∈ N，(𝑎, 𝑚) = 1，称使得𝑎𝑛 ≡ 1(mod𝑚)成立的最小正整数为𝑎模𝑚的阶,记作 ord𝑚 (𝑎),或𝛿𝑚 (𝑎).
若 ord𝑚 (𝑎) = 𝜑(𝑚),则称𝑎为模𝑚的原根.可见, 𝑎模𝑚的阶就是𝑎在模𝑚乘法群中的阶,即 ord𝑚 (𝑎) = |𝑎 |
模𝑚的原根对映于模𝑚乘法群中的生成元。

我们针对
(
Z∗𝑛,×

)
中的𝑛进行素因数分解𝑛 = 𝑝𝑒11 𝑝

𝑒2
2 · · · 𝑝𝑒𝑛𝑛

由𝐿𝑒𝑚𝑚𝑎2.1知道Z∗𝑛 � Z
∗
𝑝
e1
1

⊕ Z∗
𝑝
e2
2

⊕ · · · · · · ⊕ Z∗
𝑝en𝑛

由𝐿𝑒𝑚𝑚𝑎2.3知道对于奇质数𝑝;Z∗
𝑝𝑘
为循环群其中𝑘为自然数.且Z∗

𝑝𝑘
� Z(𝑝−1) 𝑝𝑘−1

=⇒ Z∗𝑛 � Z∗2e1 ⊕ Z(𝑝2−1) 𝑝e2−1
2

⊕ · · · · · · ⊕ Z(𝑝𝑛−1) 𝑝en−1
𝑛
� 𝐴𝑢𝑡 (Z𝑛) ⊕ Z(𝑝2−1) 𝑝e2−1

2
⊕ · · · · · · ⊕ Z(𝑝𝑛−1) 𝑝en−1

𝑛

当𝑒1 = 1时.𝐴𝑢𝑡 (Z2) � Z∗21 � {𝑒} 当𝑒1 = 2时.𝐴𝑢𝑡 (Z4) � Z∗22 � Z2
(
根据生成元对应到生成元易知

)
由𝐿𝑒𝑚𝑚𝑎2.6知道综合起来得到

综上，我们有如下结论 :

当𝑛 = 2𝑒0
∏𝑘
𝑖=1 𝑝

𝑒𝑖
𝑖 (𝑒0 ≥ 2)时，Aut (Z𝑛)同构于

(⊕𝑘
𝑖=1 Z(𝑝𝑖−1) 𝑝

𝒆𝒊−1
𝒊

) ⊕
Z2𝑒0−2

⊕
Z2

当𝑛 = 2𝑒0
∏𝑘
𝑖=1 𝑝

𝑒𝑖
𝑖 (𝑒0 = 1)时，Aut (Z𝑛)同构于

⊕𝑘
𝑖=1 Z(𝑝𝑖−1) 𝑝

𝒆𝒊−1
𝑖
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Theorem 2.19
在有理数加群Q上定义同余关系，𝑎 ∼ 𝑏 ⇐⇒ 𝑎 − 𝑏 ∈ Z
1.Q/Z该由同余关系诱导的正规子群，是一个无限的𝐴𝑏𝑒𝑙𝑖𝑎𝑛群
2.令𝑝为一素数，令Z (𝑝∞) :=

{
𝑎

𝑏
∈ Q/Z |𝑎, 𝑏 ∈ Z且𝑏 = 𝑝𝑖 (𝑖 ⩾ 0)

}
为一Q/Z的无限子群

3.对任一素数𝑝，Z (𝑝∞)是由
{

1

𝑝𝑛
|𝑛 ∈ Z

}
生成的

4.令𝐻为Z (𝑝∞)的子群则有如下论断
I :每一个Z (𝑝∞)的元素均有有限的阶为𝑝𝑛类型

II :若𝐻中至少有一个元素有阶𝑝𝑘，且𝐻中无任何元素的阶比𝑝𝑘大，则𝐻是一循环群𝐻 =

〈
1

𝑝𝑘

〉
, 𝐻 � Z𝑝𝒌

III :若𝐻中元素阶无上界，则𝐻 = Z (𝑝∞)

IV : Z (𝑝∞)唯一的真子群，仅仅是有限的循环群𝐶𝑛 =
〈
1

𝑝𝑛

〉
(𝑛 = 1, 2 · · · ) ⟨0⟩ = 𝐶0 < 𝐶1 < · · · <

V :令𝑥1, 𝑥2 · · ·为一𝐴𝑏𝑒𝑙群中的元素，使得 |𝑥1 | = 𝑝且𝑝𝑥2 = 𝑥1, 𝑝𝑥3 = 𝑥2 · · · · · ·则 ⟨𝑥1, 𝑥2, · · · 𝑥𝑛 · · · ⟩ � Z (𝑝∞)
VI : 𝐻是Z (𝑝∞)子群但是𝐻 ≠ Z (𝑝∞)则此时Z (𝑝∞) /𝐻 � Z (𝑝∞)

Proof 1.Q/Z是一无限的𝑎𝑏𝑒𝑙群，若为有限的设为 {𝑟1，𝑟2 · · · 𝑟𝑛}那么根据等价类知识，我们总可以选取
这些𝑟𝑖 ∈ [0, 1]此时任取 [0, 1]上的除𝑟𝑖以外的有理数，总不属于任何一个𝑟𝑖，矛盾

2.显然对于
𝑎1
𝑝𝑖1
与
𝑎2
𝑝𝑖2

(𝑖1 < 𝑖2) ∈ Z (𝑝∞)则
𝑎1
𝑝𝑖1

+ 𝑎2
𝑝𝑖2

=
𝑎1𝑝

𝑖2−𝑖1 + 𝑎2
𝑝𝑖2

∈ Z (𝑝∞)且任一 𝑎1
𝑝𝑖1
具有逆元

−𝑎1
𝑝𝑖1

∈ Z (𝑝∞)

故Z (𝑝∞)为一子群，且应当说明如下注意点， 𝑎

𝑝𝑘
=

𝑎𝑝

𝑝𝑘+1

3.这是显然的

4.I：Z (𝑝∞)任一元素形如 𝑎

𝑝𝑘
类型其阶显然

𝑎

𝑝𝑘
+ · · · + 𝑎

𝑝𝑘︸            ︷︷            ︸
𝑝𝒌个

= 0 =⇒ ord

(
𝑎

𝑝𝑘

)
|𝑝𝑘 又𝑝为素数故 ord

(
𝑎

𝑝𝑘

)
是形如𝑝𝑛类型的

4.II：由题干知不妨设该元素为𝐻中的
𝑎

𝑝𝑡
类型其中 (𝑎, 𝑝) = 1,其阶为𝑝𝑘

=⇒ 𝑎𝑝𝑘

𝑝𝑡
= 0 =⇒ 𝑝𝑡 |𝑎𝑝𝑘 =⇒ 𝑘 ⩾ 𝑡 若严格的有𝑡 < 𝑘那么

𝑎

𝑝𝑡
其阶显然 ⩽ 𝑡 < 𝑘与已知矛盾

故𝑡 = 𝑘

故该元素类型一定为
𝑎

𝑝𝑘
且𝑎与𝑝互素则此时我们实际上有

〈
𝑎

𝑝𝑘

〉
=

〈
1

𝑝𝑘

〉
显然

𝑎

𝑝𝑘
∈

〈
1

𝑝𝑘

〉
由于互素可设𝑎𝑠 + 𝑝𝑘𝑛 = 1 =⇒

〈
1

𝑝𝑘

〉
=

〈
𝑎𝑠 + 𝑝𝑘𝑛
𝑝𝑘

〉
=

〈
𝑎𝑠

𝑝𝑘

〉
而
𝑎𝑠

𝑝𝑘
∈

〈
𝑎

𝑝𝑘

〉
故我们知道了𝐻中包含

𝑎

𝑝𝑘
类型故

〈
𝑎

𝑝𝑘

〉
=

〈
1

𝑝𝑘

〉
⊆ 𝐻，且因为𝐻中元素再无比𝑝𝑘阶更大的了

故在保证分子分母互素下，分母的𝑝𝑖类型最多只能为𝑝𝑘类型

故𝐻 ⊆
〈
1

𝑝𝑘

〉
=⇒故𝐻 =

〈
1

𝑝𝑘

〉
=⇒ 𝐻 � Z𝑝𝒌

4.III：显然我们有𝐻 ⊆ Z (𝑝∞)断言有Z (𝑝∞) ⊆ 𝐻

若不然意味着存在着
𝑎

𝑝𝑘
∉ 𝐻

(
不妨设𝑎与𝑝互素

)
故𝐻中就缺少了

1

𝑝𝑘
=⇒ 𝐻缺少

〈
1

𝑝𝑘

〉
断言𝐻中必定缺少如下形式

𝑏

𝑝𝑠
(𝑠 ⩾ 𝑘 + 1, 𝑏 ∈ Z)，若存在一个这样的形式 𝑏

𝑝𝑠

那么经过约分操作后总可以设存在
𝑏

𝑝𝑠
(
𝑏与𝑠互素

)
故存在

1

𝑝𝑠
=⇒存在 1

𝑝𝑘
矛盾
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2.4 循环群与生成群的例子与性质

故𝐻中元素的阶都可以被𝑝𝑘控制矛盾

4.IV：令𝐻为Z (𝑝∞)的真子群，则𝐻中的元素一定有上界，不妨设𝐻中分母最大的一个元素拿出设其形式 𝑎

𝑝𝑘
(
𝑎与𝑝互素

)
则

1

𝑝𝑘
∈ 𝐻 =⇒

〈
1

𝑝𝑘

〉
⊆ 𝐻此时根据II就无任何元素的阶再大于𝑝𝑘

4.V：我们只需构造如下的映射𝜑 : 𝑥𝑖 ↦→
1

𝑝𝑖
扩充出去即可

4.VI：若𝐻 ≠ Z (𝑝∞)则不妨设𝐻 =

〈
1

𝑝𝑛

〉
构造𝑎𝑏𝑒𝑙群𝐺 = ⟨𝑥1 · · · 𝑥𝑚 · · · ⟩其中𝑥𝑖 =

1

𝑝𝑛+𝑖
+ 𝐻则𝐺 � Z (𝑝∞)

构造Z (𝑝∞) /𝐻 → 𝐺的映射𝜑 :
1

𝑝𝑖
+ 𝐻 ↦→ 1

𝑝𝑖+𝑛
+ 𝐻即可为同构映射
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2.5 对称群与置换群

2.5 对称群与置换群

Definition 2.25 (对称群,置换群定义)
设𝐺为一群

则𝐺上所有的双射构成一个群𝑆𝐺称为𝐺的对称群
(
全变换群

)
, 𝑆𝐺的一个元素称为𝐺的一个变换,

𝑆𝐺的一个子群称为𝐺上的一个变换群

特别地当𝐺为𝑛元有限群,此时我们称𝑆𝐺为𝑆𝑛为𝑛元对称群, 𝑆𝑛的一个元素称为一个𝑛元置换

𝑆𝑛的一个子群称为置换群

Theorem 2.20 (变换群 Cayley定理)
任何一个群与一个变换群同构

Proof 设𝐺为一个群.
任意选定𝑎 ∈ 𝐺 构造𝜎𝑎 : 𝐺 → 𝐺 , 𝑥 ↦→ 𝑎𝑥,∀𝑥 ∈ 𝐺
构造𝐺∗ = {𝜎𝑎 : 𝑎 ∈ 𝐺}
我们先证明𝐺∗确为一个变换群

任取一个𝐺∗的元素为𝜎𝑎我们断言其一定为𝐺上的一个一一变换

首先∀𝑏 ∈ 𝐺，存在𝑎𝑏−1 ∈ 𝐺使得𝜎𝑎
(
𝑎−1𝑏

)
= 𝑏故为满射

其次若𝑎𝑥1 = 𝑎𝑥2 ⇒ 𝑥1 = 𝑥2故为单射

再者𝐺∗关于映射显然封闭因为一一变换即双射复合仍然是双射且容易知道𝜎𝑎𝜎𝑏 = 𝜎𝑎𝑏

最后𝐺∗关于逆封闭容易知道𝜎𝑎𝜎𝑎−1 = 𝜎𝑎−1𝜎𝑎 = Id

我们在证明𝐺与𝐺∗同构

构造 𝑓 : 𝐺 → 𝐺∗ 𝑎 ↦→ 𝜎𝑎,∀𝑎 ∈ 𝐺
1.𝜎𝑎𝜎𝑏 = 𝜎𝑎𝑏满足同态

2.若𝑎 ≠ 𝑏任取𝑥 ∈ 𝐺那么𝑎𝑥 ≠ 𝑏𝑥那么𝜎𝑎 (𝑥) ≠ 𝜎𝑏 (𝑥)自然𝜎𝑎 ≠ 𝜎𝑏那么 𝑓 (𝑎) ≠ 𝑓 (𝑏) ⇒ 𝑓为单射

3.由𝐺∗的构造方法显然 𝑓为满射

综上证毕

Definition 2.26
有限集合𝐴上的一个一一变换叫做𝐴的一个置换时

𝐴的全体置换作成的一一变换群𝐸 (𝐴)叫做𝑛次对称群,记为𝑆𝑛.𝑆𝑛中的元素叫做𝑛次置换.显然𝑆𝑛的阶数为 n!

我们用如下形式来表示一个置换𝜎 =

(
1 2 · · · 𝑛

𝑘1 𝑘2 · · · 𝑘𝑛

)

Corollary 2.4

♡
每一个有限群都与一个置换群同构.或者说,任一个𝑛所群𝐺与𝑆𝑛的某个子群同构.

Definition 2.27 (循环置换)
设𝑖1, 𝑖2, · · · , 𝑖𝑟 (𝑟 ⩽ 𝑛)是集合𝐴 = {1, 2, · · · , 𝑛}中不同的元素
如果𝜎置换恰好使得𝑖1

𝜎−→ 𝑖2
𝜎−→ · · · 𝜎−→ 𝑖𝑟

𝜎−→ 𝑖1
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2.5 对称群与置换群

我们称为𝑟阶循环置换,记为𝜎 = (𝑖1𝑖2 · · · 𝑖𝑟 )，2 −循环环具换叫做对换.特别将恒等变换记为𝜀 = (1) = (2) = · · · = (𝑛).

Theorem 2.21 (n次置换分解为循环置换定理)
任意一个𝑛次置换𝜎都可以分解为有限个互不相交 (即无公共元素)的循环置换的乘积且分解形式除排列次序之外是唯一的

Proof 我们用数学归纳法来证明.当𝜎为恒等变换时,即𝜎不变动任何元素时,定理是对的.
假设对于最多变动𝑟 − 1个元素的置换定理成立,现在我们来看变动𝑟个元素的置换𝜎.

我们任取一个被𝜎变动的元素𝑖1,从𝑖1出发可以找到一列元素 :

𝑖1
𝜎−→ 𝑖2

𝜎−→ 𝑖3
𝜎−→ · · · 𝜎−→ 𝑖𝑘

𝜎−→ 𝑖1 = 𝑖𝑘+1

由于𝑛为有限数,因此总有某个𝑖𝑘+1已重复前面出现过的元素,不妨设𝑖𝑘+1是第一个重复前面元素的.

那么𝑖𝑘+1不可能是𝑖𝑠 (2 ⩽ 𝑡 ⩽ 𝑘),因为𝑖1, 𝑖2, · · · , 𝑖𝑘互不相同
若不然不妨假设若𝑖𝑘+1 = 𝑖2那么就有𝑖1与𝑖𝑘在𝜎下的像都为𝑖𝑘+2 = 𝑖2而𝑖1 ≠ 𝑖𝑘与一一变换矛盾故只有𝑖𝑘+1 = 𝑖1.

因此,我们有因为𝜎只变动𝑟个元素,即𝑟 ⩾ 𝑘.若𝑟 = 𝑘,则本身已是一个循环置换了.结论成立.

若𝑟 > 𝑘,那么

𝜎 =

(
𝑖1 𝑖2 · · · 𝑖𝑘 𝑖𝑘+1 · · · 𝑖𝑟 𝑖𝑟+1 · · · 𝑖𝑛

𝑖2 𝑖3 · · · 𝑖1 𝑖′𝑘+1 · · · 𝑖′𝑟 𝑖𝑟+1 · · · 𝑖𝑛

)
=

(
𝑖1 𝑖2 · · · 𝑖𝑘 𝑖𝑘+1 · · · 𝑖𝑟 𝑖𝑟+1 · · · 𝑖𝑛

𝑖2 𝑖3 · · · 𝑖1 𝑖𝑘+1 · · · 𝑖𝑟 𝑖𝑟+1 · · · 𝑖𝑛

)
·
(
𝑖1 𝑖2 · · · 𝑖𝑘 𝑖𝑘+1 · · · 𝑖𝑟 𝑖𝑟+1 · · · 𝑖𝑛

𝑖1 𝑖2 · · · 𝑖𝑘 𝑖′𝑘+1 · · · 𝑖′𝑟 𝑖𝑟+1 · · · 𝑖𝑛

)
=

(
𝑖1𝑖2 · · · 𝑖𝑘) 𝜎1.

其中𝜎1只变动𝑟 − 𝑘 < 𝑟个元素,且𝜎1中所变动的元素与𝑘 −循环置换 (𝑖1𝑖2 · · · 𝑖𝑘)所变动的元素互不相同.
由归纳假设，𝜎1可以写成若于个互不相交的循环置换的乘积𝜎1 = 𝜂1𝜂2 · · · 𝜂𝑠 ,在这些循环置换中𝑖1, 𝑖2, · · · , 𝑖𝑘全不出现.
所以可以表示成互不相交的循环置换之积𝜎 = (𝑖1𝑖2 · · · 𝑖𝑘) 𝜂1𝜂𝑘 · · · 𝜂𝑠

唯一性

假设𝜎还有一个表示成两两不相交轮换乘积的式子 : 𝜎 = 𝜏1𝜏2 · · · 𝜏𝑠 .
任取在𝜎下变动的元素𝑎,则在𝜎1, 𝜎2, · · · , 𝜎𝑡中存在唯一的𝜎𝑙 ,使得𝜎𝑙 (𝑎) ≠ 𝑎.︸                                                                   ︷︷                                                                   ︸

这是因为𝜎𝑘不会相交所以只存在唯一一个

同理,在𝜏1, 𝜏2, · · · , 𝜏𝑠中存在唯一的𝜏𝑘 ,使得𝜏𝑘 (𝑎) ≠ 𝑎.我们有𝜎𝑚𝑙 (𝑎) = 𝜎𝑚 (𝑎) = 𝜏𝑚𝑘 (𝑎), 𝑚 = 0, 1, 2, · · · .𝜎𝑙 = 𝜏𝑘 .
继续这样的讨论,可得𝑡 = 𝑠,并且在适当排列𝜏1, 𝜏2, · · · , 𝜏𝑠的次序后,有𝜎𝑖 = 𝜏𝑖 , 𝑖 = 1, 2, · · · , 𝑡.从而唯一性成立.

Proof 取𝑎 ∈ {1, 2, · · · , 𝑛},作序列𝑎 = 𝜎0 (𝑎), 𝜎(𝑎), 𝜎2 (𝑎), · · ·其中, 𝜎0是恒等置换𝑖𝑑

这个序列一定包含重复的文字,记𝜎𝑚 (𝑎)是第一个与前面相重复的文字,并设它与𝜎𝑘 (𝑎)(0 ⩽ 𝑘 < 𝑚)重复
若𝑘 > 0，则𝜎𝑘−1 (𝑎) = 𝜎𝑚−1 (𝑎),这与𝑚的选择矛盾.因此𝑘 = 0,即𝜎𝑚 (𝑎) = 𝑎
作轮换𝜎1 =

(
𝑎, 𝜎(𝑎), · · · , 𝜎𝑚−1 (𝑎)

)
则𝜎与𝜎1在文字𝑎, 𝜎(𝑎), · · · , 𝜎𝑚−1 (𝑎)上的作用相同

但注意到𝜎1在除了
(
𝑎, 𝜎(𝑎), · · · , 𝜎𝑚−1 (𝑎)

)
上的作用是恒等映射,但我们并不清楚𝜎在除

(
𝑎, 𝜎(𝑎), · · · , 𝜎𝑚−1 (𝑎)

)
上的作用如何

若𝑚 = 𝑛,此时我们就知道𝜎在序列下即为
(
𝑎, 𝜎(𝑎), · · · , 𝜎𝑛−1 (𝑎)

)
此时这些元素互不相同即为1 ∼ 𝑛所有

𝜎1同样如此则𝜎 = 𝜎1此时𝜎已经确定好了它就是
(
𝑎, 𝜎(𝑎), · · · , 𝜎𝑛−1 (𝑎)

)
这样一个轮换

若𝑚 < 𝑛此时取𝑏 ∉
(
𝑎, 𝜎(𝑎), · · · , 𝜎𝑚−1 (𝑎)

)
仿照上面再做一个轮换𝜎2 =

{
𝑏, 𝜎 (𝑏) , · · · , 𝜎𝑙−1 (𝑏)

}
则𝜎与𝜎2在

{
𝑏, 𝜎 (𝑏) , · · · , 𝜎𝑙−1 (𝑏)

}
上的作用相同.而且因𝜎是单射,知道𝜎1与𝜎2不相交

这样继续下去，直到1, 2, · · · , 𝑛用完为止，得到有限个不相交的轮换𝜎1, 𝜎2, · · · , 𝜎𝑠使𝜎 = 𝜎1𝜎2 · · ·𝜎𝑠
注意到，由于对𝑎, 𝑏等的选择可以不同，选择的先后也可以不同，所以上述各轮换𝜎1, 𝜎2, · · · , 𝜎𝑠的次序可以不同
但任一文字𝑐所在的轮换是唯一的，即 (𝑐, 𝜎(𝑐)， 𝜎2 (𝑐), · · ·

)
，虽然形式上未必是以𝑐开始
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2.5 对称群与置换群

因此，任一𝑛元置换表为不相交轮换的乘积时，如果不计次序，表法是唯一的．

Proposition 2.19
𝑆𝑛中的每一个置换都可以表示成若干个对换之积.

Proof 证明利用定理3,只需证明每一个𝑘一循环置换都可以表示成若干个对换之积即可.

事实上,当𝑘 > 1时, (𝑖1𝑖2 · · · 𝑖𝑘) = (𝑖1𝑖𝑘)
(
𝑖1𝑖𝐿1

)
· · · (𝑖1𝑖3) (𝑖1𝑖2)

若𝑘 = 1,有 (𝑖1) = (𝑖1𝑖2) (𝑖1𝑖2) .
我们注意到：同一个置换表示成若干个对换之积的方法可以是多种的,同时也没有要求这些对换互不相交.s

Proposition 2.20 (循环置换重要性质)
(1)两个不相交的循环置换的乘积可以交换
(2) (𝑖1𝑖2 · · · 𝑖𝑘)−1 = (𝑖𝑘 · · · 𝑖2𝑖𝑖) ;
(3)𝑘循环置换 (𝑖1𝑖2 · · · 𝑖𝑘)的阶是𝑘
(4) 𝑆𝑛可以由集合{(12), (13), · · · , (1𝑛)}生成,即任意一个𝑛次置换𝜎都可用若干个上述集合中的对换来表示
(5) (𝑎1𝑏1) (𝑎1 · · · 𝑎𝑚, 𝑏1 · · · 𝑏𝑛) = (𝑎1 · · · 𝑎𝑚) (𝑏1 · · · 𝑏𝑛)
(6) (𝑎1𝑏1) (𝑎1 · · · 𝑎𝑚) (𝑏1 · · · 𝑏𝑛) = (𝑎1 · · · 𝑎𝑚, 𝑏1 · · · 𝑏𝑛)
(7)若𝛼 = (𝑖1 · · · 𝑖𝑘)，𝛽 = ( 𝑗1 · · · 𝑗𝑠)若𝛼，𝛽不相交则 ord (𝛼𝛽) = lcm (𝑘, 𝑠)

Proof (1)设两个不相交的循环置换为𝜎 = (𝑖1𝑖2 · · · 𝑖𝑘) , 𝜏 = ( 𝑗1𝑖2 · · · 𝑗𝑟 )
其中自然数集𝐴 = {𝑖1, 𝑖2, · · · , 𝑖𝑘}与𝐵 = { 𝑗1, 𝑗2, · · · , 𝑗𝑟 }没有公共的元素
任意𝑥 ∈ {1, 2, · · · , 𝑛},只可能 : (1)𝑥 ∈ 𝐴, 𝑥 ∉ 𝐵; (2)𝑥 ∈ 𝐵, 𝑥 ∉ 𝐴; (3)𝑥 ∉ 𝐴且𝑥 ∉ 𝐵
讨论即可并不复杂

(2) (3)检验即可注意 (3)要说明阶要是最小的正整数
(4)知𝑆𝑛中的每一个置换都可以表示成若干个对换之积。
困此,我们只需证明任意一个对换可用集合{(12), (13), · · · , (1𝑛)}中的某些对换来表示即可
任意给出个对换 (𝑖 𝑗),如果𝑖, 𝑗中有一个是1,则 (𝑖 𝑗)就是所给集合中元素,结论正确
如果𝑖, 𝑗都不是1,则有 (𝑖 𝑗) = (1𝑖)(1 𝑗) (1𝑖)。所以，任意一个𝑛次置换𝜎都可用集合{(12), (13), · · · , (1𝑛)}中的若干个对换来表示
(5) (6)直接检验即可
(7)若𝛼 = (𝑖1 · · · 𝑖𝑙)与𝛽 = ( 𝑗1 · · · 𝑗𝑠)不相交，设𝑟 = ord (𝛼𝛽) ,设 ord (𝛼) = 𝑙且 ord (𝛽) = 𝑠
故 (𝛼𝛽)lcm(𝑙,𝑠) = 𝛼lcm(𝑙,𝑠) 𝛽lcm(𝑙,𝑠) = 𝑒故 ord (𝛼𝛽) = 𝑟 | lcm (𝑙, 𝑠)
断言𝑙 | 𝑟 = ord (𝛼𝛽)且𝑠 | 𝑟 = ord (𝛼𝛽) 从而𝑟是𝑙与𝑠的公倍数从而是最小公倍数的倍数进而得到：lcm (𝑙, 𝑠) | 𝑟 = ord (𝛼𝛽)
下面证明这个断言：若𝑙 ∤ 𝑟则𝛼𝑟 ≠ 𝑖𝑑此时故存在𝑥 ∈ (𝑖1 · · · 𝑖𝑙)使得𝜶𝑟 (𝑥) ≠ 𝑥
但我们知道此时𝑥与𝜶𝑟 (𝑥) ∈ (𝑖1 · · · 𝑖𝑙)故仍然不属于 ( 𝑗1 · · · 𝑗𝑠)此时
(𝜶𝜷)𝑟 (𝑥) = 𝜶𝑟 (𝜷𝑟 (𝑥)) = 𝜶𝑟 (𝑥) ≠ 𝑥这与𝜶𝜷的阶数为𝑟矛盾因为 (𝜶𝜷)𝑟 = 𝑖𝑑

Definition 2.28 (偶置换与奇置换)
可以证明每一个置换,虽然可以用不同的方法表示成若干个对换之积,但每一种表示的对换个数的奇偶性是不变的.

一个置换𝜎如果可以表示成偶数个对换之积,则称𝜎偶置换.反之奇置换

因𝑆𝑛中两个偶置换的积仍是偶置换,所以𝑆𝑛中所有偶置换构成的集合作成𝑆𝑛的一个子群

我们称这个子群为𝑛次交错群,记为𝐴𝑛.例如 : 𝐴3 = {(1), (123), (132)}.
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2.5 对称群与置换群

�
Note设𝑉是数域P上的𝑛维线性空间，𝜀1, 𝜀2, · · · , 𝜀𝑛为其一组基
对任意𝜎 ∈ 𝑆𝑛,定义𝑉上线性变换𝜋𝜎满足𝜋𝜎 (𝜀𝑖) = 𝜀𝜎 (𝑖)线性变换理论告诉我们这样的𝜋𝜎是存在唯一的

这样我们得到一个映射𝜋 : 𝑆𝑛 → GL(𝑉), 𝜎 ↦→ 𝜋𝜎容易验证这是一个单同态

我们再次构造映射 det：𝐺𝐿 (𝑉) → 𝑃∗, A → det (A )显然这是一个满同态,同态核为 Kerdet = 𝑆𝐿 (𝑉)
映射合成得到群同态 det ◦𝜋 : 𝑆𝑛 → P∗这一同态的像集为{1,−1}（当𝑛 > 1时）

该同态的核记为𝐴𝑛那么我们有𝐴𝑛 ◁ 𝑆𝑛
(
即将映射到1的为核

)
,我们将𝐴𝑛记为𝑛元交错群

此时我们通过群同态 det ◦𝜋 : 𝑆𝑛 → P∗就知道偶置换之积仍然为偶置换,而由对称性我们易知 |𝐴𝑛 | =
𝑛!

2

Definition 2.29 (置换的型)
设𝜎 ∈ 𝑆𝑛，将𝜎表示成没有公共元素的轮换之积，设长为𝑟的轮换共有𝜆𝑟个 (1 ≤ 𝑟 ≤ 𝑛)，则称置换𝜎的型为1𝜆12𝜆2 · · · 𝑛𝜆𝑛

Lemma 2.7 (𝑆𝑛 中共轭类作用的效果)

在 S𝑛中, 𝜎 ∈ 𝑆𝑛,那么𝜎
(
𝑖 𝑗 · · · 𝑘

𝑚 𝑛 · · · 𝑝

)
𝜎−1 =

(
𝜎 (𝑖) 𝜎 ( 𝑗) · · · 𝜎 (𝑘)
𝜎 (𝑚) 𝜎 (𝑛) · · · 𝜎 (𝑝)

)
特殊地𝜎 (𝑟1, 𝑟2 · · · 𝑟𝑘) 𝜎−1 = (𝜎 (𝑟1) , · · · , 𝜎 (𝑟𝑘))

Proof 直接验证即可

Theorem 2.22
1.𝑆𝑛中任何两个轮换共轭⇐⇒两个轮换长度一样
2.𝑆𝑛中两个置换共轭⇐⇒有相同的型

Proof 1.对于任意𝑟轮换 (𝑖1 · · · 𝑖𝑟 )那么对于∀𝜑 ∈ 𝑆𝑛那么𝜑 (𝑖1 · · · 𝑖𝑟 ) 𝜑−1 = (𝜑 (𝑖1) · · · 𝜑 (𝑖𝑟 ))
对于两个轮换 (𝑖1 · · · 𝑖𝑟 )与 ( 𝑗1 · · · 𝑗𝑟 )只需构造𝜑 : 𝑖1 → 𝑗1 · · · 𝑖𝑟 → 𝑗𝑟 𝑒𝑙𝑠𝑒恒等

2.对于置换𝜑 ∈ 𝑆𝑛将其写成若干不交的轮换乘积比如𝜑 = (𝑎𝑏) (𝑥𝑦𝑧) · · · (𝛼𝛽𝛾𝜂)
那么𝜎𝜑𝜎−1 = 𝜎 (𝑎𝑏) (𝑥𝑦𝑧) · · · (𝛼𝛽𝛾𝜂) 𝜎−1 = 𝜎 (𝑎𝑏) 𝜎−1𝜎 (𝑥𝑦𝑧) 𝜎−1 · · ·𝜎 (𝛼𝛽𝛾𝜂) 𝜎−1 = (𝜎 (𝑎) , 𝜎 (𝑏)) (𝜎 (𝑥) , 𝜎 (𝑦) , 𝜎 (𝑧)) · · · (𝜎 (𝛼))
因而长度一样

若𝜎与𝜎∗有相同长度的型, 𝜎 = (𝑎𝑏 · · · 𝑐) · · · (𝛼𝛽 · · · 𝛾)与𝜎∗ = (𝑎∗𝑏∗ · · · 𝑐∗) · · · (𝛼∗𝛽∗ · · · 𝛾∗)

那么构造𝜑 =

(
𝑎 𝑏 · · · 𝑐 · · · 𝛼 𝛽 · · · 𝛾

𝑎∗ 𝑏∗ · · · 𝑐∗ · · · 𝛼∗ 𝛽∗ · · · 𝛾∗

)
即可有𝜑𝜎𝜑−1 = 𝜎∗

Proposition 2.21

𝑆𝑛中型为1𝜆12𝜆2 · · · 𝑛𝜆𝑛的置换共有 𝑛!
𝑛∏
𝑖=1

𝑖𝜆𝑖𝜆𝑖!

由此证明
∑
𝜆

1
𝑛∏
𝑖=1

𝑖𝜆𝑖𝜆𝑖!

= 1

其中𝜆取遍所有的型，即𝜆取遍所有的数组 (𝜆1, 𝜆2, · · · , 𝜆𝑛) , 𝜆𝑖均为非负整数且满足𝜆1 + 2𝜆2 + · · · + 𝑛𝜆𝑛 = 𝑛

Proof 令P (𝜆1, 𝜆2, · · · , 𝜆𝑛)是𝑆𝑛中型为1𝜆12𝜆2 · · · 𝑛𝜆𝑛的置换的集合，P𝑛是𝑛个字母1, 2, · · · , 𝑛的所有排列的集合
定义映射𝜋 : P𝑛 ↦→ P (𝜆1, 𝜆2, · · · , 𝜆𝑛)如下：∀𝑝 = (𝑝1, 𝑝2, · · · , 𝑝𝑛) ∈ P𝑛，令𝜋(𝑝)是这样的置换：
在排列𝑝中,从左至右前𝜆1个字母均作为长为1的轮换因子,接下来依次作为𝜆2个对换因子,等等

即𝜋(𝑝) = (𝑝1) · · ·
(
𝑝𝜆1

)︸           ︷︷           ︸
𝜆1

(
𝑝𝜆1+1𝑝𝜆1+2

)
· · ·

(
𝑝𝜆1+2𝜆2−1𝑝𝜆1+2𝜆2

)︸                                            ︷︷                                            ︸
𝜆2

· · ·显然𝜋是满射

对任一𝛼 ∈ P (𝜆1, · · · , 𝜆𝑛) , 𝜋−1 (𝛼)中恰好含有
𝑛∏
𝑖=1

𝑖𝜆2𝜆𝑖！个排列
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要看出这一点只要注意到两个事实：其一，一个长为𝑖的轮换 (𝑡1 · · · 𝑡𝑖)有𝑖种写法： (𝑡1𝑡2 · · · 𝑡𝑖) , (𝑡2 · · · 𝑡𝑖𝑡1) · · · , (𝑡𝑖𝑡1 · · · 𝑡𝑖−1)
其二，𝜆𝑖个两两不相交的长为𝑖的轮换是两两乘积可换的

由此可见
��𝜋−1 (𝛼)��只与𝛼的型相关，故有 |P𝑛 | =

��𝜋−1 (𝛼)�� |P (𝜆1, · · · , 𝜆𝑛) | , ∀𝛼 ∈ P (𝜆1, · · · , 𝜆𝑛)

即 |P (𝜆1, · · · , 𝜆𝑛) | =
𝑛!

𝑛∏
𝑖=1

𝑖𝜆2𝜆𝑖!

当𝜆取遍所有的型时，有
∑
𝜆

|P (𝜆1, · · · , 𝜆𝑛) | = |𝑆𝑛 |，由此即得到所要证的等式．

Proposition 2.22
证明𝑆𝑛 = ⟨ (12) , (13) , · · · (1𝑛) ⟩ = ⟨ (12) , (12 · · · 𝑛) ⟩与𝐴𝑛 = ⟨ (123) , (124) , · · · , (12𝑛) ⟩

Proof 1. ⟨ (12) , (13) , · · · (1𝑛) ⟩ ⊆ 𝑆𝑛且∀𝜑 ∈ 𝑆𝑛将𝜑写为不相交的轮换乘积,其中任意一个轮换 (𝑖1𝑖2 · · · 𝑖𝑟 )
而我们知道 (𝑖1𝑖2 · · · 𝑖𝑟 ) = (𝑖1𝑖𝑟 ) (𝑖1𝑖𝑟−1) · · · (𝑖1𝑖2)此时我们仅需证明 (𝑖1𝑖𝑘)可以有 ⟨ (12) , (13) , · · · (1𝑛) ⟩表示
这只需注意到 (𝑖1𝑖𝑘) = (1𝑖1) (1𝑖𝑘) (1𝑖1)

2.再考虑𝐻𝑛 = ⟨{(12), (12 · · · 𝑛)}⟩ ⊆ 𝑆𝑛下说明𝑆𝑛 = ⟨ (12) , (13) , · · · (1𝑛) ⟩ ⊆ ⟨(12) , (12 · · · 𝑛) ⟩ = 𝐻𝑛
注意到 (12)(12 · · · 𝑛) = (23 · · · 𝑛)
从而 (1𝑛) = (𝑛 · · · 21) (23 · · · 𝑛) = (12 · · · 𝑛)𝑛−1 (23 · · · 𝑛) = (12 · · · 𝑛)𝑛−1 (12)(12 · · · 𝑛) ∈ 𝐻𝑛
进而 (12 · · · 𝑛 − 1) = (1𝑛)(12 · · · 𝑛) ∈ 𝐻𝑛因此不难归纳得到（12）， · · · , (1, 𝑛 − 1)均在𝐻𝑛中
进而𝐻𝑛 = 𝑆𝑛

3.对于𝐴𝑛,熟知当𝑛 ≥ 3时, 𝐴𝑛可由所有3轮换生成这是因为如下 : ∀𝑖, 𝑗 , 𝑘, 𝑙互异有 (𝑖 𝑗) (𝑖𝑘) ( 𝑗𝑖𝑘)且 (𝑖 𝑗) (𝑘𝑙) = (𝑖 𝑗) ( 𝑗 𝑘) ( 𝑗 𝑘) (𝑘𝑙)
因而两个不同的对换乘积一定是三轮换乘积从而𝐴𝑛中任何元素都可以写成三轮换乘积

而对于任意 𝑗 ≠ 𝑘, (1 𝑗 𝑘) = (12𝑘) (12 𝑗)(12 𝑗),从而同理对互不相同的𝑖, 𝑗 , 𝑘，有 (𝑖 𝑗 𝑘) = ( 𝑗 𝑘𝑖) = ( 𝑗1𝑖) ( 𝑗1𝑘) ( 𝑗1𝑘) = (1𝑖 𝑗) (1𝑘 𝑗)(1𝑘 𝑗)
从而任一3轮换可由（123）， · · · , (12𝑛)生成，从而可知𝐴𝑛 = ⟨{(123), · · · , (12𝑛)}⟩，即证．
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Theorem 2.23 (有限单群分类第二大块)
当𝑛 ⩾ 5时, 𝐴𝑛是单群.

Proof 一个群𝐺是单群的常规办法通常是 :

寻找𝐺的生成元组𝐴使得𝐴中任何两个元素在𝐺中共轭,如果𝐺任何非平凡正规子群𝑁都包含𝐴中一个元素

则必包含𝐴的所有元素,因此就是𝐺本身.下面我们就按照这个思路来证明如下定理.

(I)首先,我们证明当𝑛 ⩾ 3时, 𝐴𝑛由所有3 −轮换生成.对于互不相同的𝑖, 𝑗 , 𝑘, 𝑙,有 (𝑖 𝑗) (𝑖𝑘) = ( 𝑗𝑖𝑘), (𝑖 𝑗) (𝑘𝑙) = (𝑖 𝑗) ( 𝑗 𝑘) ( 𝑗 𝑘) (𝑘𝑙) =

(𝑖 𝑗 𝑘)( 𝑗 𝑘𝑙),
因此两个不同的对换的乘积一定是3 −轮换乘积.
而𝐴𝑛中任何元素都可以写成偶数个对换的乘积,因此𝐴𝑛由3 −轮换生成.(
即我们找到了𝐴𝑛的生成元组为3 −轮换

)
(II)其次,我们证明当𝑛 ⩾ 5时, 𝐴𝑛中所有3 −轮换是一个共轭类.
对于任意3 −轮换 (𝑖 𝑗 𝑘),若存在𝜎 ∈ 𝐴𝑛使得𝜎(𝑖) = 1, 𝜎( 𝑗) = 2, 𝜎(𝑘) = 3,因此𝜎(𝑖 𝑗 𝑘)𝜎−1 = (123).
如果𝜎 ∉ 𝐴𝑛即𝐴𝑛不是偶置换,则 (45)𝜎 ∈ 𝐴𝑛,且 (45)𝜎(𝑖 𝑗 𝑘)𝜎−1 (45) = (123).
因此,所有3 −轮换都与 (123)共轭.(
即我们找到了𝐴𝑛的所有生成元组中都是共轭的

)
(III)最后,我们来证明𝐴𝑛没有非平凡正规子群.只需证明若𝑁 ⊳ 𝐴𝑛, 𝑁 ≠ {𝑒},则𝑁含有一个3 −轮换.
任取𝜎 ∈ 𝑁, 𝜎 ≠ (1),将𝜎分解成不相交的轮换的乘积.我们分情况讨论.

(1)若𝜎的分解中含有𝑟 −轮换, 𝑟 ⩾ 4,不妨设𝜎 = (12 · · · 𝑟)𝜏, 𝜏 ∈ 𝑆𝑟+1, · · · ,𝑛 (若𝜏 ∈ 𝑆𝑟那么跟之前的 (1, 2 · · · 𝑟)合并起来即可).
由于𝑁是正规子群,故 (123)𝜎(123)−1 ∈ 𝑁,因此 (123)𝜎(123)−1𝜎−1 ∈ 𝑁.
另一方面, (123)𝜎(123)−1𝜎−1 = (123)(𝜎(1)𝜎(3)𝜎(2)) = (123)(324) = (124).
于是 (124) ∈ 𝑁,即𝑁中包含一个3 −轮换.

(2)若𝜎的分解不含长度大于3的轮换,若分解中的3 −轮换至少有两个
不妨设𝜎 = (123) (456)𝜏,则 (124)𝜎(124)−1 (𝜎)−1 = (124) (253) = (12534).
再利用 (1)可知𝑁中含3 −轮换.

(3)若𝜎的分解中只有一个3 −轮换,不妨设𝜎 = (123)𝜏,其中𝜏与 (123)可交换︸                                         ︷︷                                         ︸
因为根据𝜎分解𝜏与 (123)不相交,所以交换

且𝜏2 = (1),则𝜎2 = (132) ∈ 𝑁.

(4)若𝜎的分解中不含长度大于2的轮换,即𝜎是不相交对换的乘积

不妨设为𝜎 = (12) (34)𝜏,则 (123)𝜎(123)−1𝜎−1 = (123) (241) = (13) (24) ∈ 𝑁.
进一步,有 (135) (13)(24) (153) (13)(24) = (135)(351) = (153) ∈ 𝑁.因此, 𝑁中必含有3 −轮换.故𝑁 = 𝐴𝑛.
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�
Note [𝑆4 与 𝑆3 中元素]

𝑆4

(1)−→ 1阶

(12), (13), (14), (23), (24), (34)−→ 2阶

(123), (132), (124), (142), (134), (143), (234), (243)−→ 3阶

(1234), (1243), (1324), (1342), (1423), (1432)−→ 4阶

(12) (34), (13)(24), (14)(23).−→ 2阶
(
利用不相交可交换

)
𝑆3：

(1) −→ 1阶

(12) , (13) , (23) −→ 2阶

(123) , (132) −→ 3阶

�
Note [𝐴4 与 𝐴3 中元素]

𝐴4 :

因为任意一个𝑘循环置换 (𝑖1𝑖2 · · · 𝑖𝑘)都可以表示成𝑘 − 1个对换的积,即 (𝑖1𝑖2 · · · 𝑖𝑘) = (𝑖1𝑖𝑘) (𝑖1𝑖𝑘−1) · · · (𝑖1𝑖3) (𝑖1𝑖2) ,
所以, 𝑆4中的对换与4 −循环置换都是奇置换得

𝐴4 =


(1)

(123), (132), (124), (142), (134), (143), (234), (243)

(12) (34), (13) (24), (14)(23)

𝐴3 = {(1) , (123) , (132)}

� Exercise 2.4 𝐾𝑙𝑒𝑖𝑛4 = {𝑒, 𝑎, 𝑏, 𝑎𝑏},由乘法表

𝒆 𝒂 𝒃 𝒂𝒃

𝒆 𝑒 𝑎 𝑏 𝑎𝑏

𝒂 𝑎 𝑒 𝑎𝑏 𝑏

𝒃 𝑏 𝑎𝑏 𝑒 𝑎

𝒂𝒃 𝑎𝑏 𝑏 𝑎 𝑒

(1)找出𝐵4的所有子群;

(2)找出𝑆4中与𝐵4同构的子群。

Proof (1)𝐵4的所有子群为 : 𝐻1 = {𝑒}, 𝐻2 = 𝐵4, 𝐻3 = {𝑒, 𝑎}, 𝐻4 = {𝑒, 𝑏}, 𝐻5 = {𝑒, 𝑎𝑏}。𝐵4共有五个子群

(2)由于两个同构的群所含元素的个数一样,在同构映射下相对应的元素的阶相等
所以,与𝐵4同构的群含有4个元素,且除单位元外的其余3个元素都是2阶元

因为𝑆4中2阶元有 (12), (13), (14), (23), (24), (34), (12) (34), (13)(24), (14)(23),再根据运算的封闭性我们可得𝑆4中与𝐵4同构的子群有

𝐻1 = {(1), (12), (34), (12) (34)},
𝐻2 = {(1), (13), (24), (13) (24)},
𝐻3 = {(1), (14), (23), (14) (23)},

𝐻4 = {(1), (12) (34), (13) (24), (14)(23)}
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2.6 陪集与拉格朗日定理

2.6 陪集与拉格朗日定理
设𝐺是一个群, 𝐻是𝐺的一个子群,利用子群𝐻在𝐺中的元素之间规定一个二元关系𝐸𝐿 : 𝑎𝐸𝐿𝑏 ⇔ 𝑎−1𝑏 ∈ 𝐻.
因为 : (1)∀𝑎 ∈ 𝐺, 𝑎−1𝑎 = 𝑒 ∈ 𝐻,所以𝑎𝐸𝐿𝑎;
(2)若𝑎𝐸𝐿𝑏,即𝑎−1𝑏 ∈ 𝐻,由于𝐻是𝐺的子群,因此

(
𝑎−1𝑏

)−1 = 𝑏−1𝑎 ∈ 𝐻,得𝑏𝐸L𝑎

(3)若𝑎𝐸𝐿𝑏, 𝑏𝐸𝐿𝑐,于是𝑎−1𝑏 ∈ 𝐻.𝑏−1𝑐 ∈ 𝐻,从而
(
𝑎−1𝑏

) (
𝑏−1𝑐

)
= 𝑎−1𝑐 ∈ 𝐻,所以𝑎𝐸𝐿𝑐.

这样我们得到的二元关系𝐸𝐿是一个等价关系.

根据等价关系𝐸𝐿 ,我们可以得到一个𝐺的分类𝑆 = {𝑎 | 𝑎 ∈ 𝐺},其中𝑎 = {𝑥 | 𝑥 ∈ 𝐺, 𝑎𝐸𝐿𝑥} .
对于等价类𝑎,我们有如下的说明𝑎 = {𝑥 | 𝑥 ∈ 𝐺, 𝑎𝐸𝐿𝑥} =

{
𝑥 | 𝑥 ∈ 𝐺, 𝑎−1𝑥 ∈ 𝐻

}
= {𝑥 | 𝑥 ∈ 𝐺, ∃ℎ ∈ 𝐻, 𝑥 = 𝑎ℎ} .

Definition 2.30 (左陪集)
令𝐺是一个群, 𝐻 < 𝐺是一个子群, 𝑎 ∈ 𝐺。则𝑎𝐻是𝐻的一个左陪集 (由𝑎引出)
定义为𝑎 = 𝑎𝐻 = {𝑎𝑥 : 𝑥 ∈ 𝐻}也就是说,由𝑎引出的𝐻的左陪集,就是用𝑎左乘了𝐻中的每一个元素所得到的
特别地, 𝑒𝐻 = 𝐻也是一个左陪集

未来我们会知道,在𝐻是正规子群的时候,我们可以定义陪集的乘法,而此时这个特殊的陪集𝑒𝐻 =

𝐻就会起到单位元的作用。

�
Note同理可以定义右陪集的概念

Proposition 2.23 (左陪集的与原集的关系)
令𝐺是一个有限群, 𝐻 < 𝐺是一个子群, 𝑎 ∈ 𝐺.𝑏 ∈ 𝐺, 𝑎 ≠ 𝑏

那么𝐻与𝑎𝐻之间存在双射.那么进一步有|𝐻 | = |𝑎𝐻 |与𝑎𝐻与𝑏𝐻之间也有双射

Proof 我们通过左乘𝑎来定义 𝑓 : 𝐻 → 𝑎𝐻 𝑓 (𝑥) = 𝑎𝑥则 𝑓显然是一个双射.特别地, |𝐻 | = |𝑎𝐻 |
再通过双射的传递性显然知道𝑎𝐻与𝑏𝐻之间有双射

Proposition 2.24 (全集的左陪集分拆与左陪集相互之间关系)
设𝐻是𝐺的子群,那么

(1)𝐺 =
⋃
𝑎∈𝐺

𝑎𝐻
(
全体左陪集构成了全集的分拆

)
(2)对于∀𝑎𝐻, 𝑏𝐻,有𝑎𝐻 ∩ 𝑏𝐻 = ∅或𝑎𝐻 = 𝑏𝐻;

(3)𝑎𝐻 = 𝑏𝐻 ⇔ 𝑎−1𝑏 ∈ 𝐻;
(4)𝑎𝐻 = (𝑒) 𝐻 ⇔ 𝑎 ∈ 𝐻.

Proof (1) (2)根据等价关系很容易知道或者如下说明
根据对称性,我们只须证明𝑎𝐻 ⊂ 𝑏𝐻即可。任取𝑎𝐻中的元素𝑎ℎ(ℎ ∈ 𝐻),则𝑎ℎ =

(
𝑏ℎ2ℎ

−1
1

)
ℎ = 𝑏

(
ℎ2ℎ

−1
1 ℎ

)
∈ 𝑏𝐻。这就完成了证明。

(3) 𝑎𝐻 = 𝑏𝐻 ⇔ 𝑎𝐻 ∩ 𝑏𝐻 ≠ ∅ ⇔ 𝑎ℎ1 = 𝑏ℎ2 ⇔ 𝑎−1𝑏 = ℎ1ℎ−12 ∈ 𝐻
(4)根据 (3) 𝑎−1𝑒 ∈ 𝐻 ⇒ 𝑎 ∈ 𝐻

Proposition 2.25 (左陪集与右陪集存在一一对应)
设𝐻是群𝐺的子群,记𝑆𝐿 = {𝑎𝐻 | 𝑎 ∈ 𝐺}, 𝑆𝑅 = {𝐻𝑎 | 𝑎 ∈ 𝐺}
则存在集合𝑆𝐿到𝑆𝑅的一个一一映射.

Proof 作映射 𝑓 : 𝑆𝐿 → 𝑆𝑅, 𝑎𝐻 ↦→ 𝐻𝑎−1

先验证良定义对于𝑎1𝐻 = 𝑎2𝐻要验证 𝑓 (𝑎1𝐻) = 𝑓 (𝑎2𝐻)即验证𝐻𝑎−11 = 𝐻𝑎−12
即∀ℎ1𝑎−11 要存在ℎ∗ ∈ 𝐻满足ℎ∗𝑎−12 = ℎ1𝑎−11 那么理应取ℎ

∗ = ℎ1𝑎−11 𝑎2而𝑎
−1
1 𝑎2 ∈ 𝐻这是因为𝑎1𝐻 = 𝑎2𝐻所以成立
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2.6 陪集与拉格朗日定理

说明 𝑓是单射将上述推导过程反过来,即可知 𝑓是单射.满射显然

Example 2.12元素的右陪集和左陪集未必时刻相等
设𝐺 = 𝑆3 = {(1), (12), (13), (23), (123), (132)}, 𝐻 = {(1), (12)},则𝐻是𝐺的一个子群,那么, 𝐺关于𝐻的所有左陪集为
(1)𝐻 = (12)𝐻 = 𝐻

(13)𝐻 = {(13), (123)} = (123)𝐻
(23)𝐻 = {(23), (132)} = (132)𝐻
因而, 𝐺关于𝐻的左陪集分解为𝐺 = 𝐻 ∪ (13)𝐻 ∪ (23)𝐻

右陪集如下

𝐻 (1) = 𝐻 (12) = {(1), (12)}
𝐻 (13) = 𝐻 (132) = {(13), (132)}
𝐻 (23) = 𝐻 (123) = {(23), (123)}
因而, 𝐺关于子群𝐻的右陪集分解为𝐺 = 𝑆3 = 𝐻 ∪ 𝐻 (13) ∪ 𝐻 (23).

1.显然当群𝐺为交换群时𝑎𝐻 = 𝐻𝑎

2.当群𝐺不是交换群时,对于𝐺中的元素𝑎来说,子群𝐻的左陪集𝑎𝐻末必等于右陪集𝐻𝑎

如该例子中的𝑆3与𝐻就有𝐻 (13) = {(13), (132)} ≠ (13)𝐻 = {(13), (123)}.

另外一个例子是如下的

设𝐺 = GL(2,C), 𝑇为𝐺中对角矩阵构成的子群，则对𝐴 =

(
1 1

0 1

)
, 𝐴𝑇 ≠ 𝑇𝐴.

既然这样,那么我们就可以把𝐺分拆成𝐻的一系列左陪集

我们称这个由左陪集构成的集族为商集𝐺/𝐻, 𝐺/𝐻 = {𝑎1𝐻, 𝑎2𝐻 · · · 𝑎𝑘𝐻}
我们记这些左陪集的个数为 [𝐺 : 𝐻],称为𝐻在𝐺中的指数。

Definition 2.31 (商集与陪集的指数)
令𝐺是一个有限群, 𝐻 < 𝐺是一个子群

则商集𝐺/𝐻定义为𝐺/𝐻 = {𝑎𝐻 : 𝑎 ∈ 𝐺}
我们把这个商集的大小称为𝐻在𝐺中的指数,记为 [𝐺 : 𝐻],即 [𝐺 : 𝐻] = |𝐺/𝐻 |

Theorem 2.24 (拉格朗日定理)

令𝐺是一个有限群, 𝐻 < 𝐺是一个子群,则|𝐺 | = [𝐺 : 𝐻] |𝐻 |则有特别地, |𝐻 |
��� |𝐺 |

Proof 因𝐺是有限群, 𝐻在𝐺中的左陪集个数必有限
假设𝐺关于𝐻的左陪集分解为𝐺 = 𝑎1𝐻 ∪ 𝑎2𝐻 ∪ · · · ∪ 𝑎𝑘𝐻,其中𝑘 = [𝐺 : 𝐻] .
由前文得 |𝑎𝑖𝐻 | = |𝐻 |, 𝑖 = 1, 2, · · · , 𝑘,又因为左陪集分解中的各个左陪集两两不相交,因此|𝐺 | = 𝑘 · |𝐻 | = [𝐺 : 𝐻] · |𝐻 |.

Corollary 2.5

♡
设𝐺是有限群，𝐾 < 𝐺, 𝐻 < 𝐾，则有 [𝐺 : 𝐻] = [𝐺 : 𝐾] · [𝐾 : 𝐻]

Proof 一方面 : |𝐺 | = |𝐺/𝐾 | · |𝐾 | = |𝐺/𝐾 | · |𝐾/𝐻 | · |𝐻 | .另一方面 : |𝐺 | = |𝐺/𝐻 | · |𝐻 |
=⇒ |𝐺/𝐾 | · |𝐾/𝐻 | · |𝐻 | = |𝐺/𝐻 | · |𝐻 | =⇒ [𝐺 : 𝐻] = [𝐺 : 𝐾] · [𝐾 : 𝐻]
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Corollary 2.6

♡

1.有限群𝐺中每一个元素的阶都是𝐺阶数的因数

2.素数阶的群一定为循环群且同构于
(
Z𝑝 , +

)
Proof 1.∀𝑎 ∈ 𝐺,作子群𝐻 = ⟨𝑎⟩ ,首先很显然 ⟨𝑎⟩的阶有限,则有|𝐻 | = |𝑎 |
根据𝐿𝑎𝑔𝑟𝑎𝑛𝑔𝑒定理,有|𝐺 | = [𝐺 : 𝐻] · |𝐻 | = [𝐺 : 𝐻] · |𝑎 |.

2.假设 |𝐺 | = 𝑝为素数,那么𝐺中元素的阶要么为1要么为𝑝

如果为1即平凡子群 {𝑒} ;如果为𝑝那么该元素就为循环生成元

Proposition 2.26 (4阶群同构定理)
设群𝐺的阶为4,则𝐺在同构意义下或为循环群Z4,或为𝐾𝑙𝑒𝑖𝑛四元群.

Proof 由于𝐺为4阶群,那么由推论知𝐺中元素的阶只可能是4的因数,即为1, 2, 4.

若𝐺中包含4阶元𝑎,则 ⟨𝑎⟩是𝐺的4阶子群,而𝐺中仅有4个元素,故𝐺 = (𝑎)为4阶循环群由有限循环群知识知, 𝐺 � Z4.

若𝐺中不包含4阶的元素,则𝐺中除单位元𝑒外,还有三个元素𝑎, 𝑏, 𝑐,它们的阶都为2.

由有限群一节中的练习得𝐺为交换群.记𝐺 = {𝑒, 𝑎, 𝑏, 𝑐}
由于𝐺中消去律成立,故𝑎𝑏不能是𝑎(若𝑎𝑏 = 𝑎,则有𝑏 = 𝑒), 𝑎𝑏也不能是𝑏(若𝑎𝑏 = 𝑏,则有𝑎 = 𝑒), 𝑎𝑏也不能是𝑒(若𝑎𝑏 = 𝑒 = 𝑎𝑎,则有𝑎 = 𝑏)
那么只能是𝑎𝑏 = 𝑐同理𝑏𝑎 = 𝑐同理有𝑎𝑐 = 𝑐𝑎 = 𝑏; 𝑏𝑐 = 𝑐𝑏 = 𝑎

· 𝒆 𝒂 𝒃 𝒄

𝒆 𝒆 𝑎 𝒃 𝒄

𝒂 𝑎 𝒆 𝒄 𝑏

𝒃 𝑏 𝑐 𝒆 𝑎

𝒄 𝑐 𝑏 𝑎 𝑒

Proposition 2.27 (6阶群同构定理)
设群𝐺的阶数为6,那么群𝐺要么同构于 (Z6, +)要么同构于𝐷3

Proof 群𝐺中的元素阶数只能为1, 2, 3, 6

若群𝐺中有六阶元显然𝐺就同构于 (Z6, +)
若群𝐺中没有六阶元,此时群𝐺中除了𝑒之外的元素阶数只能为2, 3,根据前文叙述群𝐺的阶数为偶数那么肯定存在二阶元𝜏

下面断言群𝐺中一定会有三阶元,反之若不存在三阶元𝜎,那么群𝐺中只有1, 2阶元

那么就预先构成了 {𝑒, 𝑎, 𝑏} → {𝑒, 𝑎, 𝑏, 𝑎𝑏}，这时不会出现𝑏𝑎元，因为阶为2就有𝑎𝑏𝑎𝑏 = 𝑒 ⇒ 𝑎2𝑏𝑎𝑏 = 𝑎 ⇒ 𝑏𝑎𝑏 = 𝑎 ⇒ 𝑎𝑏 = 𝑏𝑎

同理𝑎𝑏𝑎也不会出现也就是说 {𝑒, 𝑎, 𝑏, 𝑎𝑏}是最大的群了无法再扩充下去了.矛盾
故群𝐺中必定有1, 2, 3阶元都存在

那么预先构成了群𝐺 = {𝑒, 𝜏, 𝜎} →
{
𝑒, 𝜏, 𝜎, 𝜎2

}
这时𝜎2 ≠ 𝜎因为𝜎阶数原因,且𝜎2 ≠ 𝜏若𝜎2 = 𝜏 ⇒ 𝜎4 = 𝜏2 ⇒ 𝜎3𝜎 = 𝑒 ⇒ 𝜎 = 𝑒矛盾故𝜎2扩充合理

其次→
{
𝑒, 𝜏, 𝜎, 𝜎2, 𝜏𝜎

}
这时因为𝜏𝜎 ≠ 𝜏, 𝜏𝜎 ≠ 𝜎︸              ︷︷              ︸

不然会有单位元

, 𝜏𝜎 ≠ 𝜎2︸    ︷︷    ︸
不然相等

所以𝜏𝜎扩充合理

这时→
{
𝑒, 𝜏, 𝜎, 𝜎2, 𝜏𝜎, 𝜎𝜏

}
因为𝜎𝜏 ≠ 𝜏 ≠ 𝜎 ≠ 𝜎2跟上行同理,且𝜎𝜏 ≠ 𝜏𝜎若不然根据有限群一节练习,知道𝜏𝜎的元素阶为6

与若群𝐺中没有六阶元一开始假设矛盾

同理𝜏𝜎2对
{
𝑒, 𝜏, 𝜎, 𝜎2, 𝜏𝜎

}
扩充也合理而群𝐺的阶数为6那么只能暗示𝜏𝜎2 = 𝜎𝜏所以该群为

{
𝑒, 𝜏, 𝜎, 𝜎2, 𝜏𝜎, 𝜏𝜎2

}
为𝐷3
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Corollary 2.7 (不可交换群的元素个数限制)

♡若𝐺为非交换群,则𝐺中至少含有6个元素,从而说明𝑆3是含有元素个数最少的不可交换群

Proof
当𝐺是1阶群时,显然𝐺是交换群;当𝐺是2阶, 3阶, 5阶群时,由于它们是素数阶群,知素数阶群必是循环群,而循环群一定是交换群

所以,当𝐺是2阶, 3阶, 5阶群时,也是交换群;

当𝐺是4阶群时,得𝐺同构于以4为模的剩余类加群𝒁4或𝐾𝑙𝑒𝑖𝑛四元群𝐵4,而这两个群都是交换群,所以𝐺也是交换群

由上面的讨论可知非交换群至少含有6个元素。而𝑆3是一个含有6个元素的非交换群。

Proposition 2.28 (𝐴4 的所有子群与拉格朗日定理逆命题不成立例子)
找出𝐴4的所有子群,且 4阶子群为唯一的正规子群,由此证明𝐿𝑎𝑔𝑟𝑎𝑛𝑔𝑒定理的逆命题不成立
𝐿𝑎𝑔𝑟𝑎𝑛𝑔𝑒定理指时是 :有限群𝐺时仕意一个子群𝐻时阶必是群𝐺的阶的一个因数

但可以看出 :对有限群𝐺的阶数的某个因数就不一定存在子群,使得子群的阶好是这个因数.如 |𝐴4 | = 12的因数6。

Proof 设𝐻是𝐴4的子群,因为𝐴4为12阶群,所以, 𝐻的阶必是12的一个因数,即|𝐻 | = 1, 2, 3, 4, 6, 12

(1)当|𝐻 | = 1时,得𝐻1 = {(1)}
(2)当|𝐻 | = 12时,得𝐻2 = 𝐴4

(3)当|𝐻 | = 2时,由于2是一个素数,则𝐻必是由某个2阶元生成的循环群

而𝐴4中的2阶元有3个 : (12)(34), (13)(24), (14)(23)
得𝐴4的2阶子群有𝐻3 = {(1), (12)(34)}, 𝐻4 = {(1), (13) (24)}, 𝐻5 = {(1), (14) (23)}

(4)当|𝐻 | = 3时,由于3也是一个素数,则𝐻必是由某个3阶元生成的循环群

而𝐴4中的3阶元有8个 : (123), (132), (124), (142), (134), (143), (234), (243)
得𝐴4的3阶子群有𝐻6 = {(1), (123), (132)}, 𝐻7 = {(1), (124), (142)}, 𝐻8 = {(1), (134), (143)}, 𝐻9 = {(1), (234), (243)},

(5) |𝐻 | = 4时,由于𝐴4中没有4阶元,所以, 𝐻只有与𝐵4同构,由对称群与置换群一节的练习

可得𝑆4中与𝐵4同构的子群共有四个

𝑁1 = {(1), (12), (34), (12) (34)},
𝑁2 = {(1), (13), (24), (13) (24)},
𝑁2 = {(1), (14), (23), (14) (23)},

𝑁4 = {(1), (12) (34), (13)(24), (14) (23)}
而且这四个𝑆4的子群中只有𝑁4是𝐴4的子群,因为 (12), (13), (14), (23), (24), (34)不是偶置换
得𝐴4的4阶子群只有𝐻10 = {(1), (12) (34), (13)(24), (14)(23)}。

(6)当|𝐻 | = 6时,由于𝐴4中没有6阶元, 𝐻不可能是循环群,故𝐻只能同构于𝐷3 =
{
𝑒, 𝜏, 𝜎, 𝜎2, 𝜏𝜎, 𝜏𝜎2

}
其中𝜏, 𝜏𝜎, 𝜏𝜎2阶数为2阶.𝜎与𝜎2阶数为3阶

而𝐴4中只有 (12) (34) (13) (24) (14) (23)三个为二阶元,那么对应为𝜏, 𝜏𝜎, 𝜏𝜎2

且有 (12) (34) × (13) (24) = (14) (23)但是𝜏, 𝜏𝜎, 𝜏𝜎2无论如何二个相乘都不会等于第三个,所以没有六阶子群

(7)当|𝐻 | = 12时, 𝐻 = 𝐴4
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Proposition 2.29 (𝑆3 的所有子群)
𝑆3的所有子群 : {(1)} {(1) , (12)} {(1) , (13)} {(1) , (23)} {(1) , (123) , (132)} 𝑆3

� Exercise 2.5写出𝐴4关于𝐻 = {(1), (12) (34), (13) (24), (14)(23)}的左陪集分解以及右陪集分解
Proof 𝐴4关于𝐻的左陪集分解为𝐴4 = 𝐻 ∪ (123)𝐻 ∪ (132)𝐻,
其中

𝐻 = {(1), (12)(34), (13) (24), (14) (23)}
(123)𝐻 = {(123), (134), (243), (142)},
(132)𝐻 = {(132), (234), (124), (143)};

𝐴4关于𝐻的右陪集分解为𝐴4 = 𝐻 ∪ 𝐻 (123) ∪ 𝐻 (132),
其中

𝐻 = {(1), (12)(34), (13) (24), (14) (23)}
𝐻 (123) = {(123), (243), (142), (134)}
𝐻 (132) = {(132), (143), (234), (124)}。

�
Note下面来讲述如何求解一个群 G关于某个子群的陪集分解算法
Proof 有限群𝐺,其子群𝐻
1.显然由前文知 |𝑎𝐻 | = |𝐻 |不管分解的形式如何多样但是个数一定为 [𝐺 : 𝐻] = |𝐺 |

|𝐻 |
2.其次由前文知𝑎𝐻 = 𝐻 ⇔ 𝑎 ∈ 𝐻
3.我们预先选择𝐻作为第一个并集中的元素

4.在𝐺 − 𝐻中选择一个元素𝑥去得到𝑥𝐻
(
这样得到的𝑥𝐻 ≠ 𝐻

)
5.在𝐺 − 𝐻 − 𝑥𝐻中选择一个元素𝑦去得到𝑦𝐻

(
这样得到的𝑦𝐻 ≠ 𝐻 ≠ 𝑥𝐻

)
6.如此往复我们每一次得到的新的𝑧𝐻其个数 |𝑧𝐻 | = |𝐻 |那么经过有限步操作最终可以结束并得到全部𝐺

Theorem 2.25 (指数与陪集分解拓展公式)
1.设𝐺为一群, 𝐾 < 𝐺, 𝐻 < 𝐺且𝐾 ⊆ 𝐻 =⇒ [𝐺 : 𝐾] = [𝐺 : 𝐻] [𝐻 : 𝐾]
2.设𝐺为一群, 𝐾 < 𝐺, 𝐻 < 𝐺 =⇒ [𝐻𝐾 : 𝐾] = [𝐻 : 𝐻 ∩ 𝐾]
3.设𝐺为一群，𝐾 < 𝐺, 𝐻 < 𝐺 =⇒ |𝐻𝐾 | · |𝐻 ∩ 𝐾 | = |𝐻 | · |𝐾 |
4.已知𝐻 < 𝐺, 𝐾 < 𝐺则 [𝐻 : 𝐻 ∩ 𝐾] ⩽ [𝐺 : 𝐾]且若 [𝐺 : 𝐾]的指数有限，那么 [𝐻 : 𝐻 ∩ 𝐾] = [𝐺 : 𝐾] ⇐⇒ 𝐺 = 𝐾𝐻

5.设𝐺为一群, 𝐻 < 𝐺, 𝐾 < 𝐺 =⇒ [𝐺 : 𝐻 ∩ 𝐾] ⩽ [𝐺 : 𝐻] [𝐺 : 𝐾]且取等当且仅当𝐺 = 𝐻𝐾(
若 [𝐺 : 𝐻]与 [𝐺 : 𝐾]互素 =⇒ 𝐺 = 𝐻𝐾

)(
若 [𝐺 : 𝐻] = 𝑘1与 [𝐺 : 𝐾] = 𝑘2 < ∞则 lcm (𝑘1, 𝑘2) | [𝐺 : 𝐻 ∩ 𝐾]

)
6.设𝐺为一群, 𝐴 < 𝐺, 𝐵 < 𝐺 =⇒ 𝑔 (𝐴 ∩ 𝐵) = 𝑔 (𝐴) ∩ 𝑔 (𝐵)且若 [𝐺 : 𝐴] [𝐺 : 𝐵]有限那么 [𝐺 : 𝐴 ∩ 𝐵]指数也有限
7.设𝐺为一群, 𝐾 < 𝐺, 𝐻 < 𝐺, =⇒ |𝐻𝑔𝐾 | = |𝐻 |

[
𝐾 : 𝐾 ∩ 𝑔−1𝐻𝑔

]
= |𝐾 |

[
𝐻 : 𝐻 ∩ 𝑔𝐾𝑔−1

]
且𝐻𝑔𝐾可以定义等价关系从而双陪集分解了𝐺

Proof 1.我们想要把这个性质形象地用陪集嵌套子陪集的方式来刻画,进而把这个命题作为推论

假设𝐺/𝐻 = {𝑎𝑖𝐻}𝑖∈𝐼 , 𝐻/𝐾 =
{
𝑏 𝑗𝐾

}
𝑗∈𝐽。有没有一种可能,我们有𝐺/𝐾 =

{
𝑎𝑖𝑏 𝑗𝐾

}
𝑖∈𝐼, 𝑗∈𝐽呢?

这里的含义是,枚举法中的这些陪集都是两两不同的。答案是肯定的。我们只要证明了这个条件,原命题就成为直接推论了。
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我们要证明两件事。

第一,这些𝑎𝑖𝑏 𝑗𝐾枚举尽了所有𝐾在𝐺中的左陪集;

第二,这些𝑎𝑖𝑏 𝑗𝐾是两两无交的。

第一 :令𝑎𝐾 ∈ 𝐺/𝐾 (𝑎 ∈ 𝐺)。假设𝑎 ∈ 𝑎𝑖𝐻,其中𝑎 = 𝑎𝑖ℎ(ℎ ∈ 𝐻)。
进一步假设ℎ ∈ 𝑏 𝑗𝐾,故𝑎𝐾 = 𝑎𝑖ℎ𝐾 ⊂ 𝑎𝑖𝑏 𝑗𝐾。因为左陪集要么相等,要么无交,故𝑎𝐾 = 𝑎𝑖𝑏 𝑗𝐾,这就证明了第一点

第二 :假设𝑎𝑖𝑏 𝑗𝐾 = 𝑎𝑖′𝑏 𝑗′𝐾。同时右乘上𝐻 (指在集合意义上,同时右乘上𝐻的所有元素),由于𝑏 𝑗 , 𝑏 𝑗′ ∈ 𝐻到𝑏 𝑗𝐾 = 𝑏 𝑗′𝐾

这就告诉我们𝑏 𝑗 = 𝑏 𝑗′ ,这就证明了第二点

综上所述，嵌套子群的陪集也是如我们预期的那样嵌套，这样，作为推论，我们证明了原命题。

Proof 2.显然𝐻𝐾是ℎ𝐾这样陪集的并.𝐻是ℎ (𝐻 ∩ 𝐾)这样陪集的并
那么ℎ1𝐾 = ℎ2𝐾 ⇐⇒ ℎ1ℎ

−1
2 ∈ 𝐾 ⇐⇒ ℎ1ℎ

−1
2 ∈ 𝐾 ∩ 𝐻 ⇐⇒ ℎ1 (𝐻 ∩ 𝐾) = ℎ2 (𝐻 ∩ 𝐾)

那么二者陪集分解的个数相同

法二 :我们注意到对任意ℎ𝑘 = ℎ1𝑘1，从而ℎ−1ℎ1 = 𝑘𝑘−11 ，从而有ℎ
−1ℎ1 = 𝑘𝑘−11 = 𝑞 ∈ 𝐻 ∩ 𝐾，从而ℎ1 = ℎ𝑞, 𝑘1 = 𝑞−1𝑘

从而对|𝐻 | |𝐾 |中的所有元素中，可根据是否相等划为若干等价类，且每个等价类中均有|𝐻∩𝐾 |个元素，即有|𝐻𝐾 | = |𝐻 | |𝐾 |/|𝐻∩
𝐾 |．

Proof 3.法一 :由2.知 [𝐻 : 𝐻 ∩ 𝐾] = [𝐻𝐾 : 𝐾] ⩽ [𝐺 : 𝐾]这是显然的
此时当若 [𝐺 : 𝐾]的指数有限，那么 [𝐻 : 𝐻 ∩ 𝐾] = [𝐺 : 𝐾] ⇐⇒ 𝐺 = 𝐾𝐻

法二：构造映射从 [𝐻 : 𝐻 ∩ 𝐾]陪集到 [𝐺 : 𝐾]陪集的映射：𝜑 : (𝐻 ∩ 𝐾) ℎ ↦→ 𝐾ℎ

则𝐾ℎ1 = 𝐾ℎ2 ⇐⇒ ℎ2ℎ
−1
1 ∈ 𝐾 ⇐⇒ ℎ2ℎ

−1
1 ∈ 𝐾 ∩ 𝐻 ⇐⇒ (𝐻 ∩ 𝐾) ℎ1 = (𝐻 ∩ 𝐾) ℎ2

故该映射为单射，故 [𝐻 : 𝐻 ∩ 𝐾] ⩽ [𝐺 : 𝐾]
若 [𝐺 : 𝐾]的指数有限此时 [𝐻 : 𝐻 ∩ 𝐾] = [𝐺 : 𝐾] ⇐⇒ 𝜑为双射⇐⇒ 𝐺 = 𝐾𝐻

Proof 4.

由本定理的1.我们已经有了 [𝐺 : 𝐻 ∩ 𝐾] = [𝐺 : 𝐻] [𝐻 : 𝐻 ∩ 𝐾]
所以下证 [𝐻 : 𝐻 ∩ 𝐾] ⩽ [𝐺 : 𝐾]即可
这就是3.所说明的，取等号当且仅当𝐺 = 𝐾𝐻

若 [𝐺 : 𝐻]与 [𝐺 : 𝐾]互素那么 [𝐺 : 𝐻]与 [𝐺 : 𝐾]都有限那么紧接着用我们刚刚证明过的 [𝐺 : 𝐻 ∩ 𝐾]也有限了
进一步 [𝐺 : 𝐻 ∩ 𝐾] = [𝐺 : 𝐻] [𝐻 : 𝐻 ∩ 𝐾]
=⇒ [𝐺 : 𝐻] | [𝐺 : 𝐻 ∩ 𝐾]同理 [𝐺 : 𝐾] | [𝐺 : 𝐻 ∩ 𝐾]
又 [𝐺 : 𝐻]与 [𝐺 : 𝐾]互素 =⇒ [𝐺 : 𝐻] [𝐺 : 𝐾] | [𝐺 : 𝐻 ∩ 𝐾]
又 [𝐺 : 𝐻 ∩ 𝐾] ⩽ [𝐺 : 𝐻] [𝐺 : 𝐾]
=⇒ [𝐺 : 𝐻 ∩ 𝐾] = [𝐺 : 𝐻] [𝐺 : 𝐾]
取等了故𝐺 = 𝐻𝐾

若在互素的情况下还知道𝐺的阶数有限则可以不从3.知道𝐺 = 𝐻𝐾

而从 [𝐺 : 𝐻 ∩ 𝐾] = [𝐺 : 𝐻] [𝐺 : 𝐾]可知
=⇒ |𝐺 |

|𝐻 ∩ 𝐾 | =
|𝐺 |
|𝐻 | ·

|𝐺 |
|𝐾 |

此外进一步若 |𝐺 |有限那么根据2.我们有 |𝐻𝐾 | = |𝐻 | · |𝐾 |
|𝐻 ∩ 𝐾 | = |𝐺 |

=⇒由𝐺有限故𝐺 = 𝐴𝐵
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只要知道若 [𝐺 : 𝐻] = 𝑘1与 [𝐺 : 𝐾] = 𝑘2 < ∞
则 [𝐺 : 𝐻] | [𝐺 : 𝐻 ∩ 𝐾]且 [𝐺 : 𝐾] | [𝐺 : 𝐻 ∩ 𝐾] =⇒ lcm (𝑘1, 𝑘2) | [𝐺 : 𝐻 ∩ 𝐾]

Proof 5.第一问不难得到但是结论很深刻表明交的陪集可以等价于陪集的交

第二问法一 :可由上行理解轻松得到

第二问法二 :可由3.的公式立马得到

Proof 6.做陪集分解𝐻𝑔𝐾 =
𝑟⋃
𝑖=1

𝐻𝑔𝑘𝑖
(
其中𝑘𝑖 ∈ 𝐾

)
=⇒那么我们有 |𝐻𝑔𝐾 | = 𝑟 · |𝐻𝑔 | = 𝑟 · |𝐻 |

其中𝐻𝑔𝑘𝑖 = 𝐻𝑔𝑘 𝑗 ⇐⇒ 𝑔𝑘𝑖𝑘
−1
𝑗 𝑔

−1 ∈ 𝐻 ⇐⇒ 𝑘𝑖𝑘
−1
𝑗 ∈ 𝑔−1𝐻𝑔 ⇐⇒ 𝑘𝑖𝑘

−1
𝑗 ∈

(
𝑔−1𝐻𝑔 ∩ 𝐾

)
⇐⇒

(
𝑔−1𝐻𝑔 ∩ 𝐾

)
𝑘𝑖 =

(
𝑔−1𝐻𝑔 ∩ 𝐾

)
𝑘 𝑗

我们接下来想要去说明
[
𝐾 : 𝐾 ∩ 𝑔−1𝐻𝑔

]
= 𝑟就要去说明𝐾 ∩ 𝑔−1𝐻𝑔在𝐾中与𝐻在𝐻𝑔𝐾中是共用同一组指标的

而我们已经说明了𝐻𝑔𝑘𝑖 = 𝐻𝑔𝑘 𝑗 ⇐⇒
(
𝑔−1𝐻𝑔 ∩ 𝐾

)
𝑘𝑖 =

(
𝑔−1𝐻𝑔 ∩ 𝐾

)
𝑘 𝑗

故我们说明了
(
𝑔−1𝐻𝑔 ∩ 𝐾

)
𝑘𝑖 (1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑟)是𝐾中一组两两不交的陪集

故我们剩下的是𝐾是否就等于这些陪集的并呢

此时
(
𝑔−1𝐻𝑔

)
𝐾 =

(
𝑔−1𝐻𝑔

)
𝑘1 ⊔ · · · · · ·

=⇒ 𝐾 ∩
(
𝑔−1𝐻𝑔

)
𝐾 =

[
𝐾 ∩

(
𝑔−1𝐻𝑔

)
𝑘1

]
⊔ · · · · · ·

=⇒ 𝐾 =
[
𝐾 ∩

(
𝑔−1𝐻𝑔

)]
𝑘1 ⊔ · · · · · ·

(
这里很重要运用吸收关系

)
即把𝐾切实的分解为了

[
𝐾 ∩

(
𝑔−1𝐻𝑔

)]
的并

=⇒
[
𝐾 : 𝐾 ∩ 𝑔−1𝐻𝑔

]
= 𝑟

故 |𝐻𝑔𝐾 | = |𝐻 | ·
[
𝐾 : 𝐾 ∩ 𝑔−1𝐻𝑔

]
同理可以证明另一边

我们来证明双陪集分解的确是存在的分解了𝐺其中 |𝐺 | = 𝑛

首先我们认识到𝐺 =
𝑛⋃
𝑖=1

𝐻𝑔𝑖𝐾接下来我们需要从中弄出一些两两不交的陪集

我们下面说明𝐻𝑔1𝐾 ∩ 𝐻𝑔2𝐾 ≠ ⊘ ⇐⇒ 𝐻𝑔1𝐾 = 𝐻𝑔2𝐾

一方面

若𝐻𝑔1𝐾 ∩ 𝐻𝑔2𝐾 ≠ ⊘那么ℎ1𝑔1𝑘1 = ℎ2𝑔2𝑘2 =⇒ 𝑔1 = ℎ−11 ℎ2𝑔2𝑘2𝑘
−1
1

此时∀ℎ𝑔1𝑘 ∈ 𝐻𝑔1𝐾我们有ℎ𝑔1𝑘 = ℎℎ−11 ℎ2𝑔2𝑘2𝑘
−1
1 𝑘 ∈ 𝐻𝑔2𝐾 =⇒故𝐻𝑔1𝐾 ⊆ 𝐻𝑔2𝐾同理可证另一边

=⇒ 𝐻𝑔1𝐾 = 𝐻𝑔2𝐾

另一方面是显然的

故的确可以分解为双陪集的无交并其中等价关系即𝑥 ∼ 𝑦 ⇐⇒ 𝑥 ∈ 𝐻𝑦𝐾

Theorem 2.26 (群陪集分割相同代表元定理)

设𝐻是群𝐺的指数为𝑛的子群，证明：存在𝑔1, · · · , 𝑔𝑛 ∈ 𝐺使得𝐺 =
𝑛⋃
𝑖=1

𝑔𝑖𝐻 =
𝑛⋃
𝑖=1

𝐻𝑔𝑖 .

Proof 由𝐻 < 𝐺，从而可知，存在𝐺的双陪集分解，使得𝐺 =
⋃

𝐴𝑔𝐴

而事实上我们进一步可以将每个𝐴𝑔𝐴看作若干不交陪集的并,即存在𝑎𝑖 , 𝑏𝑖 ∈ 𝐴使得𝐴𝑔𝐴 =
⋃

𝐴𝑔𝑎𝑖 =
⋃

𝑏𝑖𝑔𝐴

进而可得到划分的陪集均有
[
𝐴 : 𝐴 ∩ 𝑔𝐴𝑔−1

]
个,从而我们可以考虑𝐴𝑔𝐴 =

⋃
𝐴𝑏𝑖𝑔𝑎𝑖 =

⋃
𝑏𝑖𝑔𝑎𝑖𝐴

其中利用了𝐴𝑏𝑖 = 𝑎𝑖𝐴 = 𝐴

从而我们对双陪集分解中的每个𝑔，都可以选取出与𝑔有关的𝑏𝑖 , 𝑎𝑖使得𝐺 =
⋃

𝐴𝑔𝐴 =
⋃⋃

𝐴𝑏𝑖𝑔𝑎𝑖 =
⋃⋃

𝑏𝑖𝑔𝑎𝑖𝐴

则考虑𝑔1 · · · , 𝑔𝑛选取为所有𝑏𝑖𝑔𝑎𝑖即可．
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2.7 正规子群与商群

Definition 2.32 (正规子群与平凡正规子群)
设𝐻是𝐺的一个子群,如果∀𝑎 ∈ 𝐺, 𝑎𝐻 = 𝐻𝑎,那么,称𝐻是𝐺的一个正规子群 (或称正规子群),记作𝐻 ⊳ 𝐺.

对于正规子群𝐻来说,因为其左陪玤𝑎𝐻和右陪集𝐻𝑎都相等,我们就不必区分左、右陪集,通常称为𝐻的陪集.

任意一个群𝐺,单位元子群{𝑒}与𝐺双身都是𝐺的正规子群.因为∀𝑎 ∈ 𝐺,有
𝑎𝐺 = 𝐺 = 𝐺𝑎, 𝑎{𝑒} = {𝑎𝑒} = {𝑎} = {𝑒𝑎} = {𝑒}𝑎.
我们称这两个正规子群为群𝐺的平凡正规子群.

Proposition 2.30 (交换群的任何子群都是正规子群)
交换群𝐺的任意子群𝐻都是𝐺的正规子群.因为∀𝑎 ∈ 𝐺,有𝑎𝐻 = {𝑎ℎ | ℎ ∈ 𝐻} = {ℎ𝑎 | ℎ ∈ 𝐻} = 𝐻𝑎.

Theorem 2.27 (正规子群的判定定理)
设𝐻是𝐺的子群,则下面四个条件等价

(1)𝐻是𝐺的正规子群
(2)∀𝑎 ∈ 𝐺,有𝑎𝐻𝑎−1 = 𝐻

(3)∀𝑎 ∈ 𝐺,有𝑎𝐻𝑎−1 ⊆ 𝐻

(4)∀𝑎 ∈ 𝐺,∀ℎ ∈ 𝐻,有𝑎ℎ𝑎−1 ∈ 𝐻.

Proof 证明我们按照如下途径证明 : (1) ⇒ (2) ⇒ (3) ⇒ (4) ⇒ (1).
(1) ⇒ (2)因𝐻是𝐺的正规子群，故对于∀𝑎 ∈ 𝐺有𝑎𝐻 = 𝐻𝑎,于是𝑎𝐻𝑎−1 = (𝑎𝐻)𝑎−1 = (𝐻𝑎)𝑎−1 = 𝐻

(
𝑎𝑎−1

)
= 𝐻𝑒 = 𝐻.

(2) ⇒ (3)显然.
(3) ⇒ (4)由于𝑎𝐻𝑎−1 ⊆ 𝐻,故∀𝑎 ∈ 𝐺,∀ℎ ∈ 𝐻,有𝑎ℎ𝑎−1 ∈ 𝐻.
(4) ⇒ (1)任意取定𝑎 ∈ 𝐺,要证𝑎𝐻 = 𝐻𝑎.对于∀𝑎ℎ ∈ 𝑎𝐻,由于𝑎ℎ𝑎−1 ∈ 𝐻,则存在ℎ1 ∈ 𝐻,使𝑎ℎ𝑎−1 = ℎ1 ⇒ 𝑎ℎ = ℎ1𝑎 ∈ 𝐻𝑎 ⇒ 𝑎𝐻 ⊆ 𝐻𝑎;

另一方面,∀ℎ𝑎 ∈ 𝐻𝑎,由于𝑎−1ℎ𝑎 = 𝑎−1ℎ
(
𝑎−1

)−1 ∈ 𝐻,故存在ℎ2 ∈ 𝐻,使𝑎−1ℎ𝑎 = ℎ2 ⇒ ℎ𝑎 = 𝑎ℎ2 ∈ 𝑎𝐻 ⇒ 𝐻𝑎 ⊆ 𝑎𝐻.
所以,对于∀𝑎 ∈ 𝐺,有𝑎𝐻 = 𝐻𝑎.从而证得𝐻是𝐺的正规子群。

Example 2.13 正规子群不具有传递性例子

设𝐺 =

{(
𝑟 𝑠

0 1

)
|𝑟, 𝑠 ∈ Q, 𝑟 ≠ 0

}
.

则𝐺对于矩阵的乘法运算作成一个群且

(
𝑟 𝑠

0 1

)−1
=

(
𝑟−1 −𝑟−1𝑠
0 1

)
令𝐻 =

{(
1 𝑡

0 1

)
| 𝑡 ∈ Q

}
容易验证𝐻是𝐺的一个子群.

因为∀
(
𝑟 𝑠

0 1

)
∈ 𝐺,

(
1 𝑡

0 1

)
∈ 𝐻,有

(
𝑟 𝑠

0 1

) (
1 𝑡

0 1

) (
𝑟 𝑠

0 1

)−1
=

(
𝑟 𝑟𝑡 + 𝑠
0 1

) (
𝑟−1 −𝑟−1𝑠
0 1

)
=

(
1 𝑟𝑡

0 1

)
∈ 𝐻.

得𝐻是𝐺的正规子群 (这样验证正规子群要比利用其他条件方便些,请读者自行比较).
我们有𝐻是𝐺的正规子群.

令𝐾 =

{(
1 𝑛

0 1

)
| 𝑛 ∈ Z

}
容易验证𝐾是𝐻的一个子群.
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由于∀
(
1 𝑠

0 1

)
,

(
1 𝑡

0 1

)
∈ 𝐻,有

(
1 𝑠

0 1

) (
1 𝑡

0 1

)
=

(
1 𝑠 + 𝑡
0 1

)
=

(
1 𝑡

0 1

) (
1 𝑠

0 1

)
所以𝐻是一个交换群,从而得𝐻的任意子群必是正规子群,所以𝐾也是𝐻的正规子群.

但是, 𝐾不是𝐺的正规子群.

例如,我们取

(
1 1

0 1

)
∈ 𝐾,

(
0.5 1

0 1

)
∈ 𝐺,则

(
0.5 1

0 1

) (
1 1

0 1

) (
0.5 1

0 1

)−1
=

(
1 0.5

0 1

)
∉ 𝐾.

Example 2.14 子群不是正规子群的例子
1.群𝐺 = 𝑆3 𝐻 < 𝐺 𝐻 = {(1) , (12)} (13) 𝐻 ≠ (𝐻) (13)

Proposition 2.31 (子群的积–子群与正规子群命题)
定义 ⟨𝐻 ∪ 𝐾⟩ = 𝐻 ∨ 𝐾
1.𝐻 ◁ 𝐺且𝐾 < 𝐺 =⇒ 𝐻𝐾 < 𝐺且𝐾𝐻 < 𝐺

2.𝐻 ◁ 𝐺且𝐾 ◁ 𝐺 =⇒ 𝐻𝐾 ◁ 𝐺且𝐾𝐻 ◁ 𝐺

3.𝐻 ◁ 𝐺且𝐾 ◁ 𝐺 =⇒ (𝐻 ∩ 𝐾) ⊳ 𝐺
4.𝐻 < 𝐺且𝑁 ◁ 𝐺 =⇒ 𝐻 ∩ 𝑁 ◁ 𝐻

5.𝐻 < 𝐺且𝑁 ◁ 𝐺 =⇒ 𝑁 ◁ 𝐻𝑁

6.𝐻 < 𝐺且𝐾 ◁ 𝐺 =⇒ ⟨𝐻 ∪ 𝐾⟩ = 𝐻 ∨ 𝐾 = 𝐻𝐾 = 𝐾𝐻且有𝐾为𝐻 ∨ 𝐾的正规子群
7.𝐻 < 𝐺且𝐾 ◁ 𝐺且𝐻 ∩ 𝐾 = {𝑒} =⇒ 𝐻与𝐾的元素乘积可交换

该命题指出两个子群的积未必是子群但是若有一个子群变为正规子群即可,更进一步积也会变为正规子群

Proof 该命题指出两个子群的积未必是子群但是若有一个子群变为正规子群即可,更进一步积也会变为正规子群
我们在这特别指出在子群那一节我们就已经知道了两个子群的积未必是𝐺的子群

两个子群的交一定为𝐺子群

4.

显然𝐻 ∩ 𝑁 ⊂ 𝐻其次𝐻 ∩ 𝑁 < 𝐻这是因为𝐻，𝑁分别是子群就可以做到了

其次正规性 : ∀ℎ ∈ 𝐻和𝑎 ∈ 𝐻 ∩ 𝑁 𝑊𝑇𝑆 : ℎ𝑎ℎ−1 ∈ 𝐻 ∩ 𝑁(
一方面𝑎 ∈ 𝐻因为𝐻是子群所以ℎ𝑎ℎ−1 ∈ 𝐻另一方面由𝑁为正规子群所以 ∈ 𝑁

)
5.

显然𝑁 ⊂ 𝐻𝑁首先𝑁 < 𝐻𝑁因为𝑁是子群就可以了再证正规性 : ∀ℎ𝑛 ∈ 𝐻𝑁 ∀𝑛1 ∈ 𝑁 𝑊𝑇𝑆 : ℎ𝑛𝑛1 (ℎ𝑛)−1 ∈ 𝑁
ℎ𝑛𝑛1 (ℎ𝑛)−1 = ℎ𝑛𝑛1𝑛

−1︸  ︷︷  ︸
∈𝑁

ℎ−1由𝑁正规性即可

6.显然的𝐻𝐾 (𝐾𝐻) ⊆ 𝐻 ∨ 𝐾
且对于∀𝑥 ∈ 𝐻 ∨ 𝐾则𝑥 = ℎ1𝑘1 · · · ℎ𝑠𝑘𝑠(
事实上本来应该写为𝑥 = 𝑡1 · · · 𝑡𝑙其中𝑡𝑖 ∈ 𝐻或𝐾的形式但是我们这种手法也可以无非是可以取其中一些为单位元

)
而ℎ−11 𝑘1ℎ1 ∈ 𝐾记ℎ1𝑘1ℎ−11 = 𝑘 ′1 =⇒ ℎ1𝑘1 = 𝑘 ′1ℎ1

则𝑥 = ℎ1𝑘1 · · · ℎ𝑠𝑘𝑠 = 𝑘 ′1 · · · 𝑘 ′𝑠ℎ1 · · · ℎ𝑠 ∈ 𝐾𝐻
则𝐾𝐻 = (𝐻𝐾) = 𝐻 ∨ 𝐾
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Proposition 2.32
设𝐻是𝐺的一个正规子群, 𝐺/𝐻表示𝐻的所有左陪集作成的集合,即𝐺/𝐻 = {𝑎𝐻 | 𝑎 ∈ 𝐺}
则𝐺/𝐻关于运算 : ∀𝑎𝐻, 𝑏𝐻 ∈ 𝐺/𝐻, (𝑎𝐻)(𝑏𝐻) = (𝑎𝑏)𝐻作成一个群.

Proof 首先我们来证明运算的定义是合理的.如果𝑎1𝐻 = 𝑎2𝐻, 𝑏1𝐻 = 𝑏2𝐻那么有𝑎1𝑎−12 ∈ 𝐻且𝑏1𝑏−12 ∈ 𝐻
下证𝑎1𝑏1𝐻 = 𝑎2𝑏2𝐻即要证𝑎1𝑏1 (𝑎2𝑏2)−1 ∈ 𝐻此时𝑎1𝑏1𝑏−12︸ ︷︷ ︸

∈𝐻

𝑎−12 = 𝑎1𝐻𝑎
−1
2 = 𝐻𝑎1︸              ︷︷              ︸
正规子群

𝑎−12 ∈ 𝐻

1.封闭性显然

2.验证结合律 [(𝑎1𝐻) (𝑎2𝐻)] (𝑎3𝐻) = [𝑎1𝑎2𝐻] (𝑎3𝐻) = ( [𝑎1𝑎2] 𝑎3) 𝐻 = (𝑎1) 𝑎2𝑎3𝐻 = (𝑎1𝐻) [(𝑎2𝐻) (𝑎3𝐻)]关键是𝑎元素在𝐺只能够有结合律
3.单位元显然为𝑒𝐻 = 𝐻

4.𝑎𝐻的逆元显然为𝑎−1𝐻

Definition 2.33 (商群定义)
由群𝐺的正规子群𝐻的所有陪集作成的商集合𝐺/𝐻作成的群,叫做𝐺关于正规子群𝐻的商群
其代数运算为 (𝑎𝐻) (𝑏𝐻) = (𝑎𝑏)𝐻,∀𝑎𝐻, 𝑏𝐻 ∈ 𝐺/𝐻 我们特别指出该商群是由正规子群诱导出来的

Property
因为子群𝐻在𝐺中的指数 [𝐺 : 𝐻]就是𝐻的陪集个数,即𝐺/𝐻中所含元素个数就是𝐻在𝐺中的指数,也就是说|𝐺/𝐻 | = [𝐺 : 𝐻] .
当𝐺为有限群时,根据𝐿𝑎𝑔𝑟𝑎𝑛𝑔𝑒定理有|𝐺 | = |𝐺/𝐻 | · |𝐻 |.

Example 2.15一般子群一般不可诱导出商群例子
𝑆3中

(1) 𝐻 = (12) 𝐻 = {(1) , (12)}
(13) 𝐻 = (123) 𝐻 = {(13) , (123)}
(23) 𝐻 = (132) 𝐻 = {(23) , (132)}
但是 [(1) 𝐻] [(13) 𝐻] = (13) 𝐻而 [(12) 𝐻] [(123) 𝐻] = (23) 𝐻

Example 2.16设𝐺 = (Z, +), 𝐻 = (𝑚) = {𝑘𝑚 | 𝑘 ∈ Z},则𝐻是Z的一个正规子群, 𝐻在Z中的陪集恰有𝑚个

即商群𝐺/𝐻有𝑚个元素 : 𝐻, 1+𝐻, 2+𝐻, · · · , (𝑚−1)+𝐻,其中ℎ+𝐻 = {ℎ+𝑘𝑚 | 𝑘 ∈ Z},恰好是ℎ所在的以𝑚为模的剩余类ℎ̄,即ℎ+𝐻 =

ℎ̄.

所以作为集合,我们有Z𝑚 = Z/𝐻 = Z/(𝑚).而且以𝑚为模的剩余类的运算与陪集的运算是一致的,所以,作为加群仍有Z𝑚 = Z/𝐻 =

Z/(𝑚).

Proposition 2.33 (交换群与循环群商群的性质)
1.设𝐺是交换群,那么𝐺的商群仍是交换群

2.证明循环群的商群仍是循环群。

Proof 设𝐺的商群为𝐺/𝑁,其中𝑁是𝐺的一个正规子群。∀𝑎𝑁, 𝑏𝑁 ∈ 𝐺/𝑁,则𝑎𝑁𝑏𝑁 = 𝑎𝑏𝑁 = 𝑏𝑎𝑁 = 𝑏𝑁𝑎𝑁所以, 𝐺/𝑁是交换群

设𝐺的商群为𝐺/𝑁,其中𝑁是𝐺的一个正规子群。∀𝑥𝑁 ∈ 𝐺/𝑁, 𝑥 ∈ 𝐺,因为𝐺是循环群,则可设𝐺 = (𝑎)
那么𝑥可表示成𝑎𝑛,从而有𝑥𝑁 = 𝑎𝑛𝑁 = (𝑎𝑁)𝑛。由此证得𝐺的商群𝐺/𝑁是由元素𝑎𝑁生成的循环群,即𝐺/𝑁 = (𝑎𝑁)
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Example 2.17 每一个子群都是正规子群

设𝐺含有8个元素 : ±
(
1 0

0 1

)
,±

(
𝑖 0

0 −𝑖

)
,±

(
0 1

−1 0

)
,±

(
0 𝑖

𝑖 0

)
, (其中𝑖2 = −1)

𝐺关于矩阵乘法作成一个群,并且𝐺的每一个子群都是正规子群。

Proof

因为结合律成立、单位元

(
1 0

0 1

)
存在,且每个矩阵都是可逆矩阵是显然的

所以,要证明𝐺关于矩阵乘法作成一个群,关键是验证运算的封闭性这点验证即可

下面证明𝐺的任意子群都是正规子群

因为𝐺的单位元是𝐸而且 − 𝐸是2阶元,其余的6个元素 ± 𝐴,±𝐵,±𝐶都是四阶元
设𝐻是8阶群𝐺的子群,则𝐻只可能是1阶子群, 2阶子群, 4阶子群以及8阶子群

当𝐻分别是1阶子群和8阶时, 𝐻 = {𝐸}, 𝐻 = 𝐺为平凡子群,是正规子群;

当𝐻是2阶子群时,因为素数阶群是循环群,则𝐻是由一个2阶元生成的,而𝐺中的2阶元只有 − 𝐸,所以, 𝐺的2阶阶子群𝐻只能是 {𝐸,−𝐸}
因为𝐸与 − 𝐸与任何矩阵都可交换,所以, 𝐻是𝐺的正规子群;

当𝐻是4阶子群时,则𝐻在𝐺中的指数 [𝐺 : 𝐻] = 2,则可知𝐻是𝐺的正规子群

综上所述, 𝐺的每一个子群𝐻都是正规子群。

我们也可以换一个观点来看待正规子群.给定𝐺的子群𝐻,我们定义𝐺上元素的等价关系𝑎𝑅𝑏 ⇔ 𝑎−1𝑏 ∈ 𝐻从而得到𝐺/𝐻.
要把𝐺的乘法自然地诱导成𝐺/𝐻上的乘法就需要满足 : 𝑎𝑅𝑏, 𝑐𝑅𝑑,是否一定有𝑎𝑐𝑅𝑏𝑑?

如果是这样,陪集空间就可以把𝐺上的运算继承下来.为此我们引入比等价关系更进一步的二元关系一一同余关系.

Definition 2.34 (同余关系)
设集合𝐴中有二元运算∗,如果𝐴的一个等价关系𝑅在该运算下仍然保持,即对任意𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 ∈ 𝐴, 𝑎𝑅𝑏, 𝑐𝑅𝑑 =⇒ (𝑎∗𝑐)𝑅(𝑏∗𝑑)
则称𝑅为𝐴关于运算 ∗的一个同余关系.此时, 𝑎所在的等价类𝑎,也叫作𝑎的同余类.
显然同余关系是一个等价关系可以来划分

Theorem 2.28
设𝐺是群, 𝐻 < 𝐺,则下列条件等价 :

(1)𝐻 ⊳ 𝐺;

(2)对任意𝑔 ∈ 𝐺, 𝑔𝐻 = 𝐻𝑔;

(3)对任意𝑎, 𝑏 ∈ 𝐺, 𝑎𝐻 · 𝑏𝐻 = 𝑎𝑏𝐻.这里𝑎𝐻 · 𝑏𝐻 = {𝑎ℎ1𝑏ℎ2 | ℎ1, ℎ2 ∈ 𝐻} .

Proof (1) ⇒ (2).因𝐻 ⊳ 𝐺,故对任意𝑔 ∈ 𝐺, ℎ ∈ 𝐻,有𝑔ℎ = 𝑔ℎ𝑔−1𝑔 ∈ 𝐻𝑔; ℎ𝑔 = 𝑔𝑔−1ℎ𝑔 ∈ 𝑔𝐻.故𝑔𝐻 = 𝐻𝑔.

(2) ⇒ (3).由 (2)有𝐻𝑏 = 𝑏𝐻,故𝑎𝐻 · 𝑏𝐻 = 𝑎(𝐻𝑏)𝐻 = 𝑎(𝑏𝐻)𝐻 = (𝑎𝑏)𝐻𝐻 = 𝑎𝑏𝐻.

(3) ⇒ (1).已知𝐻 < 𝐺,对任意𝑔 ∈ 𝐺, ℎ ∈ 𝐻,由 (3)可得𝑔ℎ𝑔−1 = 𝑔ℎ𝑔−1𝑒 ∈ 𝑔𝐻 · 𝑔−1𝐻 = 𝑔𝑔−1𝐻 = 𝑒𝐻 = 𝐻.因此𝐻 ⊳ 𝐺.

由上述定理知,当且仅当𝐻是𝐺的正规子群

任两个左陪集的乘积一定是一个左陪集,并且乘积的代表元就是原来两个左陪集代表元的乘积.

于是我们可以在左陪集空间𝐺/𝐻上定义乘法𝑎𝐻 · 𝑏𝐻 = 𝑎𝑏𝐻.

Theorem 2.29
设𝐺是群, 𝐻 ⊳ 𝐺,则𝐺/𝐻对上述运算构成一个群,称为𝐺对𝐻的商群.

Proof 因为𝐻是𝐺的正规子群,根据前面的讨论,上面的运算是合理的.
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又对任意𝑎𝐻, 𝑏𝐻, 𝑐𝐻 ∈ 𝐺/𝐻有 (𝑎𝐻 · 𝑏𝐻) · 𝑐𝐻 = 𝑎𝑏𝐻 · 𝑐𝐻 = (𝑎𝑏𝑐)𝐻 = 𝑎𝐻 · (𝑏𝑐)𝐻 = 𝑎𝐻 · (𝑏𝐻 · 𝑐𝐻).
于是,结合律成立.其次, 𝑒𝐻 = 𝐻是这一运算的左么元,因为对任意𝑎𝐻 ∈ 𝐺/𝐻,有𝑒𝐻 · 𝑎𝐻 = (𝑒𝑎)𝐻 = 𝑎𝐻.

再次, 𝐺/𝐻中任一元𝑎𝐻有左逆元𝑎−1𝐻,因为𝑎−1𝐻 · 𝑎𝐻 =
(
𝑎−1𝑎

)
𝐻 = 𝑒𝐻,所以,左陪集空间𝐺/𝐻构成一个群.

Theorem 2.30 (群同态下正规子群的性质)
设 𝑓 : 𝐺 → 𝐺′是一个群同态映射,且𝐻 ⊳ 𝐺, 𝐻′ ⊳ 𝐺′,那么

(1) 𝑓 −1 (𝐻′) ⊳ 𝐺
(2) 𝑓为满同态时, 𝑓 (𝐻) ⊳ 𝐺′

Proof 由前文知 : 𝑓 −1 (𝐻′) < 𝐺, 𝑓 (𝐻) < 𝐺′,因此只需证明正规性

(1)∀𝑥 ∈ 𝐺, 𝑎 ∈ 𝑓 −1 (𝐻′) ,即 𝑓 (𝑎) ∈ 𝐻′,所以 𝑓
(
𝑥𝑎𝑥−1

)
= 𝑓 (𝑥) 𝑓 (𝑎) 𝑓

(
𝑥−1

)
= 𝑓 (𝑥) 𝑓 (𝑎) [ 𝑓 (𝑥)]−1,其中 𝑓 (𝑥) ∈ 𝐺′

因为𝐻′是𝐺′的正规子群,从而有 𝑓 (𝑥) 𝑓 (𝑎) [ 𝑓 (𝑥)]−1 ∈ 𝐻′,得𝑥𝑎𝑥−1 ∈ 𝑓 −1 (𝐻′)。证得 𝑓 −1 (𝐻′) ⊳ 𝐺
(2)∀𝑥′ ∈ 𝐺′, 𝑎′ ∈ 𝑓 (𝐻),则存在𝑎 ∈ 𝐻, 𝑥 ∈ 𝐺, 𝑓 (𝑥) = 𝑥′, 𝑓 (𝑎) = 𝑎′,由于 (𝑥′) 𝑎′ (𝑥′)−1 = 𝑓 (𝑥) 𝑓 (𝑎) [ 𝑓 (𝑥)]−1 = 𝑓

(
𝑥𝑎𝑥−1

)
因为𝐻是𝐺的正规子群,从而有𝑥𝑎𝑥−1 ∈ 𝐻,即 (𝑥′) 𝑎′ (𝑥′)−1 = 𝑓

(
𝑥𝑎𝑥−1

)
∈ 𝑓 (𝐻).证得则 𝑓 (𝐻)是𝐺′的正规子群。

Corollary 2.8

♡

群𝐺, 𝐻 < 𝐺 𝐻′ < 𝐺′ 𝑓 : 𝐺 → 𝐺′

那么𝐾𝑒𝑟 𝑓 ⊳ 𝐻

Example 2.18同态不是满同态正规性无法传递例子
设 𝑓 : 𝐺 → 𝐺′是群满同态, 𝑁是𝐺的不变子群

举例说明,如果 𝑓不是满射的时候, 𝑓 (𝑁)不一定是𝐺′的不变子群。

例如,取 G = 𝑆3, 𝐻 = 𝐴3, 𝐺′ = 𝑆4, 𝑓 (𝑥) = 𝑥 ∈ 𝑆4 (𝑥 ∈ 𝑆3) ,则𝐴3是𝑆3的不变子群,但是 f (𝐴3) = 𝐴3却不是𝑆4的不变子群。
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2.8 共轭类，中心化子等

Definition 2.35 (共轭类与共轭子群)
设𝐻是群𝐺的一个子群

(1)对于每一个𝑎 ∈ 𝐺,集合𝑎𝐻𝑎−1是一个𝐺的子群 (称它为𝐻的共轭子群),并且𝐻 � 𝑎𝐻𝑎−1

(2)设𝐴, 𝐵是群𝐺中的两个子集,若存在𝑔 ∈ 𝐺使得𝑔𝐴𝑔−1 = 𝐵则称𝐴和𝐵共轭

不难看看出共轭关系是等价关系,每个等价类被称为共轭类

Proof (1)先证𝑎𝐻𝑎−1是一个𝐺的子群。∀𝑎ℎ1𝑎−1, 𝑎ℎ2𝑎−1 ∈ 𝑎𝐻𝑎−1

有
(
𝑎ℎ1𝑎

−1) (
𝑎ℎ2𝑎

−1) = 𝑎 (ℎ1ℎ2) 𝑎−1 ∈ 𝑎𝐻𝑎−1
(
𝑎ℎ1𝑎

−1)−1 = 𝑎ℎ−11 𝑎−1 ∈ 𝑎𝐻𝑎−1,
所以, 𝑎𝐻𝑎−1是一个𝐺的子群

再证𝐻 � 𝑎𝐻𝑎−1

作映射 𝑓 : H → Ha−1, ℎ ↦→ 𝑎ℎ𝑎−1,易知 𝑓是一个一一映射

𝑓保持运算,因为∀ℎ1, ℎ2 ∈ 𝐻,有 𝑓 (ℎ1ℎ2) = 𝑎 (ℎ1ℎ2) 𝑎−1 =
(
𝑎ℎ1𝑎

−1) (
𝑎ℎ2𝑎

−1) = 𝑓 (ℎ1) 𝑓 (ℎ2)

Definition 2.36 (正规化子，中心化子，中心)
设𝑀是群𝐺的子集.则

1.令𝑁𝐺 (𝑀) =
{
𝑔 ∈ 𝐺 | 𝑔𝑀𝑔−1 = 𝑀

}
是𝐺的子群,叫做𝑀的正规化子.

2.令𝐶𝐺 (𝑀) =
{
𝑔 ∈ 𝐺 | 𝑔−1𝑎𝑔 = 𝑎,∀𝑎 ∈ 𝑀

}
= {𝑔 ∈ 𝐺 | 𝑎𝑔 = 𝑔𝑎,∀𝑎 ∈ 𝑀} ;这也是𝐺的子群,叫做𝑀的中心化子.

由于𝑔−1𝑎𝑔 = 𝑎相当于𝑎𝑔 = 𝑔𝑎,从而𝐶𝐺 (𝑀)即是𝐺中与𝑀中每个元素均可换的元素全体.
3.因此𝐶𝐺 (𝐺)中元素就是与𝐺中每个元素均可交换的那些元素,这叫做𝐺的中心元素而子群𝐶 (𝐺) = 𝐶𝐺 (𝐺)叫做𝐺的中心.

Corollary 2.9

♡

1.𝐺为阿贝尔群⇐⇒ 𝐺 = 𝐶 (𝐺).所以, 𝐶 (𝐺)的大小反映了群𝐺的交换性程度.
2.显然𝐶𝐺 ◁ 𝐺

3.又由定义知𝐶𝐺 (𝑀) < 𝑁𝐺 (𝑀).并且对单个元素集𝑎 ∈ 𝐺,𝐶𝐺 (𝑎) = 𝑁𝐺 (𝑎).

Theorem 2.31 (共轭与中心化与正规化联系)
1.设𝑀是群𝐺的子集,则与𝑀共轭的子集个数等于 [𝐺 : 𝑁𝐺 (𝑀)] .

(
若𝑀 < 𝐺那么𝑀的共轭子群个数即为 [𝐺 : 𝑁𝐺 (𝑀)]

)
2.特殊地设𝑎 ∈ 𝐺,则与𝑎共轭的元素个数等于 [𝐺 : 𝑁𝐺 (𝑎)] = [𝐺 : 𝐶𝐺 (𝑎)]
3.若𝐻 < 𝐺那么不仅有𝑁𝐺 (𝐻) < 𝐺且𝐻 ⊳ 𝑁𝐺 (𝐻);
4.𝐻 ⊳ 𝐺 ⇐⇒ 𝑁𝐺 (𝐻) = 𝐺.

Proof 证明与𝑀共轭的子集有形式𝑔−1𝑀𝑔(𝑔 ∈ 𝐺).但是
𝑔−1𝑀𝑔 = 𝑔′−1𝑀𝑔′ ⇔ 𝑔′𝑔−1𝑀𝑔𝑔′−1 = 𝑀

⇔ 𝑔𝑔′−1 ∈ 𝑁𝐺 (𝑀)

⇔ 𝑁𝐺 (𝑀)𝑔 = 𝑁𝐺 (𝑀)𝑔′.
从而𝑀的共轭子集数等于𝐺对𝑁𝐺 (𝑀)的陪集个数.证毕.
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Definition 2.37 (自然同态)
给定𝐺的正规子群𝐻,即 (𝐻 ⊳ 𝐺)则自然同态𝜋 : 𝐺 → 𝐺/𝐻 𝑔 ↦→ 𝑔𝐻

1.𝜋是满同态

2.Ker𝜋 = 𝐻

Proof 1.满同态显然因为𝐺/𝐻元素是陪集自然分拆了整个𝐺
2.𝐾𝑒𝑟𝜋 =

{
𝑔 : 𝑔 ∈ 𝐺且𝑔𝐻 = 𝑒𝐻 = 𝐻

}
= {𝑔 : 𝑔 ∈ 𝐺, 𝑔 ∈ 𝐻} = 𝐻

Proposition 2.34
设𝐺是有限群, 𝐻是𝐺的𝑛阶子群,如果𝐻是𝐺仅有的一个𝑛阶子群,则𝐻是𝐺的正规子群

Proof 由正规子群的判定定理得到一个子群是正规子群当且仅当其共轭群是其自己
但根据我们上文已经知道了一个子群的共轭子群与其自身同构

因而只有一个𝑛阶子群所以其共轭子群是自己所以为正规子群

� Exercise 2.6在𝑆4中,求出所有分𝐻 = {(1), (123), (132)}共轭的子群

Definition 2.38 (内自同构群,外自同构群)
设𝐺为群, 𝑎 ∈ 𝐺,定义映射 Ad𝑎 : 𝐺 → 𝐺为 Ad𝑎 (𝑔) = 𝑎𝑔𝑎−1, ∀𝑔 ∈ 𝐺,则
1.Ad𝑎 ∈ Aut(𝐺),称为由𝑎决定的内自同构或者说由 a诱导的共轭映射.
2.记 Inn(𝐺) = {Ad𝑎 | 𝑎 ∈ 𝐺} ,则 Inn(𝐺)为 Aut(𝐺)的正规子群,称为𝐺的内自同构群.
3.商群 Aut(𝐺)/Inn(𝐺)称为𝐺的外自同构群,记为𝑂𝑢𝑡𝐺.
4.内自同构群 ln n(𝐺)的一个性质 : Inn(𝐺) � 𝐺 (若𝐾𝑒𝑟𝜓 = 𝐶 (𝐺)则Inn(𝐺) � 𝐺/𝐶 (𝐺))

其中具有如下性质 : Ad𝑎𝑏 = Ad𝑎Ad𝑏 (Ad𝑎)−1 = Ad𝑎−1 𝐼𝑛𝑛 (𝐺)中幺元为 Ad𝑒 = 𝑖𝑑
且若𝐺为交换群那么𝐼𝑛𝑛𝐺 = {Ad𝑎 | 𝑎 ∈ 𝐺} = {𝑖𝑑}

Proof 1◦首先,对任意𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐺,有 Ad𝑎Ad𝑏 (𝑐) = 𝑎
(
𝑏𝑐𝑏−1

)
𝑎−1 = (𝑎𝑏)𝑐(𝑎𝑏)−1 = Ad𝑎𝑏 (𝑐).因此 Ad𝑎Ad𝑏 = Ad𝑎𝑏 .

(
封闭性

)
2◦于是 Ad𝑎−1Ad𝑎 = Ad𝑎Ad𝑎−1 = Ad𝑒 = id.因此 Ad𝑎是双射,其逆是 Ad𝑎−1 .
3◦其次,对任意𝑔, ℎ ∈ 𝐺,有 Ad𝑎 (𝑔ℎ) = 𝑎𝑔ℎ𝑎−1 = 𝑎𝑔𝑎−1𝑎ℎ𝑎−1 = Ad𝑎 (𝑔)Ad𝑎 (ℎ)
因此 Ad𝑎 ∈ Aut(𝐺). (2◦3◦)
4◦进一步,Ad𝑎 (Ad𝑏)−1 = Ad𝑎Ad𝑏−1 = Ad𝑎𝑏−1 ∈ Inn(𝐺).
因此 Inn(𝐺) < Aut(𝐺).
又对任意𝜑 ∈ Aut(𝐺), 𝑎, 𝑔 ∈ 𝐺,有𝜑Ad𝑎𝜑−1 (𝑔) = 𝜑

(
𝑎𝜑−1 (𝑔)𝑎−1

)
= 𝜑(𝑎)𝑔𝜑(𝑎)−1 = Ad𝜑 (𝑎) (𝑔).

所以𝜑Ad𝑎𝜑
−1 = Ad𝜑 (𝑎) ∈ Inn(𝐺).故 Inn(𝐺) ⊳ Aut(𝐺).

设𝜓 : 𝐺 → Inn(𝐺), 𝑎 ↦→ 𝑇𝑎 .直接验证知𝜓是双射，有𝜓(𝑎) = 𝑇𝑎，则𝜓(𝑎𝑏) = 𝑇𝑎𝑏 = 𝑇𝑎𝑇𝑏 = 𝜓(𝑎)𝜓(𝑏)，所以𝐺 � Inn(𝐺), Inn(𝐺) �
𝐺

且容易知道𝐾𝑒𝑟𝜓 = 𝐶 (𝐺) =
{
𝑎 ∈ 𝐺 | 𝑎与𝐺中任一元均可交换

}
Corollary 2.10 (正规子群的等价定义)
1.群𝐺的子群𝐻是正规子群当且仅当𝐻是𝐺到某个群的一个同态的核.

2.经过上文我们知道 :一个子群是正规子群当且仅当其共轭子群是其自身

3.𝐻 < 𝐺那么𝐻是𝐺的正规子群⇐⇒ 𝐻是𝐺中一些共轭类的并
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♡

4.𝐻 ◁ 𝐺 ⇐⇒ 𝐻的正规化子𝑁𝐺 (𝐻) = 𝐺
5.𝐻在𝐼𝑛𝑛 (𝐺)的作用下不变

Example 2.19商群同构无法在上层同构下传递例子
举例说明下面的命题不正确 :设𝐺,𝐺′是群, 𝑁 ⊳ 𝐺, 𝑁 ′ ⊳ 𝐺′,且有𝐺 ≃ 𝐺′, 𝑁 ≃ 𝑁 ′,则必有𝐺/𝑁 ≃ 𝐺′/𝑁 ′.

Proof 例如Z2 ⊗ Z4/Z2可能等于Z4可能等于Z4

Example 2.20Inn (𝐺) ≠ Aut (𝐺)例子
𝐺为 (Z, +)整数加群中因为Z为交换群所以 Inn (𝐺) = {𝑖𝑑}但是 Aut (𝐺)中至少有 ± 𝑖𝑑
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2.9 同态基本定理

Theorem 2.32 (群同态基本定理)
设 𝑓是群𝐺到𝐺′的一个同态映射

令𝑁 = Ker 𝑓 ,则存在𝐺/𝑁到𝐺′的唯一的单同态 𝑓 ∗,使得 𝑓 = 𝑓 ∗ ◦ 𝜓,其中𝜓是𝐺到𝐺/𝑁的自然同态.

Proof 令 𝑓 ∗：𝐺/𝐾𝑒𝑟 𝑓 → 𝐺′ 𝑎𝐾𝑒𝑟 𝑓 ↦→ 𝑓 (𝑎)
(I) : well − definied :任意取𝑎1Ker 𝑓 = 𝑎2Ker 𝑓 WTS : 𝑓 (𝑎1) = 𝑓 (𝑎2)
有𝑎−11 𝑎2 ∈ 𝐾𝑒𝑟 𝑓 ⇒ 𝑓

(
𝑎−11 𝑎2

)
= 𝑒′ =⇒ 𝑓 (𝑎1)−1 𝑓 (𝑎2) = 𝑒′ =⇒ 𝑓 (𝑎2) = 𝑓 (𝑎1)

(II) : 𝑓 ∗为单射即𝑤𝑒𝑙𝑙 − 𝑑𝑒 𝑓 𝑖𝑛𝑖𝑒𝑑的逆过程
(III) : 𝑓 ∗为同态 WTS : 𝑓 ∗ (𝑎1𝐾𝑒𝑟 𝑓 · 𝑎2𝐾𝑒𝑟 𝑓 ) = 𝑓 ∗ (𝑎1𝐾𝑒𝑟 𝑓 ) 𝑓 ∗ (𝑎2𝐾𝑒𝑟 𝑓 )
𝐿𝐻𝑆 = 𝑓 (𝑎1𝑎2) = 𝑓 (𝑎1) 𝑓 (𝑎2) = 𝑓 ∗ (𝑎1𝐾𝑒𝑟 𝑓 ) 𝑓 ∗ (𝑎2𝐾𝑒𝑟 𝑓 ) = 𝑅𝐻𝑆
(IV) :验证 𝑓 = 𝑓 ∗ ◦ 𝜓此时 𝑓 ∗ ◦ 𝜓 (𝑎) = 𝑓 ∗ (𝑎𝐾𝑒𝑟 𝑓 ) = 𝑓 (𝑎)
(V) :唯一性 :假设存在𝑔 𝑔 : 𝐺/𝐾𝑒𝑟 𝑓 → 𝐺′ 𝑎𝐾𝑒𝑟 𝑓 ↦→ 𝑓 (𝑎)也满足 𝑓 = 𝑔 ◦ 𝜓
那么 𝑓 (𝑎) = 𝑔 ◦ 𝜓 (𝑎) = 𝑔 (𝑎𝐾𝑒𝑟 𝑓 )与 𝑓 ∗映射法则一致

Theorem 2.33 (群同构第一基本定理)
令 𝑓 : 𝐺 → 𝐺′是一个群同态

1.ker( 𝑓 ) ⊳ 𝐺,且𝐺在 ker( 𝑓 )上的商群同构于 im( 𝑓 ),即𝐺/ker( 𝑓 ) ≃ im( 𝑓 )
2.特别地,若 𝑓是满同态,则𝐺/ker( 𝑓 ) ≃ 𝐺′

3.若 𝑓是单同态,则𝐺/{𝑒} ≃ 𝐺 ≃ im( 𝑓 )
4.若𝐺是有限群,则

|𝐺 |
|ker( 𝑓 ) | = |im( 𝑓 ) |

Proof
法一 :根据同态基本定理 :由于 𝑓为满射,而由 𝑓 ∗ ◦ 𝜓 = 𝑓 ,而 𝑓为满射⇒ 𝑓 ∗满射又且为单射得 𝑓是同构映射,所以𝐺/Ker 𝑓

𝑓 ∗−−→ 𝐺′.

法二 :

首先𝐾𝑒𝑟 𝑓 ◁ 𝐺前文已经证明了

接下来,我们要找到一个从商群𝐺/ker( 𝑓 )到像集 im( 𝑓 )的同构映射
我们称这个映射叫 𝑓 : 𝐺/ker( 𝑓 ) → im( 𝑓 ),对于𝑎 ∈ 𝐺,定义为 𝑓 (𝑎ker( 𝑓 )) = 𝑓 (𝑎)
为了方便起见，在不会引起歧义的情况下，我们令𝑁 = ker( 𝑓 ),也即 𝑓 (𝑎𝑁) = 𝑓 (𝑎)
考虑到陪集代表元的不唯一性,我们要证明良定义性。假设𝑎𝑁 = 𝑎′𝑁,或𝑎−1𝑎′ ∈ 𝑁,只须证明 𝑓 (𝑎) = 𝑓 (𝑎′)
而这是因为 𝑓 (𝑎′) = 𝑓

(
𝑎𝑎−1𝑎′

)
= 𝑓 (𝑎) 𝑓

(
𝑎−1𝑎′

)
= 𝑓 (𝑎)𝑒′ = 𝑓 (𝑎)这就证明了良定义性。

接下来,我们要证明 𝑓既是同态,也是双射 (单射 +满射)
同态 :令𝑎, 𝑏 ∈ 𝐺,则 𝑓 (𝑎𝑁) = 𝑓 (𝑎), 𝑓 (𝑏𝑁) = 𝑓 (𝑏),而 𝑓 ((𝑎𝑁)(𝑏𝑁)) = 𝑓 (𝑎𝑏𝑁) = 𝑓 (𝑎𝑏) = 𝑓 (𝑎) 𝑓 (𝑏) = 𝑓 (𝑎𝑁) 𝑓 (𝑏𝑁)
这就证明了 𝑓是一个同态

单射：只须证明 ker( 𝑓 ) = {𝑁}。假设 𝑓 (𝑎𝑁) = 𝑒′,则根据定义, 𝑓 (𝑎) = 𝑒′,故𝑎 ∈ ker( 𝑓 ) = 𝑁,所以𝑎𝑁 = 𝑁,这就证明了 𝑓是一个单射

满射 :令𝑎′ ∈ im( 𝑓 ),取𝑎 ∈ 𝐺使得𝑎′ = 𝑓 (𝑎)。因此, 𝑓 (𝑎𝑁) = 𝑓 (𝑎) = 𝑎′,这就证明了 𝑓是一个满射

综上所述, 𝑓是一个从商群𝐺/ker( 𝑓 )到像集 im( 𝑓 )的同构。作为结论, 𝐺/ker( 𝑓 ) ≃ im( 𝑓 )
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图 2.1: 群同构第一定理示意图

Corollary 2.11

♡

这个定理告诉我们 :一个群𝐺的同态象 Im 𝑓与𝐺的商群𝐺/Ker 𝑓在同构意义下是同一个群.

而商群与正规子群是可以相互确定的,因此对于一个群𝐺来说,找出群𝐺的所有正规子群,就可以作出𝐺所有商群

从而可得在同构意义下𝐺的所有同态象.

由此我们也看到,两个群之间的任一个满同态都可以看作一个群到某一个商群上的自然同态;

要找出一个群𝐺的所有同态像,就相当于找出𝐺的所有的商群,也就相当于找出𝐺的所有的正规子群.

Theorem 2.34 (同构第二基本定理)
设 𝑓是群𝐺到群𝐺′的满同态, 𝑁 = Ker 𝑓 ,则

(1) 𝑓建立了𝐺中包含𝑁 = 𝐾𝑒𝑟 𝑓的子群与𝐺′中子群间的双射;

(2) 𝑓把正规子群对应到正规子群;

(3)对任意的 Ker 𝑓 ⊂ 𝐻1, 𝐻2 ⊂ 𝐺，则𝐻1 < 𝐻2 ⇐⇒ 𝜑 (𝐻1) < 𝜑 (𝐻2)
(4)设 Ker 𝑓 ⊂ 𝐻 < 𝐺则 [𝐺 : 𝐻] = [𝐺′ : 𝜑 (𝐻)]
(5)若𝐻 ⊳ 𝐺, 𝑁 ⊆ 𝐻,则𝐺/𝐻 ≃ 𝐺′/ 𝑓 (𝐻).

Proof
(1)首先,对任何𝐺中包含𝑁的子群𝐾, 𝑓 (𝐾)是𝐺′的子群,则 𝑓建立了𝐺中包含𝑁的子群的集合到𝐺′中子群的集合的一个映射𝐾 ↦→ 𝑓 (𝐾).仍记为 𝑓 .

下面我们证明这是双射.

对任何𝐺′的子群𝐻′,考虑𝐻′的完全原像 𝑓 −1 (𝐻′) = {𝑔 ∈ 𝐺 | 𝑓 (𝑔) ∈ 𝐻′}
则容易验证 𝑓 −1 (𝐻′)是𝐺的包含𝑁的子群,而且 𝑓

(
𝑓 −1 (𝐻′)

)
= 𝐻′.

因此上面的映射是满射.

此外,如果𝐻1, 𝐻2是𝐺中两个包含𝑁的子群,且 𝑓 (𝐻1) = 𝑓 (𝐻2)
则对任何ℎ1 ∈ 𝐻1, 𝑓 (ℎ1) ∈ 𝑓 (𝐻2) ,因此存在ℎ2 ∈ 𝐻2使得 𝑓 (ℎ1) = 𝑓 (ℎ2)
于是 𝑓 (ℎ2)−1 𝑓 (ℎ1) = 𝑒′ ⇒ 𝑓

(
ℎ−12 ℎ1

)
= 𝑒′ ⇒ ℎ−12 ℎ1 ∈ 𝑁 ⊆ 𝐻2又因为ℎ

−1
2 ∈ 𝐻2因此ℎ1 ∈ 𝐻2,故𝐻1 ⊆ 𝐻2.同理𝐻2 ⊆ 𝐻1.因此𝐻1 = 𝐻2.

这说明上述映射是单射,因此是双射.
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(2)由上一节即可知道

(3)由 (2)知 𝑓 (𝐻)是𝐺′的正规子群.

设𝜋′为𝐺′到𝐺′/ 𝑓 (𝐻)的自然同态,考虑𝐺到𝐺′/ 𝑓 (𝐻)的映射𝜋′ ◦ 𝑓
显然𝜋′ ◦ 𝑓是满同态.

(
满同态复合一个满同态

)
又 Ker (𝜋′ ◦ 𝑓 ) = 𝑓 −1

(
𝜋−1 (𝑒′ 𝑓 (𝐻))

)
= 𝑓 −1 ( 𝑓 (𝐻)),那么我们有 𝑓 −1 ( 𝑓 (𝐻)) ⊃ 𝐻当单射时取等

因𝑁 ⊆ 𝐻,
(
这是因为 𝑓 (𝐻)是𝐺′正规子群自然包含了𝑒′那么 𝑓 −1 ( 𝑓 (𝐻))自然包含了𝐾𝑒𝑟 𝑓

)
那么由 (1)问知道，由 (1)建立的双射知 Ker (𝜋′ ◦ 𝑓 ) = 𝐻.
故由同态基本定理得𝐺/𝐻 ≃ 𝐺′/ 𝑓 (𝐻).

Corollary 2.12 (群同构第二基本定理应用在自然满同态上)

♡

设𝐺是群, 𝑁 ⊳ 𝐺, 𝜋是𝐺到𝐺/𝑁的自然满同态,则
1.𝜋建立了𝐺中包含𝑁的子群与𝐺/𝑁的子群间的双射
2.而且把正规子群对应到正规子群.

3.又若𝐻 ⊳ 𝐺, 𝑁 ⊆ 𝐻,则𝐺/𝐻 ≃ (𝐺/𝑁)/(𝐻/𝑁).

Theorem 2.35 (群同构第三定理)
𝜑：𝐺 → 𝐺′的群满同态, 𝑁 = 𝐾𝑒𝑟𝜑 ◁ 𝐺, 𝐻 < 𝐺

1.𝐻𝑁是𝐻在𝜑下的像𝜑 (𝐻)的完全原像且有𝜑 (𝐻) = 𝜑 (𝐻𝑁)
2.𝐻/𝐻 ∩ 𝑁 � 𝜑 (𝐻) = 𝜑 (𝐻𝑁)

Proof 1.我们已经有𝑁 ◁ 𝐻𝑁 < 𝐺此时𝜑 (𝐻𝑁) = {𝜑 (ℎ𝑛) : ℎ ∈ 𝐻, 𝑛 ∈ 𝑁} 𝑁=𝐾𝑒𝑟𝜑
=========== {𝜑 (ℎ) : ℎ ∈ 𝐻} = 𝜑 (𝐻)

由同构第二基本定理我们知道 : 𝜑建立了𝐺中包含𝑁的子群与𝐺′中的子群的一一对应

那么𝐻𝑁就与𝜑 (𝐻)建立了对应1.就证毕

2.考虑𝜑|𝐻：𝐻 → 𝐺′ 此时𝐾𝑒𝑟 (𝜑 |𝐻 ) = {ℎ ∈ 𝐻 : 𝜑 |𝐻 (ℎ) = 𝑒′} = 𝐻 ∩ 𝑁
我们知道了𝜑|𝐻 : 𝐻 → 𝜑 (𝐻𝑁)的满同态映射由同构第一基本定理有𝐻/𝐻 ∩ 𝑁 � 𝜑 (𝐻𝑁) = 𝜑 (𝐻)

Corollary 2.13 (群同构第三定理应用在自然满同态上)

♡

设𝐺是群, 𝑁 ⊳ 𝐺, 𝜋是𝐺到𝐺/𝑁的自然满同态, 𝐻 < 𝐺

(1)𝑁 ◁ 𝐻𝑁 < 𝐺且𝐻𝑁 = 𝜋−1 (𝜋(𝐻))即𝐻𝑁是𝐻在映射𝜋下的像集合𝜋(𝐻)的完全原像𝜋−1 (𝜋(𝐻)).
(2)Ker ( 𝜋 |𝐻 ) = 𝐻 ∩ 𝑁,从而 (𝐻 ∩ 𝑁) ⊳ 𝐻.
(3)𝐻𝑁/𝑁 ≃ 𝐻/(𝐻 ∩ 𝑁).

Proof (1)𝑁 ◁ 𝐻𝑁 < 𝐺由上一节前文显然

此外,显然有𝑁 ⊆ 𝐻𝑁,又𝜋(𝐻𝑁) = {ℎ𝑛𝑁 | ℎ ∈ 𝐻, 𝑛 ∈ 𝑁} = {ℎ𝑁 | ℎ ∈ 𝐻} = 𝜋(𝐻)
即𝐺中包含同态核𝑁的子群𝐻𝑁在𝜋映射下的像集是𝐺/𝑁中的子群𝜋(𝐻).于是由同构第二定理 (1)结论知道
𝜋建立的双射就把𝐻𝑁对应到𝜋(𝐻),从而𝐻𝑁 = 𝜋−1 (𝜋(𝐻)).

(2)考虑群同态 𝜋 |𝐻 : 𝐻 → 𝐺/𝑁,有 Ker ( 𝜋 |𝐻 ) = {ℎ ∈ 𝐻 | 𝜋 |𝐻 (ℎ) = 𝜋(𝑁)} = 𝐻 ∩ 𝑁.

(3)由 (1)知𝜋(𝐻) = 𝜋(𝐻𝑁) = 𝐻𝑁/𝑁,所以𝜋是𝐻到𝐻𝑁/𝑁的满同态映射.
由同构第一基本定理有𝐻/(Ker ( 𝜋 |𝐻 )) ≃ 𝐻𝑁/𝑁而由 (2),Ker ( 𝜋 |𝐻 ) = 𝐻 ∩ 𝑁,故𝐻𝑁/𝑁 ≃ 𝐻/(𝐻 ∩ 𝑁).
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Proposition 2.35
设𝐻, 𝐾是𝐺的两个不变子群则𝐻𝐾, 𝐻 ∩ 𝐾都是𝐺的不变子群,且
𝐻𝐾/𝐾 � 𝐻/(𝐻 ∩ 𝐾).
𝐻𝐾/𝐻 � 𝐾/(𝐻 ∩ 𝐾).

Proof 正规子群与商群的合理性由上一节很显然知道
作 𝑓 : 𝐻 → 𝐻𝐾/𝐾, ℎ ↦→ ℎ𝐾,∀ℎ ∈ 𝐻.
则 𝑓是𝐻到𝐻𝐾/𝐾的映射.
∀(ℎ𝑘)𝐾 ∈ 𝐻𝐾/𝐾.由于𝑘 ∈ 𝐾,则有 (ℎ𝑘)𝐾 = ℎ𝐾,在 𝑓下有原象ℎ,使得 𝑓 (ℎ) = ℎ𝐾 = (ℎ𝑘)𝐾,那么 𝑓为满射.易见 𝑓保持运算.

即为满同态

再根据同构第一基本定理,我们只需证明 Ker 𝑓 = 𝐻 ∩ 𝐾即可.

因

Ker 𝑓 = {ℎ | ℎ ∈ 𝐻, 𝑓 (ℎ) = 𝐾}

= {ℎ | ℎ ∈ 𝐻, ℎ𝐾 = 𝐾}

=: ℎ | ℎ ∈ 𝐻, ℎ ∈ 𝐾} = 𝐻 ∩ 𝐾.

所以.同理可得
𝐻𝐾/𝐾 � 𝐻/(𝐻 ∩ 𝐾).
𝐻𝐾/𝐻 � 𝐾/(𝐻 ∩ 𝐾).

在上面的定理中,如果只要求一个同构式成立,则定理的条件可放宽些.

例如,设𝐾是群𝐺的不变子群, 𝐻是𝐺的子群,也有𝐻𝐾/𝐾 � 𝐻/(𝐻 ∩ 𝐾).

� Exercise 2.7设𝑁 ⊳ 𝐺, 𝐾 ⊳G,如果𝑁 ∩ 𝐾 = {𝑒}, (𝑁 ∪ 𝐾) = 𝐺,则𝐺/𝑁 � 𝐾
Proof 我们有知 : 𝐺 = 𝑁𝐾,则𝐺/𝑁 = 𝑁𝐾/𝑁, 𝐾/𝑁 ∩ 𝐾 = 𝐾/{𝑒} = 𝐾
根据上个命题有𝑁𝐾/𝑁 � 𝐾/𝑁 ∩ 𝐾得𝐺/𝑁 � 𝐾◦

Proposition 2.36
If 𝑁1 ◁ 𝐺1 and
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2.10 Category——A little Comment

Definition 2.39 (Category)
A category consists of

a collection of objects 𝑋,𝑌, 𝑍, . . .
a collection of morphisms 𝑓 , 𝑔, ℎ, . . .

so that:
Each morphism has specified domain and codomain objects; the notation 𝑓 : 𝑋 → 𝑌 signifies that 𝑓 is a morphism with
domain 𝑋 and codomain 𝑌 .
Each object has a designated identity morphism 1𝑋 : 𝑋 → 𝑋 .
For any pair of morphisms 𝑓 , 𝑔with the codomain of 𝑓 equal to the domain of 𝑔, there exists a specified composite morphism4

𝑔 𝑓 whose domain is equal to the domain of 𝑓 and whose codomain is equal to the codomain of 𝑔, i.e.,:

𝑓 : 𝑋 → 𝑌, 𝑔 : 𝑌 → 𝑍 ∼ 𝑔 𝑓 : 𝑋 → 𝑍.

This data is subject to the following two axioms:
For any 𝑓 : 𝑋 → 𝑌 , the composites 1𝑌 𝑓 and 𝑓 1𝑋 are both equal to 𝑓 .
For any composable triple of morphisms 𝑓 , 𝑔, ℎ, the composites ℎ(𝑔 𝑓 ) and (ℎ𝑔) 𝑓 are equal and henceforth denoted by ℎ𝑔 𝑓 .

𝑓 : 𝑋 → 𝑌, 𝑔 : 𝑌 → 𝑍, ℎ : 𝑍 → 𝑊 ∼ ℎ𝑔 𝑓 : 𝑋 → 𝑊.

That is, the composition law is associative and unital with the identity morphisms serving as two-sided identities.

Definition 2.40 (Small Category with Locally Small)
A category is small if it has only a set’s worth of arrows.
Actually, a small category has only a set’s worth of objects. If C is a small category, then there are functions

mor C ob C

dom

cod

id

that send a morphism to its domain and its codomain and an object to its identity.
A category is locally small if between any pair of objects there is only a set’s worth of morphisms.
It is traditional to write

𝐶 (𝑋,𝑌 ) or Hom(𝑋,𝑌 ) (2.1)

for the set of morphisms from 𝑋 to 𝑌 in a locally small category C.14 The set of arrows between a pair of fixed objects in a locally
small category is typically called a hom-set, whether or not it is a set of “homomorphisms” of any particular kind. Because the
notation (1.1.8) is so convenient, it is also adopted for the collection of morphisms between a fixed pair of objects in a category
that is not necessarily locally small.
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Definition 2.41 (Monomorphism,Epimorphism,Isomorphism)
An isomorphism in a category is a morphism 𝑓 : 𝑋 → 𝑌 for which there exists a morphism 𝑔 : 𝑌 → 𝑋 so that 𝑔 𝑓 = 1𝑋 and
𝑓 𝑔 = 1𝑌 . The objects 𝑋 and 𝑌 are isomorphic whenever there exists an isomorphism between 𝑋 and 𝑌 , in which case one writes
𝑋 � 𝑌 .
An endomorphism, i.e., a morphism whose domain equals its codomain, that is an isomorphism is called an automorphism.
A morphism 𝑓 : 𝑥 → 𝑦 in a category is

(i) a monomorphism if for any parallel morphisms ℎ, 𝑘 : 𝑤 ⇒ 𝑥, 𝑓 ℎ = 𝑓 𝑘 implies that ℎ = 𝑘; or
(ii) an epimorphism if for any parallel morphisms ℎ, 𝑘 : 𝑦 ⇒ 𝑧, ℎ 𝑓 = 𝑘 𝑓 implies that ℎ = 𝑘 .

Definition 2.42
Let C be a category and {𝐴𝑖}𝑖∈𝐼 a family of objects of C. A product for the family {𝐴𝑖 | 𝑖 ∈ 𝐼} is an object 𝑃 of C together with
a family of morphisms {𝜋𝑖 : 𝑃 → 𝐴𝑖 | 𝑖 ∈ 𝐼} such that for any object 𝐵 and family of morphisms {𝑔𝑖 : 𝐵 → 𝐴𝑖 | 𝑖 ∈ 𝐼}, there is a
unique morphism 𝜑 : 𝐵 → 𝑃 such that 𝜋𝑖 ◦ 𝜑 = 𝑔𝑖 for all 𝑖 ∈ 𝐼.

Theorem 2.36
If (𝑃, {𝜋𝑖}) and (𝑄, {𝜓𝑖}) are both products of the family {𝐴𝑖 | 𝑖 ∈ 𝐼} of objects of a category C, then 𝑃 and 𝑄 are equivalent.

Proof
Since 𝑃 and𝑄 are both products, there exist morphisms 𝑓 : 𝑃 → 𝑄 and 𝑔 : 𝑄 → 𝑃 such that the following diagrams are commutative

for each 𝑖 ∈ 𝐼:

𝑃 𝑄

𝐴𝑖

𝑓

𝜋𝑖
𝜓𝑖

𝑄 𝑃

𝐴𝑖

𝑔

𝜓𝑖 𝜋𝑖

Composing these gives for each 𝑖 ∈ 𝐼 a commutative diagram:

𝑃 𝑃

𝐴𝑖

𝑔◦ 𝑓

𝜋𝑖
𝜋𝑖

Thus 𝑔 ◦ 𝑓 : 𝑃 → 𝑃 is a morphism such that 𝜋𝑖 ◦ (𝑔 ◦ 𝑓 ) = 𝜋𝑖 for all 𝑖 ∈ 𝐼. But by the definition of product there is a unique morphism
with this property. Since the map 1𝑃 : 𝑃 → 𝑃 is also such that 𝜋𝑖 ◦1𝑃 = 𝜋𝑖 for all 𝑖 ∈ 𝐼, we must have 𝑔◦ 𝑓 = 1𝑃 by uniqueness. Similarly,
using the fact that 𝑄 is a product, one shows that 𝑓 ◦ 𝑔 = 1𝑄. Hence 𝑓 : 𝑃 → 𝑄 is an equivalence.

Definition 2.43 (Coproduct)
A coproduct (or sum) for the family {𝐴𝑖 | 𝑖 ∈ 𝐼} of objects in a category C is an object 𝑆 of C, together with a family of morphisms
{𝑡𝑖 : 𝐴𝑖 → 𝑆 | 𝑖 ∈ 𝐼} such that for any object 𝐵 and family of morphisms {𝜓𝑖 : 𝐴𝑖 → 𝐵 | 𝑖 ∈ 𝐼}, there is a unique morphism
𝜓 : 𝑆 → 𝐵 such that 𝜓 ◦ 𝑡𝑖 = 𝜓𝑖 for all 𝑖 ∈ 𝐼.
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Theorem 2.37
If (𝑆, {𝑡𝑖}) and (𝑆′, {𝜆𝑖}) are both coproducts for the family {𝐴𝑖 | 𝑖 ∈ 𝐼} of objects of a category C, then 𝑆 and 𝑆′ are equivalent.

Definition 2.44
A concrete category is a category C together with a function 𝜎 that assigns to each object 𝐴 of C a set 𝜎(𝐴) (called the underlying
set of 𝐴) in such a way that:

1. every morphism 𝐴→ 𝐵 of C is a function on the underlying sets 𝜎(𝐴) → 𝜎(𝐵);
2. the identity morphism of each object 𝐴 of C is the identity function on the underlying set 𝜎(𝐴);
3. composition of morphisms in C agrees with composition of functions on the underlying sets.

�
Note

Concrete categories are frequently useful since one has available not only the properties of a category, but also certain properties of
sets, subsets, etc. Since in virtually every concrete category we are interested in, the function 𝜎 assigns to an object its underlying set in
the usual sense (as in the examples above), we shall denote both the object and its underlying set by the same symbol and omit any explicit
reference to 𝜎. There is little chance of confusion since we shall be careful in a concrete category C to distinguish morphisms of C (which
are by definition also functions on the underlying sets) and maps (functions on the underlying sets, which may not be morphisms of C).

Definition 2.45
Let 𝐹 be an object in a concrete category C, 𝑋 a nonempty set, and 𝑖 : 𝑋 → 𝐹 a map (of sets). 𝐹 is free on the set 𝑋 provided
that for any object 𝐴 of C and map (of sets) 𝑓 : 𝑋 → 𝐴, there exists a unique morphism of C, 𝑓 : 𝐹 → 𝐴, such that 𝑓 ◦ 𝑖 = 𝑓 (as
a map of sets 𝑋 → 𝐴).

Theorem 2.38
If C is a concrete category, 𝐹 and 𝐹′ are objects of C such that 𝐹 is free on the set 𝑋 and 𝐹′ is free on the set 𝑋 ′ and |𝑋 | = |𝑋 ′ |,
then 𝐹 is equivalent to 𝐹′.

Proof Since 𝐹, 𝐹′ are free and |𝑋 | = |𝑋 ′ |, there is a bijection 𝑓 : 𝑋 → 𝑋 ′ and maps 𝑖 : 𝑋 → 𝐹 and 𝑗 : 𝑋 ′ → 𝐹′. Consider the map
𝑗 𝑓 : 𝑋 → 𝐹′. Since 𝐹 is free, there is a morphism 𝜑 : 𝐹 → 𝐹′ such that the diagram:

𝑋 𝑋 ′

𝐹 𝐹′

𝑓

𝑖 𝑗

𝜑

is commutative. Similarly, since the bijection 𝑓 has an inverse 𝑓 −1 : 𝑋 ′ → 𝑋 and 𝐹′ is free, there is a morphism 𝜓 : 𝐹′ → 𝐹 such
that:

𝑋 ′ 𝑋

𝐹′ 𝐹

𝑓 −1

𝑗 𝑖

𝜓

is commutative. Combining these gives a commutative diagram:

𝑋 𝑋

𝐹 𝐹

1𝑋

𝑖 𝑖

𝜓◦𝜑

55



抽
象
代
数
讲
义

2.10 Category——A little Comment

Hence (𝜓 ◦ 𝜑) ◦ 𝑖 = 𝑖 ◦ 1𝑋 = 𝑖. But 1𝐹 ◦ 𝑖 = 𝑖. Thus by the uniqueness property of free objects we must have 𝜓 ◦ 𝜑 = 1𝐹 . A similar
argument shows that 𝜑 ◦ 𝜓 = 1𝐹′ . Therefore 𝐹 is equivalent to 𝐹′.

Definition 2.46 (范对象与余范对象)
An object 𝐼 in a category C is said to be universal (or initial) if for each object 𝐶 of C there exists one and only one morphism
𝐼 → 𝐶. An object 𝑇 of C is said to be couniversal (or terminal) if for each object 𝐶 of C there exists one and only one morphism
𝐶 → 𝑇 .

Proposition 2.37
Any two universal [resp. couniversal] objects in a category C are equivalent.

Proof
Let 𝐼 and 𝐽 be universal objects in C. Since 𝐼 is universal, there is a unique morphism 𝑓 : 𝐼 → 𝐽. Similarly, since 𝐽 is universal,

there is a unique morphism 𝑔 : 𝐽 → 𝐼. The composition 𝑔 ◦ 𝑓 : 𝐼 → 𝐼 is a morphism of C. But 1𝐼 : 𝐼 → 𝐼 is also a morphism of C. The
universality of 𝐼 implies that there is a unique morphism 𝐼 → 𝐼, whence 𝑔 ◦ 𝑓 = 1𝐼 . Similarly the universality of 𝐽 implies that 𝑓 ◦𝑔 = 1𝐽 .
Therefore 𝑓 : 𝐼 → 𝐽 is an equivalence. The proof for couniversal objects is analogous.

Example 2.21
Let 𝐹 be a free object on the set 𝑋 (with 𝑖 : 𝑋 → 𝐹) in a concrete category C. Define a new category 𝔇 as follows. The objects of

𝔇 are all maps of sets 𝑓 : 𝑋 → 𝐴, where 𝐴 is (the underlying set of) an object of C. A morphism in 𝔇 from 𝑓 : 𝑋 → 𝐴 to 𝑔 : 𝑋 → 𝐵 is
defined to be a morphism ℎ : 𝐴→ 𝐵 of C such that the diagram:

𝑋

𝐴 𝐵

𝑓 𝑔

ℎ

is commutative (that is, ℎ 𝑓 = 𝑔). Verify that 1𝐴 : 𝐴 → 𝐴 is the identity morphism from 𝑓 to 𝑓 in 𝔇 and that ℎ is an equivalence in
𝔇 if and only if ℎ is an equivalence in C. Since 𝐹 is free on the set 𝑋 , there is for each map 𝑓 : 𝑋 → 𝐴 a unique morphism 𝑓 : 𝐹 → 𝐴

such that 𝑓 𝑖 = 𝑓 . This is precisely the statement that 𝑖 : 𝑋 → 𝐹 is a universal object in the category 𝔇.

Example 2.22 Let {𝐴𝑖 | 𝑖 ∈ 𝐼} be a family of objects in a category C. Define a category S whose objects are all pairs (𝐵, { 𝑓𝑖 | 𝑖 ∈ 𝐼}),
where 𝐵 is an object of C and for each 𝑖, 𝑓𝑖 : 𝐵 → 𝐴𝑖 is a morphism of C. A morphism in S from (𝐵, { 𝑓𝑖 | 𝑖 ∈ 𝐼}) to (𝐷, {𝑔𝑖 | 𝑖 ∈ 𝐼}) is
defined to be a morphism ℎ : 𝐵 → 𝐷 of C such that 𝑔𝑖 ◦ ℎ = 𝑓𝑖 for every 𝑖 ∈ 𝐼. Verify that 1𝐵 is the identity morphism from (𝐵, { 𝑓𝑖}) to
(𝐵, { 𝑓𝑖}) in S and that ℎ is an equivalence in S if and only if ℎ is an equivalence in C.

If a product exists in C for the family {𝐴𝑖 | 𝑖 ∈ 𝐼} (with maps 𝜋𝑘 :
∏
𝐴𝑖 → 𝐴𝑘 for each 𝑘 ∈ 𝐼), then for every (𝐵, { 𝑓𝑖}) in S there

exists a unique morphism 𝑓 : 𝐵 →
∏
𝐴𝑖 such that 𝜋𝑖 ◦ 𝑓 = 𝑓𝑖 for every 𝑖 ∈ 𝐼. But this says that (

∏
𝐴𝑖 , {𝜋𝑖 | 𝑖 ∈ 𝐼}) is a couniversal object

in the category S.
Similarly the coproduct of a family of objects in C may be considered as a universal object in an appropriately constructed category.
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Theorem 2.39
If {𝐺𝑖 | 𝑖 ∈ 𝐼} is a family of groups, then

(i) the direct product
∏
𝑖∈𝐼 𝐺𝑖 is a group;

(ii) for each 𝑘 ∈ 𝐼, the map 𝜋𝑘 :
∏
𝑖∈𝐼 𝐺𝑖 → 𝐺𝑘 given by 𝑓 ↦→ 𝑓 (𝑘) [or {𝑎𝑖} ↦→ 𝑎𝑘] is an epimorphism of groups.

Theorem 2.40
Let {𝐺𝑖 | 𝑖 ∈ 𝐼} be a family of groups and {𝜑𝑖 : 𝐻 → 𝐺𝑖 | 𝑖 ∈ 𝐼} a family of group homomorphisms. Then there is a
unique homomorphism 𝜑 : 𝐻 →

∏
𝑖∈𝐼 𝐺𝑖 such that 𝜋𝑖𝜑 = 𝜑𝑖 for all 𝑖 ∈ 𝐼 and this property determines

∏
𝑖∈𝐼 𝐺𝑖 uniquely up to

isomorphism. In other words,
∏
𝑖∈𝐼 𝐺𝑖 is a product in the category of groups.

Proof
By Introduction, the map of sets 𝜑 : 𝐻 →

∏
𝑖∈𝐼 𝐺𝑖 given by 𝜑(𝑎) = {𝜑𝑖 (𝑎)}𝑖∈𝐼 ∈

∏
𝑖∈𝐼 𝐺𝑖 is the unique function such that 𝜋𝑖𝜑 = 𝜑𝑖

for all 𝑖 ∈ 𝐼. It is easy to verify that 𝜑 is a homomorphism. Hence
∏
𝑖∈𝐼 𝐺𝑖 is a product (in the categorical sense) and therefore determined

up to isomorphism (equivalence) by definition

Definition 2.47
The (external) weak direct product of a family of groups {𝐺𝑖 | 𝑖 ∈ 𝐼}, denoted

∏𝑤
𝑖∈𝐼 𝐺𝑖 , is the set of all 𝑓 ∈

∏
𝑖∈𝐼 𝐺𝑖 such that

𝑓 (𝑖) = 𝑒𝑖 , the identity in 𝐺𝑖 , for all but a finite number of 𝑖 ∈ 𝐼. If all the groups 𝐺𝑖 are (additive) abelian,
∏𝑤
𝑖∈𝐼 𝐺𝑖 is usually

called the (external) direct sum and is denoted
∑
𝑖∈𝐼 𝐺𝑖 .

�
Note If 𝐼 is finite, the weak direct product coincides with the direct product. In any case, we have

Theorem 2.41
If {𝐺𝑖 | 𝑖 ∈ 𝐼} is a family of groups, then

(i)
∏𝑤
𝑖∈𝐼 𝐺𝑖 is a normal subgroup of

∏
𝑖∈𝐼 𝐺𝑖;

(ii) for each 𝑘 ∈ 𝐼, the map 𝜄𝑘 : 𝐺𝑘 →
∏𝑤
𝑖∈𝐼 𝐺𝑖 given by 𝜄𝑘 (𝑎) = {𝑎𝑖}𝑖∈𝐼 , where 𝑎𝑖 = 𝑒 for 𝑖 ≠ 𝑘 and 𝑎𝑘 = 𝑎, is a monomorphism

of groups;
(iii) for each 𝑖 ∈ 𝐼, 𝜄𝑖 (𝐺𝑖) is a normal subgroup of

∏𝑤
𝑖∈𝐼 𝐺𝑖 .

Theorem 2.42
Let {𝐴𝑖 | 𝑖 ∈ 𝐼} be a family of abelian groups (written additively). If 𝐵 is an abelian group and {𝜓𝑖 : 𝐴𝑖 → 𝐵 | 𝑖 ∈ 𝐼} a family
of homomorphisms, then there is a unique homomorphism 𝜓 :

∑
𝑖∈𝐼 𝐴𝑖 → 𝐵 such that 𝜓 ◦ 𝜄𝑖 = 𝜓𝑖 for all 𝑖 ∈ 𝐼 and this property

determines
∑
𝑖∈𝐼 𝐴𝑖 uniquely up to isomorphism. In other words,

∑
𝑖∈𝐼 𝐴𝑖 is a coproduct in the category of abelian groups.

Proof Throughout this proof all groups will be written additively. If 0 ≠ {𝑎𝑖} ∈
∑
𝐴𝑖 , then only finitely many of the 𝑎𝑖 are nonzero, say

𝑎𝑖1 , 𝑎𝑖2 , . . . , 𝑎𝑖𝑟 . Define 𝜓 :
∑
𝐴𝑖 → 𝐵 by 𝜓{0} = 0 and 𝜓({𝑎𝑖}) = 𝜓𝑖1 (𝑎𝑖1 ) + 𝜓𝑖2 (𝑎𝑖2 ) + · · · + 𝜓𝑖𝑟 (𝑎𝑖𝑟 ) =

∑
𝑖∈𝐼0 𝜓𝑖 (𝑎𝑖), where 𝐼0 is the

set {𝑖1, 𝑖2, . . . , 𝑖𝑟 } = {𝑖 ∈ 𝐼 | 𝑎𝑖 ≠ 0}. Since 𝐵 is abelian, it is readily verified that 𝜓 is a homomorphism and that 𝜓 ◦ 𝜄𝑖 = 𝜓𝑖 for all 𝑖 ∈ 𝐼.
For each {𝑎𝑖} ∈

∑
𝐴𝑖 , {𝑎𝑖} =

∑
𝑖∈𝐼0 𝜄𝑖 (𝑎𝑖), 𝐼0 finite as above. If 𝜉 :

∑
𝐴𝑖 → 𝐵 is a homomorphism such that 𝜉 ◦ 𝜄𝑖 = 𝜓𝑖 for all 𝑖 then

𝜉 ({𝑎𝑖}) = 𝜉 (
∑
𝐼0

𝜄𝑖 (𝑎𝑖)) =
∑
𝐼0

𝜉 ◦ 𝜄𝑖 (𝑎𝑖) =
∑
𝐼0

𝜓𝑖 (𝑎𝑖) =
∑
𝐼0

𝜓𝑖 (𝑎𝑖) = 𝜓(
∑
𝐼0

𝜄𝑖 (𝑎𝑖)) = 𝜓({𝑎𝑖})

hence 𝜉 = 𝜓 and 𝜓 is unique. Therefore
∑
𝐴𝑖 is a coproduct in the category of abelian groups and hence is determined up to isomorphism
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(equivalence) .

Remark
The theorem is false if the word abelian is omitted. The external weak direct product is not a coproduct in the category of all groups

�
Note

Give an example to show that the weak direct product is not a coproduct in the category of all groups. (Hint: it suffices to consider
the case of two factors 𝐺 × 𝐻).

In the category of groups, the coproduct is the free product, not the direct product. We show this by constructing a counterexample where
the direct product 𝐺 × 𝐻 fails to satisfy the universal property of coproducts.

Let 𝐺 = Z/2Z and 𝐻 = Z/2Z, generated by 𝑎 and 𝑏 respectively, with 𝑎2 = 𝑒𝐺 and 𝑏2 = 𝑒𝐻 . Their direct product 𝐺 ×𝐻 is the Klein
four-group, with elements (𝑒𝐺 , 𝑒𝐻 ), (𝑎, 𝑒𝐻 ), (𝑒𝐺 , 𝑏), and (𝑎, 𝑏).

Now, let 𝑋 = 𝑆3 (the symmetric group on 3 letters), and define homomorphisms 𝑓𝐺 : 𝐺 → 𝑆3 and 𝑓𝐻 : 𝐻 → 𝑆3 as follows:

𝑓𝐺 (𝑎) = (1 2),

𝑓𝐻 (𝑏) = (1 3).

If 𝐺 × 𝐻 were a coproduct, there would exist a unique homomorphism 𝑓 : 𝐺 × 𝐻 → 𝑆3 such that 𝑓 ◦ 𝑖𝐺 = 𝑓𝐺 and 𝑓 ◦ 𝑖𝐻 = 𝑓𝐻 ,
where 𝑖𝐺 : 𝐺 → 𝐺 × 𝐻 and 𝑖𝐻 : 𝐻 → 𝐺 × 𝐻 are the inclusion homomorphisms defined by:

𝑖𝐺 (𝑔) = (𝑔, 𝑒𝐻 ),

𝑖𝐻 (ℎ) = (𝑒𝐺 , ℎ).

Specifically, this requires:

𝑓 (𝑖𝐺 (𝑎)) = 𝑓 (𝑎, 𝑒𝐻 ) = 𝑓𝐺 (𝑎) = (1 2),

𝑓 (𝑖𝐻 (𝑏)) = 𝑓 (𝑒𝐺 , 𝑏) = 𝑓𝐻 (𝑏) = (1 3).

In the direct product 𝐺 × 𝐻, the elements (𝑎, 𝑒𝐻 ) and (𝑒𝐺 , 𝑏) commute, i.e.,

(𝑎, 𝑒𝐻 ) · (𝑒𝐺 , 𝑏) = (𝑎, 𝑏) = (𝑒𝐺 , 𝑏) · (𝑎, 𝑒𝐻 ).

Therefore, in 𝑆3, 𝑓 (𝑎, 𝑒𝐻 ) and 𝑓 (𝑒𝐺 , 𝑏) must commute. However, we have:

𝑓 (𝑎, 𝑒𝐻 ) = (1 2),

𝑓 (𝑒𝐺 , 𝑏) = (1 3).

But (1 2) and (1 3) do not commute in 𝑆3, since:

(1 2) (1 3) = (1 3 2),

(1 3) (1 2) = (1 2 3),

and (1 3 2) ≠ (1 2 3).
Thus, no such homomorphism 𝑓 exists, and therefore 𝐺 × 𝐻 does not satisfy the universal property of coproducts. This shows that

the weak direct product (direct product) is not a coproduct in the category of all groups.
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Theorem 2.43
Let {𝑁𝑖 | 𝑖 ∈ 𝐼} be a family of normal subgroups of a group 𝐺 such that

(i) 𝐺 = ⟨⋃𝑖∈𝐼 𝑁𝑖⟩;
(ii) for each 𝑘 ∈ 𝐼, 𝑁𝑘 ∩ ⟨⋃𝑖≠𝑘 𝑁𝑖⟩ = ⟨𝑒⟩.

Then 𝐺 �
∏𝑤
𝑖∈𝐼 𝑁𝑖 .

Proof If {𝑎𝑖} ∈
∏𝑤
𝑖∈𝐼 𝑁𝑖 , then 𝑎𝑖 = 𝑒 for all but a finite number of 𝑖 ∈ 𝐼. Let 𝐼0 be the finite set {𝑖 ∈ 𝐼 | 𝑎𝑖 ≠ 𝑒}. Then

∏
𝑖∈𝐼0 𝑎𝑖 is a

well-defined element of 𝐺, since for 𝑎 ∈ 𝑁𝑖 and 𝑏 ∈ 𝑁 𝑗 , (𝑖 ≠ 𝑗), 𝑎𝑏 = 𝑏𝑎 by Theorem 5.3(iv). Consequently the map 𝜑 :
∏𝑤
𝑖∈𝐼 𝑁𝑖 → 𝐺,

given by {𝑎𝑖} ↦→
∏
𝑖∈𝐼0 𝑎𝑖 ∈ 𝐺 (and {𝑒} ↦→ 𝑒), is a homomorphism such that 𝜑 ◦ 𝜄𝑖 (𝑎𝑖) = 𝑎𝑖 for 𝑎𝑖 ∈ 𝑁𝑖 .

Since 𝐺 is generated by the subgroups 𝑁𝑖 , every element 𝑎 of 𝐺 is a finite product of elements from various 𝑁𝑖 . Since elements of
𝑁𝑖 and 𝑁 𝑗 commute (for 𝑖 ≠ 𝑗), 𝑎 can be written as a product

∏
𝑖∈𝐼0 𝑎𝑖 , where 𝑎𝑖 ∈ 𝑁𝑖 and 𝐼0 is some finite subset of 𝐼. Hence∏

𝑖∈𝐼0
𝜄𝑖 (𝑎𝑖) ∈

𝑤∏
𝑖∈𝐼

𝑁𝑖

and

𝜑

(∏
𝑖∈𝐼0

𝜄𝑖 (𝑎𝑖)
)
=
∏
𝑖∈𝐼0

𝜑 ◦ 𝜄𝑖 (𝑎𝑖) =
∏
𝑖∈𝐼0

𝑎𝑖 = 𝑎.

Therefore, 𝜑 is an epimorphism.
Suppose 𝜑({𝑎𝑖}) =

∏
𝑖∈𝐼0 𝑎𝑖 = 𝑒 ∈ 𝐺. Clearly we may assume for convenience of notation that 𝐼0 = {1, 2, . . . , 𝑛}. Then∏

𝑖∈𝐼0
𝑎𝑖 = 𝑎1𝑎2 · · · 𝑎𝑛 = 𝑒,

with 𝑎𝑖 ∈ 𝑁𝑖 . Hence
𝑎−11 = 𝑎2 · · · 𝑎𝑛 ∈ 𝑁1 ∩ ⟨

⋃
𝑖≠1

𝑁𝑖⟩ = ⟨𝑒⟩

and therefore 𝑎1 = 𝑒. Repetition of this argument shows that 𝑎𝑖 = 𝑒 for all 𝑖 ∈ 𝐼. Hence 𝜑 is a monomorphism.

Corollary 2.14

♡

Before proving the theorem we note a special case that is frequently used: Observe that for normal subgroups 𝑁1, 𝑁2, . . . , 𝑁𝑟 of a
group 𝐺, ⟨𝑁1 ∪ 𝑁2 ∪ · · · ∪ 𝑁𝑟 ⟩ = 𝑁1𝑁2 · · · 𝑁𝑟 = {𝑛1𝑛2 · · · 𝑛𝑟 | 𝑛𝑖 ∈ 𝑁𝑖} by an easily proved . In additive notation 𝑁1𝑁2 · · · 𝑁𝑟 is
written 𝑁1 + 𝑁2 + · · · + 𝑁𝑟 . It may be helpful for the reader to keep the following corollary in mind since the proof of the general
case is essentially the same.

If 𝑁1, 𝑁2, . . . , 𝑁𝑟 are normal subgroups of a group 𝐺 such that 𝐺 = 𝑁1𝑁2 · · · 𝑁𝑟 and for each 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑟, 𝑁𝑘 ∩
(𝑁1 · · · 𝑁𝑘−1𝑁𝑘+1 · · · 𝑁𝑟 ) = ⟨𝑒⟩, then 𝐺 � 𝑁1 × 𝑁2 × · · · × 𝑁𝑟 .

Definition 2.48
Let {𝑁𝑖 | 𝑖 ∈ 𝐼} be a family of normal subgroups of a group 𝐺 such that 𝐺 = ⟨⋃𝑖∈𝐼 𝑁𝑖⟩ and for each 𝑘 ∈ 𝐼, 𝑁𝑘 ∩ ⟨⋃𝑖≠𝑘 𝑁𝑖⟩ = ⟨𝑒⟩.
Then 𝐺 is said to be the internal weak direct product of the family {𝑁𝑖 | 𝑖 ∈ 𝐼} (or the internal direct sum if 𝐺 is (additive)
abelian).

Proposition 2.38
Let {𝑁𝑖 | 𝑖 ∈ 𝐼} be a family of normal subgroups of a group 𝐺. 𝐺 is the internal weak direct product of the family {𝑁𝑖 | 𝑖 ∈ 𝐼} if
and only if every nonidentity element of𝐺 is a unique product 𝑎𝑖1𝑎𝑖2 · · · 𝑎𝑖𝑛 with 𝑖1, . . . , 𝑖𝑛 distinct elements of 𝐼 and 𝑒 ≠ 𝑎𝑖𝑘 ∈ 𝑁𝑖𝑘
for each 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑛.
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�
Note

There is a distinction between internal and external weak direct products. If a group 𝐺 is the internal weak direct product of groups
𝑁𝑖 , then by definition each 𝑁𝑖 is actually a subgroup of 𝐺 and 𝐺 is isomorphic to the external weak direct product

∏𝑤
𝑖∈𝐼 𝑁𝑖 . However, the

external weak direct product
∏𝑤
𝑖∈𝐼 𝑁𝑖 does not actually contain the groups 𝑁𝑖 , but only isomorphic copies of them (namely the 𝜄𝑖 (𝑁𝑖) —

see Theorem 8.4 and Exercise 10). Practically speaking, this distinction is not very important and the adjectives “internal” and “external”
will be omitted whenever no confusion is possible. In fact we shall use the following notation.

We write 𝐺 =
∏
𝑖∈𝐼 𝑁𝑖 to indicate that the group 𝐺 is the internal weak direct product of the family of its subgroups {𝑁𝑖 | 𝑖 ∈ 𝐼}.

Theorem 2.44 (两族空间诱导的乘积映射性质)
Let { 𝑓𝑖 : 𝐺𝑖 → 𝐻𝑖 | 𝑖 ∈ 𝐼} be a family of homomorphisms of groups and let 𝑓 =

∏
𝑖∈𝐼 𝑓𝑖 be the map

∏
𝑖∈𝐼 𝐺𝑖 →

∏
𝑖∈𝐼 𝐻𝑖 ,

given by {𝑎𝑖} ↦→ { 𝑓𝑖 (𝑎𝑖)}. Then 𝑓 is a homomorphism of groups such that 𝑓 (
∏𝑤
𝑖∈𝐼 𝐺𝑖) ⊂

∏𝑤
𝑖∈𝐼 𝐻𝑖 , Ker 𝑓 =

∏𝑤
𝑖∈𝐼 Ker 𝑓𝑖 and

Im 𝑓 =
∏𝑤
𝑖∈𝐼 Im 𝑓𝑖 . Consequently 𝑓 is a monomorphism [resp. epimorphism] if and only if each 𝑓𝑖 is.

Corollary 2.15

♡

Let {𝐺𝑖 | 𝑖 ∈ 𝐼} and {𝑁𝑖 | 𝑖 ∈ 𝐼} be families of groups such that 𝑁𝑖 is a normal subgroup of 𝐺𝑖 for each 𝑖 ∈ 𝐼.

(i)
𝑤∏
𝑖∈𝐼

𝑁𝑖 is a normal subgroup of
𝑤∏
𝑖∈𝐼

𝐺𝑖 and
𝑤∏
𝑖∈𝐼

𝐺𝑖/
𝑤∏
𝑖∈𝐼

𝑁𝑖 �
𝑤∏
𝑖∈𝐼

𝐺𝑖/𝑁𝑖 .

(ii)
∏
𝑖∈𝐼

𝑁𝑖 is a normal subgroup of
∏
𝑖∈𝐼

𝐺𝑖 and
∏
𝑖∈𝐼

𝐺𝑖/
∏
𝑖∈𝐼

𝑁𝑖 �
∏
𝑖∈𝐼

𝐺𝑖/𝑁𝑖 .

Theorem 2.45
If {𝐺𝑖 | 𝑖 ∈ 𝐼} is a family of groups, then

∏′ 𝐺𝑖 is the internal weak direct product of its subgroups {𝜄𝑖 (𝐺𝑖) | 𝑖 ∈ 𝐼}.

Proof
Let

∏′ 𝐺𝑖 denote the weak direct product (restricted direct product) of the groups 𝐺𝑖 , i.e., the set of functions 𝑓 : 𝐼 → ⋃
𝑖∈𝐼 𝐺𝑖 such

that 𝑓 (𝑖) ∈ 𝐺𝑖 for all 𝑖 ∈ 𝐼 and 𝑓 (𝑖) = 𝑒𝐺𝑖 for all but finitely many 𝑖. The group operation is defined componentwise.
For each 𝑖 ∈ 𝐼, define the embedding 𝜄𝑖 : 𝐺𝑖 →

∏′ 𝐺𝑖 by:

(𝜄𝑖 (𝑔)) ( 𝑗) =

𝑔 if 𝑗 = 𝑖,

𝑒𝐺 𝑗 if 𝑗 ≠ 𝑖.

Then 𝜄𝑖 (𝐺𝑖) is a subgroup of
∏′ 𝐺𝑖 isomorphic to 𝐺𝑖 .

We now verify that
∏′ 𝐺𝑖 is the internal weak direct product of the subgroups 𝜄𝑖 (𝐺𝑖) by checking the following conditions:

1.Each 𝜄𝑖 (𝐺𝑖) is normal in
∏′ 𝐺𝑖 .

Let 𝑓 ∈
∏′ 𝐺𝑖 and 𝜄𝑖 (𝑔) ∈ 𝜄𝑖 (𝐺𝑖). Then for any 𝑗 ∈ 𝐼,

( 𝑓 𝜄𝑖 (𝑔) 𝑓 −1)( 𝑗) = 𝑓 ( 𝑗) · (𝜄𝑖 (𝑔)( 𝑗)) · 𝑓 ( 𝑗)−1.

If 𝑗 ≠ 𝑖, then 𝜄𝑖 (𝑔) ( 𝑗) = 𝑒𝐺 𝑗 , so ( 𝑓 𝜄𝑖 (𝑔) 𝑓 −1)( 𝑗) = 𝑒𝐺 𝑗 . If 𝑗 = 𝑖, then ( 𝑓 𝜄𝑖 (𝑔) 𝑓 −1) (𝑖) = 𝑓 (𝑖)𝑔 𝑓 (𝑖)−1 ∈ 𝐺𝑖 . Hence,

𝑓 𝜄𝑖 (𝑔) 𝑓 −1 = 𝜄𝑖 ( 𝑓 (𝑖)𝑔 𝑓 (𝑖)−1) ∈ 𝜄𝑖 (𝐺𝑖).

Thus, 𝜄𝑖 (𝐺𝑖) is normal in
∏′ 𝐺𝑖 .

2.
∏′ 𝐺𝑖 is generated by the subgroups 𝜄𝑖 (𝐺𝑖).

Let 𝑓 ∈
∏′ 𝐺𝑖 . Since 𝑓 (𝑖) = 𝑒𝐺𝑖 for all but finitely many 𝑖, let {𝑖1, . . . , 𝑖𝑛} be the finite set of indices where 𝑓 (𝑖) ≠ 𝑒𝐺𝑖 . Then

𝑓 = 𝜄𝑖1 ( 𝑓 (𝑖1)) · 𝜄𝑖2 ( 𝑓 (𝑖2)) · · · 𝜄𝑖𝑛 ( 𝑓 (𝑖𝑛)).

Moreover, for 𝑖 ≠ 𝑗 , elements of 𝜄𝑖 (𝐺𝑖) and 𝜄 𝑗 (𝐺 𝑗 ) commute because for any 𝑔 ∈ 𝐺𝑖 , ℎ ∈ 𝐺 𝑗 , and 𝑘 ∈ 𝐼,

(𝜄𝑖 (𝑔)𝜄 𝑗 (ℎ)) (𝑘) = (𝜄 𝑗 (ℎ)𝜄𝑖 (𝑔)) (𝑘).
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Therefore, every element of
∏′ 𝐺𝑖 can be written as a finite product of elements from the subgroups 𝜄𝑖 (𝐺𝑖), and these elements commute

pairwise.
3. For each 𝑖 ∈ 𝐼, 𝜄𝑖 (𝐺𝑖) ∩ ⟨⋃ 𝑗≠𝑖 𝜄 𝑗 (𝐺 𝑗 )⟩ = {𝑒}.
Suppose 𝑥 ∈ 𝜄𝑖 (𝐺𝑖) ∩ ⟨⋃ 𝑗≠𝑖 𝜄 𝑗 (𝐺 𝑗 )⟩. Then 𝑥 = 𝜄𝑖 (𝑔) for some 𝑔 ∈ 𝐺𝑖 , and also 𝑥 can be written as a finite product of elements from

𝜄 𝑗 (𝐺 𝑗 ) with 𝑗 ≠ 𝑖. Since elements from different 𝜄 𝑗 (𝐺 𝑗 ) commute, we can write

𝑥 = 𝜄 𝑗1 (ℎ1) · 𝜄 𝑗2 (ℎ2) · · · 𝜄 𝑗𝑚 (ℎ𝑚)

with 𝑗𝑘 ≠ 𝑖 for all 𝑘 . Now, for the index 𝑖, we have

𝑥(𝑖) = 𝑔 but also 𝑥(𝑖) = 𝑒𝐺𝑖

because each 𝜄 𝑗𝑘 (ℎ𝑘) has the identity at index 𝑖. Hence, 𝑔 = 𝑒𝐺𝑖 , so 𝑥 = 𝜄𝑖 (𝑒𝐺𝑖 ) = 𝑒, the identity element of
∏′ 𝐺𝑖 .

Since all conditions for an internal weak direct product are satisfied, we conclude that
∏′ 𝐺𝑖 is the internal weak direct product of its

subgroups 𝜄𝑖 (𝐺𝑖).

Definition 2.49 (群的直积与半直积)
设𝐻, 𝐾为两个群我们定义 : 𝐻 × 𝐾 = {(ℎ, 𝑘) : ℎ ∈ 𝐻, 𝑘 ∈ 𝐾}并且定义𝐻 × 𝐾上的乘法 (ℎ1, 𝑘1) · (ℎ2, 𝑘2) = (ℎ1ℎ2, 𝑘1𝑘2)
不难知道 : 𝐻 × 𝐾为一个群我们称为𝐻与𝐾的直积

设𝐺与𝐻为两个群,我们构造群同态𝜑 : 𝐺 → 𝐴𝑢𝑡 (𝐻)其中𝜑 (𝑔) = 𝜑𝑔 ∈ 𝐴𝑢𝑡 (𝐻)即把𝑔诱导出一个𝐻上的自同构
在集合 {(𝑔, ℎ) : 𝑔 ∈ 𝐺, ℎ ∈ 𝐻}上定义乘法 (𝑔1, ℎ1) (𝑔2, ℎ2) =

(
𝑔1𝑔2, 𝜑𝑔−12

(ℎ1) ℎ2
)

不难知道 :该集合是群我们称为𝐺与𝐻的半直积记作𝐺 ⋉ 𝐻

进一步𝐺1 = {(𝑔, 𝑒𝐻 ) : 𝑔 ∈ 𝐺}为𝐺 ⋉ 𝐻的子群.𝐻1 = {(𝑒𝐺 , ℎ) : ℎ ∈ 𝐻}为𝐺 ⋉ 𝐻的正规子群

另外在群𝐺中, 𝑁 ◁ 𝐺

若存在子群𝐻使得𝐻 ∩ 𝑁 = {𝑒} , 𝐻𝑁 = 𝐺则称𝐺为𝐻与𝑁的半直积

若在半直积的基础上𝐻甚至为正规子群就称𝐺为𝐻与𝑁的直积

�
Note设𝐻, 𝐾都是群𝐺的子群,我们来探索需要满足什么条件才会有𝐻 × 𝐾 � 𝐺.
容易想到𝐻 × 𝐾到𝐺的一个映射𝜎可以如下规定 :

𝜎 : 𝐻 × 𝐾 → 𝐺

(ℎ, 𝑘) ↦→ ℎ𝑘.

𝜎是满射⇐⇒ 𝐺中每个元素𝑔能表示成𝑔 = ℎ𝑘, ℎ ∈ 𝐻, 𝑘 ∈ 𝐾 ⇔ 𝐺 = 𝐻𝐾.

𝜎是单射

⇐⇒从𝜎 (ℎ1, 𝑘1) = 𝜎 (ℎ2, 𝑘2)可推出 (ℎ1, 𝑘1) = (ℎ2, 𝑘2)
⇐⇒从ℎ1𝑘1 = ℎ2𝑘2可推出ℎ1 = ℎ2且𝑘1 = 𝑘2

⇐⇒从ℎ−12 ℎ1 = 𝑘2𝑘−11 可推出ℎ1 = ℎ2且𝑘1 = 𝑘2

⇐⇒ 𝐻 ∩ 𝐾 = {𝑒}.
上述推导过程的最后一步的 ⇒ 理由如下 : 假如𝐻 ∩ 𝐾 ≠ {𝑒},则存在非单位元𝑎 ∈ 𝐻 ∩ 𝐾.于是从ℎ−12 ℎ1 = 𝑘2𝑘

−1
1 = 𝑎推出ℎ1 =

ℎ2𝑎 ≠ ℎ2

这与已知条件矛盾.因此𝐻 ∩ 𝐾 = {𝑒}.

𝜎 [(ℎ1, 𝑘1) (ℎ2, 𝑘2)] = 𝜎 (ℎ1, 𝑘1) 𝜎 (ℎ2, 𝑘2) , ∀ (ℎ1, 𝑘1) , (ℎ2, 𝑘2) ∈ 𝐻 × 𝐾
⇐⇒ (ℎ1ℎ2) (𝑘1𝑘2) = (ℎ1𝑘1) (ℎ2𝑘2) ,∀ℎ1, ℎ2 ∈ 𝐻, 𝑘1, 𝑘2 ∈ 𝐾
⇐⇒ 𝐻中每个元素与𝐾中每个元素可交换.
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Theorem 2.46 (内直积定理)
设𝐻, 𝐾是群𝐺的两个子群,则𝐻 × 𝐾 � 𝐺当且仅当下列条件成立 :

(1)𝐺 = 𝐻𝐾;

(2)𝐻 ∩ 𝐾 = {𝑒}
(
在已有 (1)的前提下该 (2)还可有等价叙述如 :幺元分解唯一或者任意元分解唯一实际上这三者等价

)
(3)𝐻中每个元素与𝐾中每个元素可交换.

(
在已经有2.的前提下这个条件可以替换为𝐻与𝐾都是𝐺的正规子群

)
Proof 由交换性推正规性
∀ℎ ∈ 𝐻,∀𝑔 = ℎ1𝑘1 ∈ 𝐻𝐾那么ℎ1𝑘1ℎ𝑘−11 ℎ−11 = ℎ︸                 ︷︷                 ︸

交换即可

∈ 𝐻所以为正规子群同理可证𝐾

由正规性推交换性

∀ℎ ∈ 𝐻,∀𝑘1 ∈ 𝐾已经有𝑘1ℎ𝑘−11 ∈ 𝐻 =⇒


𝑘1ℎ𝑘

−1
1 ℎ−1那么𝑘1ℎ𝑘−11 ℎ−1 ∈ 𝐻

𝑘1ℎ𝑘
−1
1 ℎ−1那么𝑘1ℎ𝑘

−1
1 ℎ−1︸    ︷︷    ︸
∈𝐾

∈ 𝐾 =⇒ 𝑘1ℎ𝑘
−1
1 ℎ−1 ∈ 𝐻∩𝐾 =⇒ 𝑘1ℎ𝑘

−1
1 ℎ−1 = 𝑒推出交换

�
Note设𝐻, 𝐾是群𝐺的两个子群,如果𝐻 × 𝐾 � 𝐺,其同构映射为 (ℎ, 𝑘) ↦→ ℎ𝑘,那么称𝐺是它的子群𝐻与𝐾的内直积

习惯上就记做𝐺 = 𝐻 × 𝐾
这是把 (ℎ, 𝑘)与ℎ𝑘等同.此时, 𝐺中每个元素𝑔能唯一地表示成𝑔 = ℎ𝑘,其中ℎ ∈ 𝐻, 𝑘 ∈ 𝐾.
当群𝐺的运算为加法时,如果𝐻 ⊕ 𝐾 � 𝐺,其同构映射为 (ℎ, 𝑘) ↦→ ℎ + 𝑘,那么称𝐺是它的子群𝐻与𝐾的内直和
习惯上就记做𝐺 = 𝐻 ⊕ 𝐾,这是把 (ℎ, 𝑘)与ℎ + 𝑘等同.此时, 𝐺中每个元素𝑔能唯一地表示成𝑔 = ℎ + 𝑘,其中ℎ ∈ 𝐻, 𝑘 ∈ 𝐾.

Corollary 2.16

♡

设𝐺𝑖 (𝑖 = 1, 2, · · · , 𝑛)是𝐺的𝑛个子群,则𝐺 = 𝐺1 × 𝐺2 × · · · × 𝐺𝑛 ⇐⇒下述具有下述条件
(1)𝐺 = 𝐺1𝐺2 · · ·𝐺𝑛;
(2)𝐺𝑖 ∩

∏
𝑖≠ 𝑗

𝐺 𝑗 = {𝑒};
(
在1.的前提下具有等价叙述为 :任意元分解唯一，幺元分解唯一实际上这三者等价

)
(3) 𝑎𝑖𝑎 𝑗 = 𝑎 𝑗𝑎𝑖 ,

(
𝑎𝑖 ∈ 𝐺𝑖 , 𝑎 𝑗 ∈ 𝐺 𝑗 ; 𝑖, 𝑗 = 1, 2, · · · , 𝑛; 𝑖 ≠ 𝑗

)
.
(
在2.的前提下具有等价叙述𝐺𝑖都是𝐺的正规子群

)
Proposition 2.39

If a group 𝐺 is the internal direct product of its subgroups 𝐻, 𝐾 , then 𝐻 � 𝐺/𝐾 and 𝐺/𝐻 � 𝐾

Proposition 2.40 (外直积的一些结论)

1.给出以2为模的剩余类加群Z2 = {0, 1},则Z2与Z2的直和是Z2 ⊕ Z2 = {(0, 0), (0, 1), (1, 0), (1, 1)}
容易知道Z2 ⊕ Z2 = {(0, 0), (0, 1), (1, 0), (1, 1)} � 𝐾𝑒𝑙𝑖𝑛4

2.令𝐶𝑛表示𝑛阶循环群那么若 (𝑚, 𝑛) = 1那么𝐶𝑚 × 𝐶𝑛 � 𝐶𝑚𝑛

Proposition 2.41 (外直积的一些性质)
在𝐺1 × 𝐺2中我们定义𝐺∗

1 = {(𝑥, 𝑒2) : 𝑥 ∈ 𝐺1} 𝐺∗
2 = {(𝑒1, 𝑥) : 𝑥 ∈ 𝐺2}

1.𝐺∗
1与𝐺

∗
2是𝐺1 × 𝐺2的不变子群

2.且𝐺1 � 𝐺∗
1与𝐺2 � 𝐺∗

2

(
可构造映射𝐺1 → 𝐺∗

1 𝑥 → (𝑥, 𝑒2)
)

3.𝐺∗
1 ∩ 𝐺∗

2 = {(𝑒1, 𝑒2)}
4.𝐺1 × 𝐺2的元素表示为𝐺∗

1 × 𝐺∗
2时表示法唯一
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Example 2.23
给出群𝐻𝑖 , 𝐾𝑖的例子，使得𝐻1 × 𝐻2 � 𝐾1 × 𝐾2但没有任何𝐻𝑖同构于任何𝐾 𝑗

Proof 令𝐻1 = 𝑍2 × 𝑍2（克莱因四元群，阶为4），𝐻2 = 𝑍3 × 𝑍3（阶为9）

令𝐾1 = 𝑍6（循环群，阶为6），𝐾2 = 𝑍6（循环群，阶为6

则𝐻1 × 𝐻2 � 𝑍2 × 𝑍2 × 𝑍3 × 𝑍3，阶为36

这是因为𝐾1 × 𝐾2 � 𝑍6 × 𝑍6 � 𝑍2 × 𝑍3 × 𝑍2 × 𝑍3 � 𝑍2 × 𝑍2 × 𝑍3 × 𝑍3，阶为36

因此𝐻1 × 𝐻2 � 𝐾1 × 𝐾2。

但𝐻1 � 𝑍2 × 𝑍2不同构于𝐾1 � 𝑍6（因为阶不同且一个循环一个不循环）

同样𝐻2 � 𝑍3 × 𝑍3不同构于𝐾2 � 𝑍6（阶不同）。因此没有任何𝐻𝑖同构于任何𝐾 𝑗

Example 2.24
For 𝑖 = 1, 2, let 𝐻𝑖 be a subgroup of 𝐺𝑖 . Give examples to show that each of the following statements may be false:

(a) 𝐺1 � 𝐺2 and 𝐻1 � 𝐻2 ⇒ 𝐺1/𝐻1 � 𝐺2/𝐻2

(b) 𝐺1 � 𝐺2 and 𝐺1/𝐻1 � 𝐺2/𝐻2 ⇒ 𝐻1 � 𝐻2

(c) 𝐻1 � 𝐻2 and 𝐺1/𝐻1 � 𝐺2/𝐻2 ⇒ 𝐺1 � 𝐺2

Proof
(a) Counterexample:
Let 𝐺1 = 𝐺2 = Z4 × Z2, so 𝐺1 � 𝐺2.
Let 𝐻1 = ⟨(2, 0)⟩ � Z2 and 𝐻2 = ⟨(0, 1)⟩ � Z2, so 𝐻1 � 𝐻2.
But 𝐺1/𝐻1 � Z2 × Z2 and 𝐺2/𝐻2 � Z4, hence 𝐺1/𝐻1 ≇ 𝐺2/𝐻2.
(b) Counterexample:
Let 𝐺1 = 𝐺2 = 𝐷4 (dihedral group of order 8), so 𝐺1 � 𝐺2.
Let 𝐻1 = ⟨𝑟⟩ � Z4, then 𝐺1/𝐻1 � Z2.
Let 𝐻2 = ⟨𝑠, 𝑟2⟩ � Z2 × Z2, then 𝐺2/𝐻2 � Z2.
So 𝐺1/𝐻1 � 𝐺2/𝐻2, but 𝐻1 ≇ 𝐻2.
(c) Counterexample:
Let 𝐺1 = Z4, 𝐺2 = Z2 × Z2, so 𝐺1 ≇ 𝐺2.
Let 𝐻1 = 2Z4 � Z2, then 𝐺1/𝐻1 � Z2.
Let 𝐻2 = ⟨(0, 1)⟩ � Z2, then 𝐺2/𝐻2 � Z2.
So 𝐻1 � 𝐻2 and 𝐺1/𝐻1 � 𝐺2/𝐻2, but 𝐺1 ≇ 𝐺2.
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2.12 Free Group

We shall show that free objects (free groups) exist in the (concrete) category of groups, and we shall use these to develop a method
of describing groups in terms of “generators and relations.” In addition, we indicate how to construct coproducts (free products) in the
category of groups.

Given a set 𝑋 we shall construct a group 𝐹 that is free on the set 𝑋 in the sense of Definition 7.7. If 𝑋 = ∅, 𝐹 is the trivial group
⟨𝑒⟩. If 𝑋 ≠ ∅, let 𝑋−1 be a set disjoint from 𝑋 such that |𝑋 | = |𝑋−1 |. Choose a bijection 𝑋 → 𝑋−1 and denote the image of 𝑥 ∈ 𝑋 by
𝑥−1. Finally choose a set that is disjoint from 𝑋 ∪ 𝑋−1 and has exactly one element; denote this element by 1. A word on 𝑋 is a sequence
(𝑎1, 𝑎2, . . .) with 𝑎𝑖 ∈ 𝑋 ∪𝑋−1∪{1} such that for some 𝑛 ∈ N∗, 𝑎𝑘 = 1 for all 𝑘 ≥ 𝑛. The constant sequence (1, 1, . . .) is called the empty
word and is denoted 1. (This ambiguous notation will cause no confusion.) A word (𝑎1, 𝑎2, . . .) on 𝑋 is said to be reduced provided that

(i) for all 𝑥 ∈ 𝑋 , 𝑥 and 𝑥−1 are not adjacent (that is, 𝑎𝑖 = 𝑥 ⇒ 𝑎𝑖+1 ≠ 𝑥−1 and 𝑎𝑖 = 𝑥−1 ⇒ 𝑎𝑖+1 ≠ 𝑥 for all 𝑖 ∈ N∗, 𝑥 ∈ 𝑋) and
(ii) 𝑎𝑘 = 1 implies 𝑎𝑖 = 1 for all 𝑖 ≥ 𝑘 .

In particular, the empty word 1 is reduced.
Every nonempty reduced word is of the form (𝑥𝜆11 , 𝑥

𝜆2
2 , . . . , 𝑥

𝜆𝑛
𝑛 , 1, 1, . . .), where 𝑛 ∈ N∗, 𝑥𝑖 ∈ 𝑋 and 𝜆𝑖 = ±1 (and by convention

𝑥1 denotes 𝑥 for all 𝑥 ∈ 𝑋). Hereafter we shall denote this word by 𝑥𝜆11 𝑥
𝜆2
2 · · · 𝑥𝜆𝑛𝑛 . This new notation is both more tractable and more

suggestive. Observe that the definition of equality of sequences shows that two reduced words 𝑥𝜆11 · · · 𝑥𝜆𝑚𝑚 and 𝑦 𝛿11 · · · 𝑦 𝛿𝑛𝑛 (𝑥𝑖 , 𝑦 𝑗 ∈
𝑋;𝜆𝑖 , 𝛿 𝑗 = ±1) are equal if and only if both are 1 or 𝑚 = 𝑛 and 𝑥𝑖 = 𝑦𝑖 , 𝜆𝑖 = 𝛿𝑖 for each 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛. Consequently the map from 𝑋

into the set 𝐹 (𝑋) of all reduced words on 𝑋 given by 𝑥 ↦→ 𝑥1 = 𝑥 is injective. We shall identify 𝑋 with its image and consider 𝑋 to be a
subset of 𝐹 (𝑋).

Next we define a binary operation on the set 𝐹 = 𝐹 (𝑋) of all reduced words on 𝑋 . The empty word 1 is to act as an identity element
(𝑤1 = 1𝑤 = 𝑤 for all 𝑤 ∈ 𝐹). Informally, we would like to have the product of nonempty reduced words to be given by juxtaposition, that
is,

(𝑥𝜆11 · · · 𝑥𝜆𝑚𝑚 )(𝑦 𝛿11 · · · 𝑦 𝛿𝑛𝑛 ) = 𝑥𝜆11 · · · 𝑥𝜆𝑚𝑚 𝑦 𝛿11 · · · 𝑦 𝛿𝑛𝑛 .

Unfortunately the word on the right side of the equation may not be reduced (for example, if 𝑥𝜆𝑚𝑚 = 𝑦−𝛿11 ). Therefore, we de-
fine the product to be given by juxtaposition and (if necessary) cancellation of adjacent terms of the form 𝑥𝑥−1 or 𝑥−1𝑥; for example
(𝑥11𝑥−12 𝑥13)(𝑥−13 𝑥12𝑥

1
4) = 𝑥11𝑥14. More precisely, if 𝑥𝜆11 · · · 𝑥𝜆𝑚𝑚 and 𝑦 𝛿11 · · · 𝑦 𝛿𝑛𝑛 are nonempty reduced words on 𝑋 with 𝑚 ≤ 𝑛, let 𝑘 be the

largest integer (0 ≤ 𝑘 ≤ 𝑚) such that 𝑥𝜆𝑚− 𝑗

𝑚− 𝑗 = 𝑦
−𝛿 𝑗+1
𝑗+1 for 𝑗 = 0, 1, . . . , 𝑘 − 1. Then define

(𝑥𝜆11 · · · 𝑥𝜆𝑚𝑚 ) (𝑦 𝛿11 · · · 𝑦 𝛿𝑛𝑛 ) =


𝑥𝜆11 · · · 𝑥𝜆𝑚−𝑘

𝑚−𝑘 𝑦
𝛿𝑘+1
𝑘+1 · · · 𝑦 𝛿𝑛𝑛 if 𝑘 < 𝑚;

𝑦 𝛿𝑚+1
𝑚+1 · · · 𝑦 𝛿𝑛𝑛 if 𝑘 = 𝑚 < 𝑛;

1 if 𝑘 = 𝑚 = 𝑛.

If 𝑚 > 𝑛, the product is defined analogously. The definition insures that the product of reduced words is a reduced word.

Theorem 2.47
If 𝑋 is a nonempty set and 𝐹 = 𝐹 (𝑋) is the set of all reduced words on 𝑋 , then 𝐹 is a group under the binary operation defined
above and 𝐹 = ⟨𝑋⟩.

Remark
The group 𝐹 = 𝐹 (𝑋) is called the free group on the set 𝑋 . (The terminology “free” is explained by Theorem below.)

Proof
Since 1 is an identity element and 𝑥 𝛿11 · · · 𝑥 𝛿𝑛𝑛 has inverse 𝑥−𝛿𝑛𝑛 · · · 𝑥−𝛿11 , we need only verify associativity. This may be done by

induction and a tedious examination of cases or by the following more elegant device. For each 𝑥 ∈ 𝑋 and 𝛿 = ±1 let |𝑥 𝛿 | be the map
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𝐹 → 𝐹 given by 1 ↦→ 𝑥 𝛿 and

𝑥 𝛿11 · · · 𝑥 𝛿𝑛𝑛 ↦→

𝑥 𝛿11 · · · 𝑥 𝛿𝑛𝑛 if 𝑥 𝛿 ≠ 𝑥−𝛿11 ;

𝑥 𝛿12 · · · 𝑥 𝛿𝑛𝑛 if 𝑥 𝛿 = 𝑥−𝛿11 (= 1 if 𝑛 = 1).

Since |𝑥 | |𝑥−1 | = 1𝐹 = |𝑥−1 | |𝑥 |, every |𝑥 𝛿 | is a permutation (bijection) of 𝐹 (with inverse |𝑥−𝛿 |) by (13) of Introduction, Section 3. Let
𝐴(𝐹) be the group of all permutations of 𝐹 (see page 26) and 𝐹0 the subgroup generated by {|𝑥 | | 𝑥 ∈ 𝑋}. The map 𝜑 : 𝐹 → 𝐹0 given by
1 ↦→ 1𝐹 and 𝑥 𝛿11 · · · 𝑥 𝛿𝑛𝑛 ↦→ |𝑥 𝛿11 | · · · |𝑥 𝛿𝑛𝑛 | is clearly a surjection such that 𝜑(𝑤1𝑤2) = 𝜑(𝑤1)𝜑(𝑤2) for all 𝑤𝑖 ∈ 𝐹. Since 1 ↦→ 𝑥 𝛿11 · · · 𝑥 𝛿𝑛𝑛
under the map |𝑥 𝛿11 | · · · |𝑥 𝛿𝑛𝑛 |, it follows that 𝜑 is injective. The fact that 𝐹0 is a group implies that associativity holds in 𝐹 and that 𝜑 is an
isomorphism of groups. Obviously 𝐹 = ⟨𝑋⟩.

Certain properties of free groups are easily derived. For instance if |𝑋 | ≥ 2, then the free group on 𝑋 is nonabelian (𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 and
𝑥 ≠ 𝑦 ⇒ 𝑥−1𝑦−1𝑥𝑦 is reduced ⇒ 𝑥−1𝑦−1𝑥𝑦 ≠ 1 ⇒ 𝑥𝑦 ≠ 𝑦𝑥). Similarly every element (except 1) in a free group has infinite order
(Exercise 1). If 𝑋 = {𝑎}, then the free group on 𝑋 is the infinite cyclic group ⟨𝑎⟩ (Exercise 2). A decidedly nontrivial fact is that every
subgroup of a free group is itself a free group on some set (see J. Rotman [19]).

Theorem 2.48
Let 𝐹 be the free group on a set 𝑋 and 𝑡 : 𝑋 → 𝐹 the inclusion map. If𝐺 is a group and 𝑓 : 𝑋 → 𝐺 a map of sets, then there exists
a unique homomorphism of groups 𝑓 : 𝐹 → 𝐺 such that 𝑓 𝑡 = 𝑓 . In other words, 𝐹 is a free object on the set 𝑋 in the category of
groups.

Proof
Define 𝑓 (1) = 𝑒 and if 𝑥 𝛿11 · · · 𝑥 𝛿𝑛𝑛 is a nonempty reduced word on 𝑋 , define 𝑓 (𝑥 𝛿11 · · · 𝑥 𝛿𝑛𝑛 ) = 𝑓 (𝑥1) 𝛿1 𝑓 (𝑥2) 𝛿2 · · · 𝑓 (𝑥𝑛) 𝛿𝑛 . Since

𝐺 is a group and 𝛿𝑖 = ±1, the product 𝑓 (𝑥1) 𝛿1 · · · 𝑓 (𝑥𝑛) 𝛿𝑛 is a well-defined element of 𝐺. Verify that 𝑓 is a homomorphism such that
𝑓 𝑡 = 𝑓 . If 𝑔 : 𝐹 → 𝐺 is any homomorphism such that 𝑔𝑡 = 𝑓 , then

𝑔(𝑥 𝛿11 · · · 𝑥 𝛿𝑛𝑛 ) = 𝑔(𝑥 𝛿11 ) · · · 𝑔(𝑥 𝛿𝑛𝑛 ) = 𝑔(𝑥1) 𝛿1 · · · 𝑔(𝑥𝑛) 𝛿𝑛 = 𝑓 (𝑥1) 𝛿1 · · · 𝑓 (𝑥𝑛) 𝛿𝑛 = 𝑓 (𝑥 𝛿11 · · · 𝑥 𝛿𝑛𝑛 ).

Therefore 𝑓 is unique. ■
Remark

If 𝐹′ is another free object on the set 𝑋 in the category of groups (with 𝜆 : 𝑋 → 𝐹′), then Theorems 7.8 and 9.2 imply that there is
an isomorphism 𝜑 : 𝐹 � 𝐹′ such that 𝜑𝑡 = 𝜆. In particular 𝜆(𝑋) is a set of generators of 𝐹′; this fact may also be proved directly from the
definition of a free object.

Corollary 2.17

♡
Every group 𝐺 is the homomorphic image of a free group.

Proof
Let 𝑋 be a set of generators of 𝐺 and let 𝐹 be the free group on the set 𝑋 . By Theorem 9.2 the inclusion map 𝑋 → 𝐺 induces a

homomorphism 𝑓 : 𝐹 → 𝐺 such that 𝑥 ↦→ 𝑥 ∈ 𝐺. Since 𝐺 = ⟨𝑋⟩, the proof of Theorem 9.2 shows that 𝑓 is an epimorphism.

An immediate consequence of Corollary and the First Isomorphism Theorem is that any group 𝐺 is isomorphic to a quotient group
𝐹/𝑁 , where 𝐺 = ⟨𝑋⟩, 𝐹 is the free group on 𝑋 and 𝑁 is the kernel of the epimorphism 𝐹 → 𝐺 of Corollary . Therefore, in order to
describe 𝐺 up to isomorphism we need only specify 𝑋 , 𝐹, and 𝑁 . But 𝐹 is determined up to isomorphism by 𝑋 (Theorem 7.8) and 𝑁 is
determined by any subset that generates it as a subgroup of 𝐹. Now if 𝑤 = 𝑥 𝛿11 · · · 𝑥 𝛿𝑛𝑛 ∈ 𝐹 is a generator of 𝑁 , then under the epimorphism
𝐹 → 𝐺, 𝑤 ↦→ 𝑥 𝛿11 · · · 𝑥 𝛿𝑛𝑛 = 𝑒 ∈ 𝐺. The equation 𝑥 𝛿11 · · · 𝑥 𝛿𝑛𝑛 = 𝑒 in 𝐺 is called a relation on the generators 𝑥𝑖 . Clearly a given group 𝐺
may be completely described by specifying a set 𝑋 of generators of𝐺 and a suitable set 𝑅 of relations on these generators. This description
is not unique since there are many possible choices of both 𝑋 and 𝑅 for a given group 𝐺 (see Exercises 6 and 9).

Conversely, suppose we are given a set 𝑋 and a set 𝑌 of (reduced) words on the elements of 𝑋 . Question: does there exist a group
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𝐺 such that 𝐺 is generated by 𝑋 and all the relations 𝑤 = 𝑒 (𝑤 ∈ 𝑌 ) are valid (where 𝑤 = 𝑥 𝛿11 · · · 𝑥 𝛿𝑛𝑛 now denotes a product in 𝐺)? We
shall see that the answer is yes, providing one allows for the possibility that in the group 𝐺 the elements of 𝑋 may not all be distinct. For
instance, if 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑋 and 𝑎1𝑏−1 is a (reduced) word in 𝑌 , then any group containing 𝑎, 𝑏 and satisfying 𝑎1𝑏−1 = 𝑒 must have 𝑎 = 𝑏.

Given a set of “generators” 𝑋 and a set 𝑌 of (reduced) words on the elements of 𝑋 , we construct such a group as follows. Let 𝐹 be
the free group on 𝑋 and 𝑁 the normal subgroup of 𝐹 generated by 𝑌 . Let 𝐺 be the quotient group 𝐹/𝑁 and identify 𝑋 with its image
in 𝐹/𝑁 under the map 𝑋 ⊆ 𝐹 → 𝐹/𝑁; as noted above, this may involve identifying some elements of 𝑋 with one another. Then 𝐺 is a
group generated by 𝑋 (subject to identifications) and by construction all the relations 𝑤 = 𝑒 (𝑤 ∈ 𝑌 ) are satisfied (𝑤 = 𝑥 𝛿11 · · · 𝑥 𝛿𝑛𝑛 ∈ 𝑌 ⇒
𝑥 𝛿11 · · · 𝑥 𝛿𝑛𝑛 ∈ 𝑁 ⇒ 𝑥 𝛿11 𝑁 · · · 𝑥 𝛿𝑛𝑛 𝑁 = 𝑁); that is, 𝑥 𝛿11 · · · 𝑥 𝛿𝑛𝑛 = 𝑒 in 𝐺 = 𝐹/𝑁 .

Definition 2.50
Let 𝑋 be a set and 𝑌 a set of (reduced) words on 𝑋 . A group 𝐺 is said to be the group defined by the generators 𝑥 ∈ 𝑋 and
relations 𝑤 = 𝑒 (𝑤 ∈ 𝑌 ) provided 𝐺 � 𝐹/𝑁 , where 𝐹 is the free group on 𝑋 and 𝑁 the normal subgroup of 𝐹 generated by 𝑌 .
One says that (𝑋 | 𝑌 ) is a presentation of 𝐺.

The preceding discussion shows that the group defined by given generators and relations always exists. Furthermore it is the largest
possible such group in the following sense.

Theorem 2.49 ((Van Dyck))
Let 𝑋 be a set, 𝑌 a set of (reduced) words on 𝑋 and 𝐺 the group defined by the generators 𝑥 ∈ 𝑋 and relations 𝑤 = 𝑒 (𝑤 ∈ 𝑌 ). If
𝐻 is any group such that 𝐻 = ⟨𝑋⟩ and 𝐻 satisfies all the relations 𝑤 = 𝑒 (𝑤 ∈ 𝑌 ), then there is an epimorphism 𝐺 → 𝐻.

Proof If 𝐹 is the free group on 𝑋 then the inclusion map 𝑋 → 𝐻 induces an epimorphism 𝜑 : 𝐹 → 𝐻 by Corollary 9.3. Since 𝐻 satisfies
the relations 𝑤 = 𝑒 (𝑤 ∈ 𝑌 ), 𝑌 ⊆ Ker𝜑. Consequently, the normal subgroup 𝑁 generated by 𝑌 in 𝐹 is contained in Ker𝜑. By Corollary
5.8 𝜑 induces an epimorphism 𝐹/𝑁 → 𝐻/{𝑒}. Therefore the composition 𝐺 � 𝐹/𝑁 → 𝐻/{𝑒} � 𝐻 is an epimorphism.
Remark

The elements of 𝑌 are being interpreted as words on 𝑋 , products in 𝐺, and products in 𝐻 as the context indicates.

The following examples of groups defined by generators and relations illustrate the sort of ad hoc arguments that are often the only
way of investigating a given presentation. When convenient, we shall use exponential notation for words (for example, 𝑥2𝑦−3 in place of
𝑥1𝑥1𝑦−1𝑦−1𝑦−1).

Example 2.25
Let 𝐺 be the group defined by generators 𝑎, 𝑏 and relations 𝑎4 = 𝑒, 𝑎2𝑏−2 = 𝑒 and 𝑎𝑏𝑎𝑏−1 = 𝑒. Since 𝑄8, the quaternion group of

order 8, is generated by elements 𝑎, 𝑏 satisfying these relations (Exercise 4.14), there is an epimorphism 𝜑 : 𝐺 → 𝑄8 by Theorem 9.5.
Hence |𝐺 | ≥ |𝑄8 | = 8. Let 𝐹 be the free group on {𝑎, 𝑏} and 𝑁 the normal subgroup generated by {𝑎4, 𝑎2𝑏−2, 𝑎𝑏𝑎𝑏−1}. It is not difficult
to show that every element of 𝐹/𝑁 is of the form 𝑎𝑖𝑏 𝑗𝑁 with 0 ≤ 𝑖 ≤ 3 and 𝑗 = 0, 1, whence |𝐺 | = |𝐹/𝑁 | ≤ 8. Therefore |𝐺 | = 8 and 𝜑
is an isomorphism. Thus the group defined by the given generators and relations is (isomorphic to) 𝑄8.
Example 2.26

The group defined by the generators 𝑎, 𝑏 and the relations 𝑎𝑛 = 𝑒 (3 ≤ 𝑛 ∈ N∗), 𝑏2 = 𝑒 and 𝑎𝑏𝑎𝑏 = 𝑒 (or 𝑏𝑎 = 𝑎−1𝑏) is the dihedral
group 𝐷𝑛
Example 2.27

The group defined by one generator 𝑏 and the single relation 𝑏𝑚 = 𝑒 (𝑚 ∈ N∗) is Z𝑚
Example 2.28

The free group 𝐹 on a set 𝑋 is the group defined by the generators 𝑥 ∈ 𝑋 and no relations (recall that ⟨∅⟩ = ⟨𝑒⟩ by Definition 2.7).
The terminology “free” arises from the fact that 𝐹 is relation-free.
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2.12 Free Group

We close this section with a brief discussion of coproducts (free products) in the category of groups. Most of the details are left to
the reader since the process is quite similar to the construction of free groups.

Given a family of groups {𝐺𝑖 | 𝑖 ∈ 𝐼} we may assume (by relabeling if necessary) that the 𝐺𝑖 are mutually disjoint sets. Let
𝑋 =

⋃
𝑖∈𝐼 𝐺𝑖 and let {1} be a one-element set disjoint from 𝑋 . A word on 𝑋 is any sequence (𝑎1, 𝑎2, . . .) such that 𝑎𝑖 ∈ 𝑋 ∪ {1} and for

some 𝑛 ∈ N∗, 𝑎𝑖 = 1 for all 𝑖 ≥ 𝑛. A word (𝑎1, 𝑎2, . . .) is reduced provided:
(i) no 𝑎𝑖 ∈ 𝑋 is the identity element in its group 𝐺 𝑗 ;
(ii) for all 𝑖, 𝑗 ≥ 1, 𝑎𝑖 and 𝑎𝑖+1 are not in the same group 𝐺 𝑗 ;
(iii) 𝑎𝑘 = 1 implies 𝑎𝑖 = 1 for all 𝑖 ≥ 𝑘 .

In particular 1 = (1, 1, . . .) is reduced. Every reduced word (≠ 1) may be written uniquely as 𝑎1𝑎2 · · · 𝑎𝑛 = (𝑎1, 𝑎2, . . . , 𝑎𝑛, 1, 1, . . .),
where 𝑎𝑖 ∈ 𝑋 .

Let
∏
𝑖∈𝐼 𝐺𝑖 (or 𝐺1 ∗ 𝐺2 ∗ · · · ∗ 𝐺𝑛 if 𝐼 is finite) be the set of all reduced words on 𝑋 .∏

𝑖∈𝐼 𝐺𝑖 forms a group, called the free product of the family {𝐺𝑖 | 𝑖 ∈ 𝐼}, under the binary operation defined as follows. 1 is the
identity element and the product of two reduced words (≠ 1) essentially is to be given by juxtaposition. Since the juxtaposed product
of two reduced words may not be reduced, one must make the necessary cancellations and contractions. For example, if 𝑎𝑖 , 𝑏𝑖 ∈ 𝐺𝑖 for
𝑖 = 1, 2, 3, then (𝑎1𝑎2𝑎3)(𝑎−13 𝑏2𝑏1𝑏3) = 𝑎1𝑐2𝑏1𝑏3 = (𝑎1, 𝑐2, 𝑏1, 𝑏3, 1, 1, . . .), where 𝑐2 = 𝑎2𝑏2 ∈ 𝐺2. Finally, for each 𝑘 ∈ 𝐼 the map
𝜄𝑘 : 𝐺𝑘 →

∏
𝑖∈𝐼 𝐺𝑖 given by 𝑒 ↦→ 1 and 𝑎 ↦→ 𝑎 = (𝑎, 1, 1, . . .) is a monomorphism of groups. Consequently, we sometimes identify 𝐺𝑘

with its isomorphic image in
∏
𝑖∈𝐼 𝐺𝑖

Theorem 2.50
Let {𝐺𝑖 | 𝑖 ∈ 𝐼} be a family of groups and

∏
𝑖∈𝐼 𝐺𝑖 their free product. If {𝜓𝑖 : 𝐺𝑖 → 𝐻 | 𝑖 ∈ 𝐼} is a family of group

homomorphisms, then there exists a unique homomorphism 𝜓 :
∏
𝑖∈𝐼 𝐺𝑖 → 𝐻 such that 𝜓𝜄𝑖 = 𝜓𝑖 for all 𝑖 ∈ 𝐼 and this property

determines
∏
𝑖∈𝐼 𝐺𝑖 uniquely up to isomorphism. In other words,

∏
𝑖∈𝐼 𝐺𝑖 is a coproduct in the category of groups.

Proof
If 𝑎1𝑎2 · · · 𝑎𝑛 is a reduced word in

∏
𝑖∈𝐼 𝐺𝑖 with 𝑎𝑘 ∈ 𝐺𝑖𝑘 , define 𝜓(𝑎1 · · · 𝑎𝑛) to be 𝜓𝑖1 (𝑎1)𝜓𝑖2 (𝑎2) · · ·𝜓𝑖𝑛 (𝑎𝑛) ∈ 𝐻.

� Exercise 2.8
1.Z × Z � 𝐹 (𝑥, 𝑦)/

〈
𝑥, 𝑦 | 𝑥𝑦𝑥−1𝑦−1

〉
2.𝑆3 � 𝐹 (𝑥, 𝑦)/

〈
𝑥, 𝑦 | 𝑥𝑦𝑥−1𝑦−1, 𝑥2, 𝑦3

〉
3.𝑄8 � 𝐹 (𝑥, 𝑦)/

〈
𝑥, 𝑦 | 𝑥4, 𝑦2, 𝑥𝑦𝑥−1𝑦−1

〉
Proof

2.Assume𝐹 is the free group on the set{𝑥, 𝑦}. And𝑁 is the normal group which is generated by{𝑥𝑦𝑥−1𝑦−1, 𝑥2, 𝑦3}. Then we can
define the epimorphism,

𝜑 : 𝐺 → 𝑆3 𝑥 ↦→ (12), 𝑦 ↦→ (123)

And we know that 𝑆3 is generated by (12) and (123), so 𝜑 is surjective.And 𝐾𝑒𝑟𝜑 contains 𝑁 , so we can define the epimorphism,

𝜑 : 𝐹/𝑁 → 𝑆3 𝑥𝑁 ↦→ (12), 𝑦𝑁 ↦→ (123)

.So it is enough to check the 𝜑 is injective. We can see that every element in 𝐹/𝑁 has the form 𝑥𝑖1 𝑦 𝑗1 · · · 𝑥𝑖𝑠 𝑦 𝑗𝑠𝑁 ,And by the relation in
𝑁 ,we can write the form as 𝑥𝑖𝑦 𝑗𝑁 , where 𝑖 = 0, 1 and 𝑗 = 0, 1, 2.So |𝐹/𝑁 | ≤ 6.But |𝑆3 | = 6 and the 𝜑 is also a epimorphism,So |𝐹/𝑁 | ⩾ 6

so 𝜑 is bijetjion.Hence we get the isomorphic 𝐹/𝑁 � 𝑆3.(Of course,we can check the all elements 𝑥𝑖𝑦 𝑗𝑁, (𝑖 = 0, 1), ( 𝑗 = 0, 1, 2) whose
range under the 𝜑 are not the identity in 𝑆3.)

67



抽
象
代
数
讲
义

2.13 Free Abelian Group

2.13 Free Abelian Group

Definition 2.51
A basis of an abelian group 𝐹 is a subset 𝑋 of 𝐹 such that

(i) 𝐹 = ⟨𝑋⟩; and
(ii) for distinct 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑘 ∈ 𝑋 and 𝑛𝑖 ∈ Z,

𝑛1𝑥1 + 𝑛2𝑥2 + · · · + 𝑛𝑘𝑥𝑘 = 0 ⇒ 𝑛𝑖 = 0 for every 𝑖.

Theorem 2.51
The following conditions on an abelian group 𝐹 are equivalent.

(i) 𝐹 has a nonempty basis.
(ii) 𝐹 is the (internal) direct sum of a family of infinite cyclic subgroups.
(iii) 𝐹 is (isomorphic to) a direct sum of copies of the additive group Z of integers.
(iv) There exists a nonempty set 𝑋 and a function 𝜄 : 𝑋 → 𝐹 with the following property: given an abelian group 𝐺 and function

𝑓 : 𝑋 → 𝐺, there exists a unique homomorphism of groups 𝑓 : 𝐹 → 𝐺 such that 𝑓 ◦ 𝜄 = 𝑓 . In other words, 𝐹 is a free
object in the category of abelian groups.

Remark
An abelian group 𝐹 that satisfies the conditions of Theorem is called a free abelian group (on the set 𝑋). By definition the trivial

group 0 is the free abelian group on the null set ∅.
Proof
(i) ⇒ (ii) If 𝑋 is a basis of 𝐹, then for each 𝑥 ∈ 𝑋 , 𝑛𝑥 = 0 if and only if 𝑛 = 0. Hence each subgroup ⟨𝑥⟩ (𝑥 ∈ 𝑋) is infinite cyclic (and
normal since 𝐹 is abelian). Since 𝐹 = ⟨𝑋⟩, we also have 𝐹 = ⟨⋃𝑥∈𝑋 ⟨𝑥⟩⟩. If for some 𝑧 ∈ 𝑋 , ⟨𝑧⟩ ∩ ⟨⋃𝑥∈𝑋,𝑥≠𝑧 ⟨𝑥⟩⟩ ≠ 0, then for some
nonzero 𝑛 ∈ Z, 𝑛𝑧 = 𝑛1𝑥1 + · · · + 𝑛𝑘𝑥𝑘 with 𝑧, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑘 distinct elements of 𝑋 , which contradicts the fact that 𝑋 is a basis. Therefore
⟨𝑧⟩ ∩ ⟨⋃𝑥∈𝑋 ⟨𝑥⟩⟩ = 0 and hence 𝐹 =

⊕
𝑥∈𝑋 ⟨𝑥⟩ by Definition I.8.8.

(ii) ⇒ (iii) Theorems直积定理与循环群的同构定理
(iii) ⇒ (i) Suppose 𝐹 �

⊕
Z and the copies of Z are indexed by a set 𝑋 . For each 𝑥 ∈ 𝑋 , let 𝜃𝑥 be the element {𝑢𝑖} of

⊕
Z, where 𝑢𝑖 = 0

for 𝑖 ≠ 𝑥, and 𝑢𝑥 = 1. Verify that {𝜃𝑥 | 𝑥 ∈ 𝑋} is a basis of
⊕
Z and use the isomorphism 𝐹 �

⊕
Z to obtain a basis of 𝐹.

(i) ⇒ (iv) Let 𝑋 be a basis of 𝐹 and 𝜄 : 𝑋 → 𝐹 the inclusion map. Suppose we are given a map 𝑓 : 𝑋 → 𝐺. If 𝑢 ∈ 𝐹, then
𝑢 = 𝑛1𝑥1 + · · · + 𝑛𝑘𝑥𝑘 (𝑛𝑖 ∈ Z; 𝑥𝑖 ∈ 𝑋) since 𝑋 generates 𝐹. If 𝑢 = 𝑚1𝑥1 + · · · + 𝑚𝑘𝑥𝑘 (𝑚𝑘 ∈ Z), then

∑𝑘
𝑖=1 (𝑛𝑖 − 𝑚𝑖)𝑥𝑖 = 0, whence

𝑛𝑖 = 𝑚𝑖 for every 𝑖 since 𝑋 is a basis. Consequently the map 𝑓 : 𝐹 → 𝐺, given by

𝑓 (𝑢) = 𝑓

(
𝑘∑
𝑖=1

𝑛𝑖𝑥𝑖

)
= 𝑛1 𝑓 (𝑥1) + · · · + 𝑛𝑘 𝑓 (𝑥𝑘),

is a well-defined function such that 𝑓 𝔩 = 𝑓 . Since 𝐺 is abelian, 𝑓 is easily seen to be a homomorphism. Since 𝑋 generates 𝐹, any
homomorphism 𝐹 → 𝐺 is completely determined by its action on 𝑋 . Thus if 𝑔 : 𝐹 → 𝐺 is a homomorphism such that 𝑔𝔩 = 𝑓 , then for
any 𝑥 ∈ 𝑋 , 𝑔(𝑥) = 𝑔(𝜄(𝑥)) = 𝑓 (𝑥) = 𝑓 (𝑥), whence 𝑔 = 𝑓 and 𝑓 is unique. Therefore, by Definition I.7.7 𝐹 is a free object on the set 𝑋 in
the category of abelian groups.

(iv) ⇒ (iii). Given 𝜄 : 𝑋 → 𝐹, construct the direct sum
∑
Z with the copies of Z indexed by 𝑋 . Let 𝑌 = {𝜃𝑥 | 𝑥 ∈ 𝑋} be a basis

of
∑
Z as in the proof of (iii) ⇒ (i). The proof of (iii) ⇒ (i) ⇒ (iv) shows that

∑
Z is a free object on the set 𝑌 . Since we clearly have

|𝑋 | = |𝑌 |, 𝐹 �
∑
Z by Theorem (Category section).�

Note
Given any set 𝑋 , the proof of Theorem indicates how to construct a free abelian group 𝐹 with basis 𝑋 . Simply let 𝐹 be the direct

sum
∑
Z, with the copies of Z indexed by 𝑋 . As in the proof of (iii) ⇒ (i), {𝜃𝑥 | 𝑥 ∈ 𝑋} is a basis of 𝐹 =

∑
Z, and 𝐹 is free on the set

{𝜃𝑥 | 𝑥 ∈ 𝑋}. Since the map 𝜄 : 𝑋 → 𝐹 given by 𝑥 ↦→ 𝜃𝑥 is injective, it follows easily that 𝐹 is free on 𝑋 in the sense of condition (iv) of
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Theorem . In this situation we shall identify 𝑋 with its image under 𝜄 so that 𝑋 ⊂ 𝐹 and the cyclic subgroup ⟨𝜃𝑥⟩ = {𝑛𝜃𝑥 | 𝑛 ∈ Z} = Z𝜃𝑥
is written ⟨𝑥⟩ = Z𝑥. In this notation 𝐹 =

∑
𝑥∈𝑋 ⟨𝜃𝑥⟩ is written 𝐹 =

∑
𝑥∈𝑋 Z𝑥, and a typical element of 𝐹 has the form 𝑛1𝑥1 + · · · + 𝑛𝑘𝑥𝑘

(𝑛 ∈ Z, 𝑥𝑖 ∈ 𝑋). In particular, 𝑋 = 𝜄(𝑋) is a basis of 𝐹.

𝑋

𝐹 =
∑

𝑥∈𝑋 Z

𝐺

𝑙 : 𝑥 ↦→ 𝜃𝑥

𝑓

𝑓 : 𝜃𝑥 ↦→ 𝑓 (𝑥)

Lemma 2.8
1.若𝛼，𝛽是两个集合势，且𝛽 ⩽ 𝛼且𝛼非有限，则𝛼 + 𝛽 = 𝛼

2.若𝛼，𝛽是两个集合势，且0 ≠ 𝛽 ⩽ 𝛼且𝛼非有限，则𝛼𝛽 = 𝛼，特别地𝛼ℵ0 = 𝛼

若𝛽有限，则ℵ0𝛽 = ℵ0

3.令𝐴为一集合，对于一个正整数𝑛 ⩾ 1，令𝐴𝑛 = 𝐴 × 𝐴 × · · · × 𝐴

若𝐴为有限，则 |𝐴|𝑛 = |𝐴𝑛 | ,若𝐴无限，则 |𝐴𝑛 | = |𝐴|且有
∞⋃
𝑛=1

𝐴𝑛 = ℵ0 |𝐴|

Theorem 2.52
Any two bases of a free abelian group 𝐹 have the same cardinality.

Proof
First suppose 𝐹 has a basis 𝑋 of finite cardinality 𝑛 so that 𝐹 � Z ⊕ · · · ⊕ Z (𝑛 summands). For any subgroup 𝐺 of 𝐹 verify that

2𝐺 = {2𝑢 | 𝑢 ∈ 𝐺} is a subgroup of 𝐺. Verify that the restriction of the isomorphism 𝐹 � Z ⊕ · · · ⊕ Z to 2𝐹 is an isomorphism
2𝐹 � 2Z ⊕ · · · ⊕ 2Z, whence 𝐹/2𝐹 � Z/2Z ⊕ · · · ⊕ Z/2Z � Z2 ⊕ · · · ⊕ Z2 (𝑛 summands) by Corollary I.8.11. Therefore |𝐹/2𝐹 | = 2𝑛. If
𝑌 is another basis of 𝐹 and 𝑟 any integer such that |𝑌 | ≥ 𝑟 , then a similar argument shows that |𝐹/2𝐹 | ≥ 2𝑟 , whence 2𝑟 ≤ 2𝑛 and 𝑟 ≤ 𝑛.
It follows that |𝑌 | = 𝑚 ≤ 𝑛 and |𝐹/2𝐹 | = 2𝑚. Therefore 2𝑚 = 2𝑛 and |𝑋 | = 𝑛 = 𝑚 = |𝑌 |.

If one basis of 𝐹 is infinite, then all bases are infinite by the previous paragraph. Consequently, in order to complete the proof it
suffices to show that |𝑋 | = |𝐹 |, if 𝑋 is any infinite basis of 𝐹. Clearly |𝑋 | ≤ |𝐹 |. Let 𝑆 =

⋃
𝑛∈N 𝑋

𝑛, where 𝑋𝑛 = 𝑋 × · · · × 𝑋 (𝑛
factors). For each 𝑠 = (𝑥1, . . . , 𝑥𝑛) ∈ 𝑆 let 𝐺𝑠 be the subgroup ⟨𝑥1, . . . , 𝑥𝑛⟩. Then 𝐺𝑠 � Z𝑦1 ⊕ · · · ⊕ Z𝑦𝑡 where 𝑦1, . . . , 𝑦𝑡 (𝑡 ≤ 𝑛) are
the distinct elements of {𝑥1, . . . , 𝑥𝑛}. Therefore, |𝐺𝑠 | = |Z| = |Z| = |𝑆 |, by Introduction, Theorem 8.12. Since 𝐹 =

⋃
𝑠∈𝑆 𝐺𝑠 , we have

|𝐹 | = |⋃𝑠∈𝑆 𝐺𝑠 | ≤ |𝑆 |, by Introduction, Exercise 8.12. But by Introduction, |𝑆 | = |𝑋 |, whence |𝐹 | ≤ |𝑋 |, where |𝐹 | = |𝑋 |. Therefore
|𝐹 | = |𝑋 | by the Schroeder-Bernstein Theorem.

Definition 2.52
The cardinal number of any basis 𝑋 of the free abelian group 𝐹 is thus an invariant of 𝐹; |𝑋 | is called the rank of 𝐹.

Proposition 2.42
Let 𝐹1 be the free abelian group on the set 𝑋1 and 𝐹2 the free abelian group on the set 𝑋2. Then 𝐹1 � 𝐹2 if and only if 𝐹1 and 𝐹2
have the same rank (that is, |𝑋1 | = |𝑋2 |).

Proof If 𝛼 : 𝐹1 � 𝐹2, then 𝛼(𝑋1) is a basis of 𝐹2, whence |𝑋1 | = |𝛼(𝑋1) | = |𝑋2 | by Theorem 1.2. The converse is Theorem in the
Category section
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Theorem 2.53
Every abelian group 𝐺 is the homomorphic image of a free abelian group of rank |𝑋 |, where 𝑋 is a set of generators of 𝐺.

Proof
Let 𝐹 be the free abelian group on the set 𝑋 . Then 𝐹 =

∑
𝑥∈𝑋 𝑍𝑥 and rank 𝐹 = |𝑋 |. By Theorem the inclusion map 𝑋 → 𝐺 induces

a homomorphism 𝑓 : 𝐹 → 𝐺 such that 1𝑥 ↦→ 𝑥 ∈ 𝐺, whence 𝑋 ⊂ Im 𝑓 . Since 𝑋 generates 𝐺 we must have Im 𝑓 = 𝐺.

We now prove a theorem that will be extremely useful in analyzing the structure of finitely generated abelian groups . We shall need

Lemma 2.9
If {𝑥1, . . . , 𝑥𝑛} is a basis of a free abelian group 𝐹 and 𝑎 ∈ Z, then for all 𝑖 ≠ 𝑗 {𝑥1, . . . , 𝑥 𝑗−1, 𝑥 𝑗 + 𝑎𝑥𝑖 , 𝑥 𝑗+1, . . . , 𝑥𝑛} is also a basis
of 𝐹.

Proof
Since 𝑥 𝑗 = −𝑎𝑥𝑖 + (𝑥 𝑗 + 𝑎𝑥𝑖), it follows that 𝐹 = ⟨𝑥1, . . . , 𝑥 𝑗−1, 𝑥 𝑗 + 𝑎𝑥𝑖 , 𝑥 𝑗+1, . . . , 𝑥𝑛⟩. If 𝑘1𝑥1 + · · · + 𝑘 𝑗 (𝑥 𝑗 + 𝑎𝑥𝑖) + · · · + 𝑘𝑛𝑥𝑛 = 0

(𝑘𝑖 ∈ Z), then 𝑘1𝑥1 + · · · + (𝑘𝑖 + 𝑘 𝑗𝑎)𝑥𝑖 + · · · + 𝑘 𝑗𝑥 𝑗 + · · · + 𝑘𝑛𝑥𝑛 = 0, which implies that 𝑘𝑡 = 0 for all 𝑡.

Theorem 2.54
If 𝐹 is a free abelian group of finite rank 𝑛 and 𝐺 is a nonzero subgroup of 𝐹, then there exists a basis {𝑥1, . . . , 𝑥𝑛} of 𝐹, an integer
𝑟 (1 ≤ 𝑟 ≤ 𝑛) and positive integers 𝑑1, . . . , 𝑑𝑟 such that 𝑑1 |𝑑2 | · · · |𝑑𝑟 and 𝐺 is free abelian with basis {𝑑1𝑥1, . . . , 𝑑𝑟𝑥𝑟 }.

Remark
Every subgroup of a free abelian group of (possibly infinite) rank 𝛼 is free of rank at most 𝛼; see Theorem IV.6.1. The notation

“𝑑1 |𝑑2 | · · · |𝑑𝑟” means “𝑑1 divides 𝑑2, 𝑑2 divides 𝑑3, etc.”
Proof

If 𝑛 = 1, then 𝐹 = ⟨𝑥1⟩ � Z and 𝐺 = ⟨𝑑1𝑥1⟩ � Z (𝑑1 ∈ N∗) .Proceeding inductively, assume the theorem is true for all free abelian
groups of rank less than 𝑛.

Let 𝑆 be the set of all those integers 𝑠 such that there exists a basis {𝑦1, . . . , 𝑦𝑛} of 𝐹 and an element in 𝐺 of the form 𝑠𝑦1 + 𝑘2𝑦2 +
· · · + 𝑘𝑛𝑦𝑛 (𝑘𝑖 ∈ Z). Note that in this case {𝑦2, 𝑦1, 𝑦3, . . . , 𝑦𝑛} is also a basis of 𝐹, whence 𝑘2 ∈ 𝑆; similarly 𝑘 𝑗 ∈ 𝑆 for 𝑗 = 3, 4, . . . , 𝑛.
Since 𝐺 ≠ 0, we have 𝑆 ≠ ∅. Hence 𝑆 contains a least positive integer 𝑑1 and for some basis {𝑦1, . . . , 𝑦𝑛} of 𝐹 there exists 𝑣 ∈ 𝐺

such that 𝑣 = 𝑑1𝑦1 + 𝑘2𝑦2 + · · · + 𝑘𝑛𝑦𝑛. By the division algorithm for each 𝑖 = 2, . . . , 𝑛, 𝑘𝑖 = 𝑑1𝑞𝑖 + 𝑟𝑖 with 0 ≤ 𝑟𝑖 < 𝑑1, whence
𝑣 = 𝑑1 (𝑦1 + 𝑞2𝑦2 + · · · + 𝑞𝑛𝑦𝑛) + 𝑟2𝑦2 + · · · + 𝑟𝑛𝑦𝑛. Let 𝑥1 = 𝑦1 + 𝑞2𝑦2 + · · · + 𝑞𝑛𝑦𝑛; then by Lemma 𝑊 = {𝑥1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝑛} is a basis
of 𝐹. Since 𝑣 ∈ 𝐺, 𝑟𝑖 < 𝑑1 and 𝑊 in any order is a basis of 𝐹, the minimality of 𝑑1 in 𝑆 implies that 0 = 𝑟2 = 𝑟3 = · · · = 𝑟𝑛 so that
𝑑1𝑥1 = 𝑣 ∈ 𝐺.

Let 𝐻 = ⟨𝑦2, 𝑦3, . . . , 𝑦𝑛⟩. Then 𝐻 is a free abelian group of rank 𝑛 − 1 such that 𝐹 = ⟨𝑥1⟩
⊕

𝐻. Furthermore we claim that
𝐺 = ⟨𝑣⟩

⊕
(𝐺 ∩ 𝐻) = ⟨𝑑1𝑥1⟩

⊕
(𝐺 ∩ 𝐻). Since {𝑥1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝑛} is a basis of 𝐹, ⟨𝑣⟩⋂(𝐺 ∩ 𝐻) = 0. If 𝑢 = 𝑡1𝑥1 + 𝑡2𝑦2 + · · · + 𝑡𝑛𝑦𝑛 ∈ 𝐺

(𝑡𝑖 ∈ Z), then by the division algorithm 𝑡1 = 𝑑1𝑞1 + 𝑟1 with 0 ≤ 𝑟1 < 𝑑1. Thus 𝐺 contains 𝑢 − 𝑞1𝑣 = 𝑟1𝑥1 + 𝑡2𝑦2 + · · · + 𝑡𝑛𝑦𝑛. The
minimality of 𝑑1 in 𝑆 implies that 𝑟1 = 0, whence 𝑡2𝑦2 + · · · + 𝑡𝑛𝑦𝑛 ∈ 𝐺⋂

𝐻 and 𝑢 = 𝑞1𝑣 + (𝑡2𝑦2 + · · · + 𝑡𝑛𝑦𝑛). Hence 𝐺 = ⟨𝑣⟩ + (𝐺 ∩𝐻),
which proves our assertion .

Either 𝐺 ∩𝐻 = 0, in which case 𝐺 = ⟨𝑑1𝑥1⟩ and the theorem is true or 𝐺 ∩𝐻 ≠ 0. Then by the inductive assumption there is a basis
{𝑥2, 𝑥3, . . . , 𝑥𝑛} of 𝐻 and positive integers 𝑟, 𝑑2, 𝑑3, . . . , 𝑑𝑟 such that 𝑑2 |𝑑3 | · · · |𝑑𝑟 and𝐺∩𝐻 is free abelian with basis {𝑑2𝑥2, . . . , 𝑑𝑟𝑥𝑟 }.
Since 𝐹 = ⟨𝑥1⟩

⊕
𝐻 and 𝐺 = ⟨𝑑1𝑥1⟩

⊕
(𝐺 ∩𝐻), it follows easily that {𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛} is a basis of 𝐹 and {𝑑1𝑥1, . . . , 𝑑𝑟𝑥𝑟 } is a basis of

𝐺. To complete the inductive step of the proof we need only show that 𝑑1 |𝑑2. By the division algorithm 𝑑2 = 𝑞𝑑1 + 𝑟0 with 0 ≤ 𝑟0 < 𝑑1.
Since {𝑥2, 𝑥1 + 𝑞𝑥2, 𝑥3, . . . , 𝑥𝑛} is a basis of 𝐹 by Lemma 1.5 and 𝑟0𝑥2 + 𝑑1 (𝑥1 + 𝑞𝑥2) = 𝑑1𝑥1 + 𝑑2𝑥2 ∈ 𝐺, the minimality of 𝑑1 in 𝑆
implies that 𝑟0 = 0, whence 𝑑1 |𝑑2.
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2.13 Free Abelian Group

Corollary 2.18

♡

If 𝐺 is a finitely generated abelian group generated by 𝑛 elements, then every subgroup 𝐻 of 𝐺 may be generated by 𝑚 elements
with 𝑚 ≤ 𝑛.

Remark The corollary is false if the word abelian is omitted
Proof

By Theorem there is a free abelian group 𝐹 of rank 𝑛 and an epimorphism 𝜋 : 𝐹 → 𝐺. 𝜋−1 (𝐻) is a subgroup of 𝐹, and therefore,
free of rank 𝑚 ≤ 𝑛 by Theorem . The image under 𝜋 of any basis of 𝜋−1 (𝐻) is a set of at most 𝑚 elements that generates 𝜋(𝜋−1 (𝐻)) = 𝐻.
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2.14 Finitely Generated Abelian Groups

2.14 Finitely Generated Abelian Groups

Theorem 2.55
Every finitely generated abelian group𝐺 is (isomorphic to) a finite direct sum of cyclic groups in which the finite cyclic summands
(if any) are of orders 𝑚1, . . . , 𝑚𝑡 , where 𝑚1 > 1 and 𝑚1 | 𝑚2 | · · · | 𝑚𝑡 .

Proof If 𝐺 ≠ 0 and 𝐺 is generated by 𝑛 elements, then there is a free abelian group 𝐹 of rank 𝑛 and an epimorphism 𝜋 : 𝐹 → 𝐺 by
Theorem.

If 𝜋 is an isomorphism, then 𝐺 � 𝐹 � 𝑍 ⊕ · · · ⊕ 𝑍 (𝑛 summands).
If not, then by Theorem there is a basis {𝑥1, . . . , 𝑥𝑛} of 𝐹 and positive integers 𝑑1, . . . , 𝑑𝑟 such that 1 ≤ 𝑟 ≤ 𝑛,

𝑑1 | 𝑑2 | · · · | 𝑑𝑟 and {𝑑1𝑥1, . . . , 𝑑𝑟𝑥𝑟 } is a basis of 𝐾 = ker 𝜋.

Now 𝐹 =
∑𝑛
𝑖=1⟨𝑥𝑖⟩ and

𝐾 =
𝑟∑
𝑖=1

⟨𝑑𝑖𝑥𝑖⟩, where ⟨𝑥𝑖⟩ � Z and under the same isomorphism ⟨𝑑𝑖𝑥𝑖⟩ � 𝑑𝑖Z = {𝑑𝑖𝑢 | 𝑢 ∈ Z}.

For 𝑖 = 𝑟 + 1, 𝑟 + 2, . . . , 𝑛 let 𝑑𝑖 = 0 so that 𝐾 =
∑𝑛
𝑖=1⟨𝑑𝑖𝑥𝑖⟩.

Then by Theorems

𝐺 � 𝐹/𝐾 =
𝑛∑
𝑖=1

⟨𝑥𝑖⟩/
(
𝑛∑
𝑖=1

⟨𝑑𝑖𝑥𝑖⟩
)
�

𝑛∑
𝑖=1

⟨𝑥𝑖⟩/⟨𝑑𝑖𝑥𝑖⟩ �
𝑛∑
𝑖=1

Z/𝑑𝑖Z.

If 𝑑𝑖 = 1, then Z/𝑑𝑖Z = Z/Z = 0; if 𝑑𝑖 > 1, then Z/𝑑𝑖Z � Z𝑑𝑖 ; if 𝑑𝑖 = 0, then Z/𝑑𝑖Z = Z/0 � Z. Let 𝑚1, . . . , 𝑚𝑡 be those 𝑑𝑖 (in
order) such that 𝑑𝑖 ≠ 0, 1 and let 𝑠 be the number of 𝑑𝑖 such that 𝑑𝑖 = 0. Then

𝐺 � Z𝑚1 ⊕ · · · ⊕ Z𝑚𝑡 ⊕ (Z ⊕ · · · ⊕ Z),

where 𝑚1 > 1, 𝑚1 | 𝑚2 | · · · | 𝑚𝑡 and (Z ⊕ · · · ⊕ Z) has rank 𝑠.

Theorem 2.56
If𝑚 is a positive integer and𝑚 = 𝑝𝑛11 𝑝𝑛22 · · · 𝑝𝑛𝑡𝑡 (𝑝1, . . . , 𝑝𝑡 distinct primes and each 𝑛𝑖 > 0), then Z𝑚 � Z𝑝𝑛11 ⊕Z𝑝𝑛22 ⊕ · · · ⊕Z𝑝𝑛𝑡𝑡 .

Proof Use induction on the number 𝑡 of primes in the prime decomposition of 𝑚 and the fact that

Z𝑚 � Z𝑟 ⊕ Z𝑛 whenever (𝑟, 𝑛) = 1,

which we now prove. The element 𝑛 ∈ Z𝑟𝑛 has order 𝑟 whence Z𝑟 � ⟨𝑛⟩ < Z𝑚 and the map 𝜓1 : Z𝑟 → Z𝑚 given by 𝑘 ↦→ 𝑛𝑘 is
a monomorphism. Similarly the map 𝜓2 : Z𝑛 → Z𝑚 given by 𝑘 ↦→ 𝑟𝑘 is a monomorphism. The map 𝜓 : Z𝑟 ⊕ Z𝑛 → Z𝑚 given
by (𝑥, 𝑦) ↦→ 𝜓1 (𝑥) + 𝜓2 (𝑦) = 𝑛𝑥 + 𝑟𝑦 is a well-defined homomorphism. Since (𝑟, 𝑛) = 1, 𝑟𝑎 + 𝑛𝑏 = 1 for some 𝑎, 𝑏 ∈ Z . Hence
𝑘 = 𝑟𝑎𝑘 + 𝑛𝑏𝑘 = 𝜓(𝑏𝑘, 𝑎𝑘) for all 𝑘 ∈ Z𝑚 and 𝜓 is an epimorphism. Since |Z𝑟 ⊕ Z𝑛 | = 𝑟𝑛 = |Z𝑚 |, 𝜓 must also be a monomorphism.

Corollary 2.19

♡

Every finitely generated abelian group 𝐺 is (isomorphic to) a finite direct sum of cyclic groups, each of which is either infinite or
of order a power of a prime.
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Lemma 2.10
Let 𝐺 be an abelian group, 𝑚 an integer and 𝑝 a prime integer. Then each of the following is a subgroup of 𝐺:
(i) 𝑚𝐺 = {𝑚𝑢 | 𝑢 ∈ 𝐺};
(ii) 𝐺 [𝑚] = {𝑢 ∈ 𝐺 | 𝑚𝑢 = 0};
(iii) 𝐺 (𝑝) = {𝑢 ∈ 𝐺 | |𝑢 | = 𝑝𝑛 for some 𝑛 ≥ 0};
(iv) 𝐺𝑡 = {𝑢 ∈ 𝐺 | |𝑢 | is finite}.
In particular there are isomorphisms
(v) 𝑍𝑝𝑛 [𝑝] � 𝑍𝑝 (𝑛 ≥ 1) and 𝑝𝑚𝑍𝑝𝑛 � 𝑍𝑝𝑛−𝑚 (𝑚 < 𝑛).
Let 𝐻 and 𝐺𝑖 (𝑖 ∈ 𝐼) be abelian groups.
(vi) If 𝑔 : 𝐺 →

∑
𝑖∈𝐼

𝐺𝑖 is an isomorphism, then the restrictions of 𝑔 to𝑚𝐺 and𝐺 [𝑚] respectively are isomorphisms𝑚𝐺 �
∑
𝑖∈𝐼

𝑚𝐺𝑖

and 𝐺 [𝑚] �
∑
𝑖∈𝐼

𝐺𝑖 [𝑚].

(vii) If 𝑓 : 𝐺 → 𝐻 is an isomorphism, then the restrictions of 𝑓 to 𝐺𝑡 and 𝐺 (𝑝) respectively are isomorphisms 𝐺𝑡 � 𝐻𝑡 and
𝐺 (𝑝) � 𝐻 (𝑝).

Proof (i)-(iv) are exercises; the hypothesis that 𝐺 is abelian is essential
(v) 𝑝𝑛−1 ∈ Z𝑝𝑛 has order 𝑝 , whence ⟨𝑝𝑛−1⟩ � Z𝑝 and ⟨𝑝𝑛−1⟩ < Z𝑝𝑛 [𝑝]. If 𝑢 ∈ Z𝑝𝑛 [𝑝], then 𝑝𝑢 = 0 in Z𝑝𝑛 so that 𝑝𝑢 ≡ 0

(mod 𝑝𝑛) in Z. But 𝑝𝑛 |𝑝𝑢 implies 𝑝𝑛−1 |𝑢. Therefore, in Z𝑝𝑛 , 𝑢 ∈ ⟨𝑝𝑛−1⟩ and Z𝑝𝑛 [𝑝] < ⟨𝑝𝑛−1⟩. For the second statement note that
𝑝𝑚 ∈ Z𝑝𝑛 has order 𝑝𝑛−𝑚 . Therefore 𝑝𝑚Z𝑝𝑛 = ⟨𝑝𝑚⟩ � Z𝑝𝑛−𝑚 .

(vi) is an exercise.
(vii) is an exercise

Remark
If 𝐺 is an abelian group, then the subgroup 𝐺𝑡 defined in Lemma 2.5 is called the torsion subgroup of 𝐺. If 𝐺 = 𝐺𝑡 , then 𝐺 is said

to be a torsion group. If 𝐺𝑡 = 0, then 𝐺 is said to be torsion-free. For a complete classification of all denumerable torsion groups, see I.
Kaplansky [17].

Corollary 2.20

♡
If 𝐺 is a finite abelian group of order 𝑛, then 𝐺 has a subgroup of order 𝑚 for every positive integer 𝑚 that divides 𝑛.

Theorem 2.57
Let 𝐺 be a finitely generated abelian group.
(i) There is a unique nonnegative integer 𝑠 such that the number of infinite cyclic summands in any decomposition of 𝐺 as a direct
sum of cyclic groups is precisely 𝑠;
(ii) either 𝐺 is free abelian or there is a unique list of (not necessarily distinct) positive integers 𝑚1, . . . , 𝑚𝑡 such that 𝑚1 >

1, 𝑚1 |𝑚2 | · · · |𝑚𝑡 and

𝐺 � Z𝑚1 ⊕ · · · ⊕ Z𝑚𝑡 ⊕ 𝐹

with 𝐹 free abelian;
(iii) either 𝐺 is free abelian or there is a list of positive integers 𝑝𝑠11 , . . . , 𝑝

𝑠𝑘
𝑘 , which is unique except for the order of its members,

such that 𝑝1, . . . , 𝑝𝑘 are (not necessarily distinct) primes, 𝑠1, . . . , 𝑠𝑘 are (not necessarily distinct) positive integers and

𝐺 � Z𝑝𝑠11 ⊕ · · · ⊕ Z𝑝𝑠𝑘
𝑘

⊕ 𝐹

with 𝐹 free abelian.
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2.14 Finitely Generated Abelian Groups

Proof
(i) Any decomposition of𝐺 as a direct sum of cyclic groups (and there is at least one by Theorem ) yields an isomorphism𝐺 � 𝐻

⊕
𝐹,

where 𝐻 is a direct sum of finite cyclic groups (possibly 0) and 𝐹 is a free abelian group whose rank is precisely the number 𝑠 of infinite
cyclic summands in the decomposition. If 𝜄 : 𝐻 → 𝐻

⊕
𝐹 is the canonical injection (ℎ ↦→ (ℎ, 0)), then clearly 𝜄(𝐻) is the torsion subgroup

of 𝐻
⊕

𝐹. By Lemma ,𝐺𝑡 � 𝜄(𝐻) under the isomorphism𝐺 � 𝐻
⊕

𝐹. Consequently,𝐺/𝐺𝑡 � (𝐹
⊕

𝐻)/𝜄(𝐻) � (𝐹/0
⊕

𝐻/𝐻) � 𝐹.
Therefore, any decomposition of 𝐺 leads to the conclusion that 𝐺/𝐺𝑡 is a free abelian group whose rank is the number 𝑠 of infinite cyclic
summands in the decomposition. Since 𝐺/𝐺𝑡 does not depend on the particular decomposition and the rank of 𝐺/𝐺𝑡 is an invariant , 𝑠 is
uniquely determined.

(iii) Suppose 𝐺 has two decompositions, say

𝐺 �
𝑟∑
𝑖=1

Z𝑛𝑖

⊕
𝐹 and 𝐺 �

𝑑∑
𝑗=1

Z𝑘 𝑗

⊕
𝐹′,

with each 𝑛𝑖 , 𝑘𝑖 a power of a prime (different primes may occur) and 𝐹, 𝐹′ free abelian; (there is at least one such decomposition by
Theorem ). We must show that 𝑟 = 𝑑 and (after reordering) 𝑛𝑖 = 𝑘𝑖 for every 𝑖. It is easy to see that the torsion subgroup of∑

Z𝑛𝑖

⊕
𝐹

is (isomorphic to) ∑
Z𝑛𝑖

and similarly for the other decomposition. Hence
𝑟∑
𝑖=1

Z𝑛𝑖 � 𝐺𝑡 �
𝑑∑
𝑗=1

Z𝑘 𝑗

by Lemma . For each prime 𝑝,
(
∑
Z𝑛𝑖 )(𝑝)

is obviously (isomorphic to) the direct sum of those Z𝑛𝑖 such that 𝑛𝑖 is a power of 𝑝 and similarly for the other decomposition. Since

(
∑
Z𝑛𝑖 ) (𝑝) � (

∑
Z𝑘𝑖 ) (𝑝)

for each prime 𝑝 by Lemma , it suffices to assume that 𝐺 = 𝐺𝑡 and each 𝑛𝑖 , 𝑘𝑖 is a power of a fixed prime 𝑝 (so that 𝐺 = 𝐺 (𝑝)). Hence
we have

𝑟∑
𝑖=1

Z𝑝𝑎𝑖 � 𝐺 �
𝑑∑
𝑗=1

Z𝑝𝑐 𝑗 (1 ≤ 𝑎1 ≤ 𝑎2 ≤ · · · ≤ 𝑎𝑟 ; 1 ≤ 𝑐1 ≤ 𝑐2 ≤ · · · ≤ 𝑐𝑑).

We first show that in any two such decompositions of a group we must have 𝑟 = 𝑑. Lemma and the first decomposition of 𝐺 show
that

𝐺 [𝑝] �
𝑟∑
𝑖=1

Z𝑝𝑎𝑖 [𝑝] � Z𝑝
⊕

· · ·
⊕
Z𝑝

(𝑟 summands), whence |𝐺 [𝑝] | = 𝑝𝑟 . A similar argument with the second decomposition shows that |𝐺 [𝑝] | = 𝑝𝑑 . Therefore, 𝑝𝑟 = 𝑝𝑑

and 𝑟 = 𝑑.
Let 𝑣(1 ≤ 𝑣 ≤ 𝑟) be the first integer such that 𝑎𝑖 = 𝑐𝑖 for all 𝑖 < 𝑣 and 𝑎𝑣 ≠ 𝑐𝑣 . We may assume that 𝑎𝑣 < 𝑐𝑣 . Since 𝑝𝑎𝑣Z𝑝𝑎𝑖 = 0

for 𝑎𝑖 ≤ 𝑎𝑣 , the first decomposition and Lemma imply that

𝑝𝑎𝑣𝐺 �
𝑟∑
𝑖=1

𝑝𝑎𝑣Z𝑝𝑎𝑖 �
𝑟∑

𝑖=𝑣+1
Z𝑝𝑎𝑖−𝑎𝑣

with 𝑎𝑣+1 − 𝑎𝑣 ≤ 𝑎𝑣+2 − 𝑎𝑣 ≤ · · · ≤ 𝑎𝑟 − 𝑎𝑣 . Clearly, there are at most 𝑟 − (𝑣 + 1) + 1 = 𝑟 − 𝑣 nonzero summands. Similarly since
𝑎𝑖 = 𝑐𝑖 for 𝑖 < 𝑣 and 𝑎𝑣 < 𝑐𝑣 the second decomposition implies that
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𝑝𝑎𝑣𝐺 �
𝑟∑
𝑖=𝑣

Z𝑝𝑐𝑖−𝑎𝑣

with 1 ≤ 𝑐𝑣 − 𝑎𝑣 ≤ 𝑐𝑣+1 − 𝑎𝑣 ≤ · · · ≤ 𝑐𝑟 − 𝑎𝑣 . Obviously there are at least 𝑟 − 𝑣 + 1 nonzero summands. Therefore, we have
two decompositions of the group 𝑝𝑎𝑣𝐺 as a direct sum of cyclic groups of prime power order and the number of summands in the first
decomposition is less than the number of summands in the second. This contradicts the part of the Theorem proved in the previous
paragraph (and applied here to 𝑝𝑎𝑣𝐺). Hence we must have 𝑎𝑖 = 𝑐𝑖 for all 𝑖.

(ii) Suppose 𝐺 has two decompositions, say

𝐺 � Z𝑚1 ⊕ · · · ⊕ Z𝑚𝑡 ⊕ 𝐹 and 𝐺 � Z𝑘1 ⊕ · · · ⊕ Z𝑘𝑑 ⊕ 𝐹′

with 𝑚1 > 1, 𝑚1 |𝑚2 | · · · |𝑚𝑡 , 𝑘1 > 1, 𝑘1 |𝑘2 | · · · |𝑘𝑑 and 𝐹, 𝐹′ free abelian; (one such decomposition exists by Theorem . Each 𝑚𝑖 , 𝑘 𝑗
has a prime decomposition and by inserting factors of the form 𝑝0 we may assume that the same (distinct) primes 𝑝1, . . . , 𝑝𝑟 occur in all
the factorizations, say

𝑚1 = 𝑝𝑎111 𝑝𝑎122 · · · 𝑝𝑎1𝑟𝑟 , 𝑘1 = 𝑝𝑐111 𝑝𝑐122 · · · 𝑝𝑐1𝑟𝑟

𝑚2 = 𝑝𝑎211 𝑝𝑎222 · · · 𝑝𝑎2𝑟𝑟 , 𝑘2 = 𝑝𝑐211 𝑝𝑐222 · · · 𝑝𝑐2𝑟𝑟

· · ·

· · ·

· · ·

𝑚𝑡 = 𝑝
𝑎𝑡1
1 𝑝𝑎𝑡22 · · · 𝑝𝑎𝑡𝑟𝑟 , 𝑘𝑑 = 𝑝𝑐𝑑11 𝑝𝑐𝑑22 · · · 𝑝𝑐𝑑𝑟𝑟

Since 𝑚1 |𝑚2 | · · · |𝑚𝑡 , we must have for each 𝑗 , 0 ≤ 𝑎1 𝑗 ≤ 𝑎2 𝑗 ≤ · · · ≤ 𝑎𝑡 𝑗 . Similarly 0 ≤ 𝑐1 𝑗 ≤ 𝑐2 𝑗 ≤ · · · ≤ 𝑐𝑑 𝑗 for each 𝑗 . By
Lemmas

∑
𝑖, 𝑗

Z
𝑝
𝑎𝑖 𝑗
𝑗
�

𝑡∑
𝑖=1

Z𝑚𝑖 � 𝐺𝑡 �
𝑑∑
𝑖=1

Z𝑘𝑖 �
∑
𝑖, 𝑗

Z
𝑝
𝑐𝑖 𝑗
𝑗
,

where some summands may be zero. It follows that for each 𝑗 = 1, 2, . . . , 𝑟

𝑡∑
𝑖=1

Z
𝑝
𝑎𝑖 𝑗
𝑗
� 𝐺 (𝑝 𝑗 ) �

𝑑∑
𝑖=1

Z
𝑝
𝑐𝑖 𝑗
𝑗
.

Since 𝑚1 > 1, there is some 𝑝 𝑗 such that 1 ≤ 𝑎1 𝑗 ≤ · · · ≤ 𝑎𝑡 𝑗 , whence
∑𝑡
𝑖=1 Z𝑝

𝑎𝑖 𝑗
𝑗

has 𝑡 nonzero summands. By (iii)
∑𝑑
𝑖=1 Z𝑝

𝑐𝑖 𝑗
𝑗

has exactly 𝑡 nonzero summands, whence 𝑡 ≤ 𝑑. Similarly 𝑘1 > 1 implies that 𝑑 ≤ 𝑡 and hence 𝑑 = 𝑡. By (iii) we now must have 𝑎𝑖 𝑗 = 𝑐𝑖 𝑗
for all 𝑖, 𝑗 , which implies that 𝑚𝑖 = 𝑘𝑖 for 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑡.

If𝐺 is a finitely generated abelian group, then the uniquely determined integers𝑚1, . . . , 𝑚𝑡 as in Theorem (ii) are called the invariant
factors of 𝐺. The uniquely determined prime powers as in Theorem (iii) are called the elementary divisors of 𝐺.

Corollary 2.21

♡

Two finitely generated abelian groups 𝐺 and 𝐻 are isomorphic if and only if 𝐺/𝐺𝑡 and 𝐻/𝐻𝑡 have the same rank and 𝐺 and 𝐻
have the same invariant factors [resp. elementary divisors].
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2.15 Jordan-Holder定理与群的扩张

给定一个群同态𝜇 : 𝐺 → 𝐵,不妨假定这是个满同态 (否则,把𝐵换成𝜇的像集即可),则映射的核𝑁 = Ker𝜇为𝐺的正规子群.

于是我们有如下的群与同态序列𝑁
𝜆−→ 𝐺

𝜇−→ 𝐵其中, 𝜆为𝑁到𝐺的自然嵌入.该序列有个特别的性质 : Ker𝜇 = Im𝜆.

Definition 2.53 (群的扩张)

设𝐺, 𝐴, 𝐵是群,群同态的序列𝐴
𝜆−→ 𝐺

𝜇−→ 𝐵.如果满足 Im𝜆 = Ker𝜇,则我们称序列在𝐺处正合.

进一步,若𝜆为单射且𝜇为满射,或序列1 −→ 𝐴
𝜆−→ 𝐺

𝜇−→ 𝐵 −→ 1在𝐴, 𝐺, 𝐵处都正合,称为短正合序列,也称𝐺是𝐵过𝐴的扩张.

其中, 1表示平凡群.此时, 𝑁 = Im𝜆 = Ker𝜇为𝐺的正规子群,满足𝑁 � 𝐴, 𝐺/𝑁 � 𝐵,称𝑁为扩张核.

群𝐺 正规子群𝑁 𝐴 商群𝐺/𝑁 𝐵

数域P上线性空间𝑉 子空间𝑊 𝑊 商空间𝑉/𝑊 𝑉/𝑊
𝐺 =

{
𝑒, 𝑎, 𝑎2, 𝑎3

}
为4阶循环群

{
𝑒, 𝑎2

}
Z/2Z {1, 𝑎} Z/2Z{

𝑒, 𝑎, 𝑏, 𝑐 | 𝑎2 = 𝑏2 = 𝑐2 = 𝑎𝑏𝑐 = 𝑒
}

{𝑒, 𝑎} Z/2Z {1, 𝑏} Z/2Z
𝑆3 𝐴3 Z/3Z 𝑆3/𝐴3 Z/2Z
Z 2Z Z Z/2Z Z/2Z

O(𝑛) SO(𝑛) SO(𝑛) O(𝑛)/SO(𝑛) Z/2Z

第一个例子说明,给定任何线性空间𝑉的子空间𝑊,则作为加法群, 𝑉是商空间𝑉/𝑊作为加法群过子空间𝑊的扩张.
第二例和第三例,循环群Z4和𝐾𝑙𝑒𝑖𝑛群𝐾4都是群Z2过Z2的扩张,这说明同样的两个群因扩张方式的不同可能得到不同的群结构.

第四个例子中𝑆3是Z2过Z3的扩张,注意到𝑆3是非𝐴𝑏𝑒𝑙群,这说明非常简单的群通过扩张可能得到结构较复杂的群.

第五个例子说明,整数加群Z可以看成Z2过自己的扩张,因此有时扩张并不一定改变群的结构.

最后一个例子说明,O(𝑛)是Z2过 SO(𝑛)的扩张,这时 O(𝑛)却与 SO(𝑛)不同构 (为什么?).

知道,在线性空间的研究中子空间和商空间起到关键作用.事实上群的研究中由正规子群及对应的商群确定的扩张的概念也重要.

群𝐺是𝐵过𝐴的扩张,从某种意义上说,实际上是把群𝐺分解了,或者说𝐺是由𝐴和𝐵以某种方式拼出来的.

从上表中的例子可以看出, 𝐵过𝐴的扩张不是唯一的.

研究群的扩张的一个自然的问题是 : 𝐵过𝐴的扩张有多少种?其中哪些是本质上一样的?

在深入讨论这一思想之前,我们先研究扩张的一般性质.

Theorem 2.58
设𝐴, 𝐵, 𝐺, 𝐺′是群.

(1)若𝐺是𝐵过𝐴的扩张, 𝐺 � 𝐺′,则𝐺′也是𝐵过𝐴的扩张.

(2)若𝐺,𝐺′都是𝐵过𝐴的扩张,且有群同态 𝑓 : 𝐺 → 𝐺′使得下图可交换𝜆′ = 𝑓 ◦ 𝜆, 𝜇′ ◦ 𝑓 = 𝜇,则 𝑓是群同构.

此时,称𝐺与𝐺′是𝐵过𝐴的等价扩张.

𝐴 𝐺 𝐵

𝐴′ 𝐺′ 𝐵′

𝜆 𝜇

𝜆′ 𝜇′

𝑓𝑖𝑑𝐴 𝑖𝑑𝐵
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Proof (1)由扩张1 −→ 𝐴
𝜆−→ 𝐺

𝜇−→ 𝐵 −→ 1及同构 𝑓 : 𝐺 → 𝐺′,定义𝜆′ = 𝑓 𝜆, 𝜇′ = 𝜇 𝑓 −1.显然𝜆′是单同态, 𝜇′是满同态.

进一步,Ker𝜇′ = Ker
(
𝜇 𝑓 −1

)
= 𝑓 (Ker𝜇) = 𝑓 (𝜆(𝐴)) = 𝜆′ (𝐴).故1 −→ 𝐴

𝜆′−→ 𝐺′ 𝜇′−−→ 𝐵 −→ 1是短正合列,即𝐺′是𝐵过𝐴的扩张.

(2)需要证明 𝑓是双射.若 𝑓 (𝑥) = 𝑒,则𝜇(𝑥) = 𝜇′ 𝑓 (𝑥) = 𝑒.因此𝑥 ∈ Ker𝜇 = Im𝜆.

故存在𝑦 ∈ 𝐴使得𝑥 = 𝜆(𝑦).于是𝜆′ (𝑦) = 𝑓 𝜆(𝑦) = 𝑓 (𝑥) = 𝑒.因𝜆′是单射,故𝑦 = 𝑒,从而𝑥 = 𝑒,即 𝑓是单射.

又对任意𝑧 ∈ 𝐺′,由𝜇是满同态知存在𝑥使得𝜇′ (𝑧) = 𝜇(𝑥) = 𝜇′ 𝑓 (𝑥).
于是𝑧−1 𝑓 (𝑥) ∈ Ker𝜇′ = Im𝜆′,则存在𝑦 ∈ 𝐴使得𝑧−1 𝑓 (𝑥) = 𝜆′ (𝑦) = 𝑓 (𝜆(𝑦)).因此𝑧 = 𝑓

(
𝑥𝜆(𝑦)−1

)
∈ Im 𝑓 .故 𝑓是满射.

Theorem 2.59

设𝐺是𝐵过𝐴的扩张, 𝑁是扩张核,对应的短正合序列为𝐴
𝜆−→ 𝐺

𝜇−→ 𝐵

(1)若存在𝐻 < 𝐺满足𝐺 = 𝐻𝑁, 𝐻 ∩ 𝑁 = {𝑒},则 𝜇 |𝐻是𝐻到𝐵上的同构,此时𝜈 = ( 𝜇 |𝐻 )−1是𝐵到𝐺的同态且𝜇𝜈 = id𝐵.

(2)若存在𝐵到𝐺的同态𝜈使得𝜇𝜈 = id𝐵,则𝐻 = 𝜈(𝐵) < 𝐺且𝐺 = 𝐻𝑁, 𝐻 ∩ 𝑁 = {𝑒}.

Proof (1)这就是同构基本第三定理的表示

(2)𝐻自然是𝐺的子群且𝜈是𝐵到𝐻的同构.
若𝑔 ∈ 𝐻 ∩ 𝑁,则存在𝑏 ∈ 𝐵使得𝑔 = 𝜈(𝑏).又因𝜇𝜈 = id𝐵,有𝑏 = 𝜇𝜈(𝑏) = 𝜇(𝑔) = 𝑒,故𝐻 ∩ 𝑁 = {𝑒}.
现设𝑔 ∈ 𝐺,则存在ℎ ∈ 𝐻使得𝜇(𝑔) = 𝜇(ℎ).因此, 𝜇

(
ℎ−1𝑔

)
= 𝑒,故𝑛 = ℎ−1𝑔 ∈ 𝑁,于是𝑔 = ℎ𝑛.从而𝐺 = 𝐻𝑁.

Definition 2.54 (非本质扩张，平凡扩张，中心扩张)

设𝐺是𝐵过𝐴的扩张, 𝑁是扩张核,对应的短正合序列为𝐴
𝜆−→ 𝐺

𝜇−→ 𝐵

1.若有𝐻 < 𝐺满足𝐺 = 𝐻𝑁, 𝐻 ∩ 𝑁 = {𝑒},则称此扩张为非本质扩张,此时, 𝐺 = 𝐻 ⋉ 𝑁为𝐻与𝑁的半直积.

2.若在非本质扩张进一步,如果𝐻 ⊳ 𝐺,则称此扩张为平凡扩张,此时, 𝐺 = 𝐻 × 𝑁为𝐻与𝑁的直积.
3.如果𝑁 ⊆ 𝐶 (𝐺),则称此扩张为中心扩张.

Problem 2.1
(1)Z是Z/2Z过Z的扩张,但不是非本质扩张.
(2)𝑛 ⩾ 3时, 𝑆𝑛是Z/2Z过𝐴𝑛的非本质扩张.
(3)O(𝑛)是Z/2Z过 SO(𝑛)的非本质扩张.
(4)15阶循环群是Z/3Z过Z/5Z的平凡扩张.

Lemma 2.11
类似于空间直和分解我们有

设𝐴, 𝐵是𝐺的子群, 𝐺 = 𝐴𝐵,则下列命题等价.

(1)𝐴 ∩ 𝐵 = {𝑒};
(2)任意𝑔 ∈ 𝐺, 𝑔的分解𝑔 = 𝑎𝑏(𝑎 ∈ 𝐴, 𝑏 ∈ 𝐵)唯一;

(3)幺元的分解唯一.

Proof (1) =⇒ (2) :反证法即可
(2) =⇒ (3) :自然结论
(3) =⇒ (1) :反证法即可利用𝑒 ≠ 𝑘 ∈ 𝐴 ∩ 𝐵那么同样有𝑘−1 ∈ 𝐴 ∩ 𝐵相乘即可
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Lemma 2.12
设𝐴, 𝐵是𝐺的子群, 𝐺 = 𝐴𝐵, 𝐴 ∩ 𝐵 = {𝑒},则𝐴, 𝐵都是𝐺的正规子群⇐⇒对任意𝑎 ∈ 𝐴, 𝑏 ∈ 𝐵, 𝑎𝑏 = 𝑏𝑎.

Proof
若𝐴, 𝐵都是𝐺的正规子群,则对任意𝑎 ∈ 𝐴, 𝑏 ∈ 𝐵, 𝑎−1𝑏−1𝑎𝑏 = 𝑎−1

(
𝑏−1𝑎𝑏

)
∈ 𝐴,且𝑎−1𝑏−1𝑎𝑏 =

(
𝑎−1𝑏−1𝑎

)
𝑏 ∈ 𝐵,因此𝑎−1𝑏−1𝑎𝑏 =

𝑒,故𝑎𝑏 = 𝑏𝑎.

反之,对任意𝑔 ∈ 𝐺,存在𝑎 ∈ 𝐴, 𝑏 ∈ 𝐵使得𝑔 = 𝑎𝑏.对任意𝑥 ∈ 𝐴,由于𝑥𝑏 = 𝑏𝑥,有𝑔𝑥𝑔−1 = 𝑎𝑏𝑥𝑏−1𝑎−1 = 𝑎𝑥𝑎−1 ∈ 𝐴,因此𝐴 ⊳

𝐺.同样𝐵 ⊳ 𝐺.

Theorem 2.60
设𝐴, 𝐵为群,则𝐵过𝐴的平凡扩张𝐺在同构意义下是存在唯一的.

Proof 存在性.令𝐺 = {(𝑎, 𝑏) | 𝑎 ∈ 𝐴, 𝑏 ∈ 𝐵},在𝐺中定义乘法为 (𝑎1, 𝑏1) ◦ (𝑎2, 𝑏2) = (𝑎1𝑎2, 𝑏1𝑏2) , 𝑎1, 𝑎2 ∈ 𝐴, 𝑏1, 𝑏2 ∈
𝐵,则容易验证𝐺是群.

此外,不难得到𝐴1 = {(𝑎, 𝑒𝐵) | 𝑎 ∈ 𝐴} , 𝐵1 = {(𝑒𝐴, 𝑏) | 𝑏 ∈ 𝐵}都是𝐺的正规子群且𝐺 = 𝐴1 ⊗ 𝐵1.

唯一性.设𝐺′也是𝐴过𝐵的平凡扩张,则𝐺′ = 𝐴′ ⊗ 𝐵′,这里𝐴′和𝐵′分别是𝐺′的同构于𝐴和𝐵的正规子群.

记𝜆为𝐴到𝐴′的同构, 𝜇是𝐵到𝐵′的同构,则容易验证 𝑓 : 𝐺 → 𝐺′, 𝑓 (𝑎, 𝑏) = 𝜆(𝑎)𝜇(𝑏)为𝐺到𝐺′的群同构.

本节余下的部分我们将用扩张的思想深入研究群的结构.

设𝐴1是𝐺的正规子群, 𝐵 = 𝐺/𝐴1,则有短正合序列1 −→ 𝐴1
𝜆−→ 𝐺

𝜇−→ 𝐵 −→ 1.

如果𝐵也有非平凡正规子群𝐵1,令𝐵2 = 𝐵/𝐵1,于是又有短正合序列1 −→ 𝐵1
𝜆1−−→ 𝐵

𝜇1−−→ 𝐵2 −→ 1.

这样做下去,可以得到一系列的群.表面上,这样得到的群似乎与群𝐺关系不大.

我们换一个角度来看,考虑映射的合成𝐺
𝜇−→ 𝐵

𝜇1−−→ 𝐵2这样我们得到满同态𝜇1 ◦ 𝜇 : 𝐺 → 𝐵2

其核𝐴0 = (𝜇1 ◦ 𝜇)−1 (1) = 𝜇−1 (𝐵1)为𝐺的包含𝐴1的正规子群,且𝐴0/𝐴1 � 𝐵1, 𝐺/𝐴0 � 𝐵2.

对𝐴1进行类似操作,又可找到𝐴1的正规子群𝐴2.于是我们得到一个序列𝐺 ⊃ 𝐴0 ⊃ 𝐴1 ⊃ 𝐴2 ⊃ · · ·为了方便,我们引入如下定义.

Definition 2.55 (次正规序列、正规序列、合成序列、主序列)
1.群𝐺中的子群序列𝐺 = 𝐺1 ⊃ 𝐺2 ⊃ · · · ⊃ 𝐺𝑡 ⊃ 𝐺𝑡+1 = {𝑒}.
若满足𝐺𝑖+1 ⊳ 𝐺𝑖 (𝑖 = 1, · · · , 𝑡),则称为次正规序列,称𝑡为此序列的长度, 𝐺𝑖/𝐺𝑖+1为此序列的因子.
2.群𝐺中的次正规序列𝐺 = 𝐺′

1 ⊃ 𝐺′
2 ⊃ · · · ⊃ 𝐺′

𝑠 ⊃ 𝐺′
𝑠+1 = {𝑒}称为原序列的加细 :

如果原序列中的每个子群𝐺𝑖都在新序列中出现.

3.若在上述序列中𝐺𝑖 ⊳ 𝐺,则称此序列为正规序列.

4.如果𝐺的次正规序列的因子𝐺𝑖/𝐺𝑖+1都是单群,则称该次正规序列为𝐺的合成序列,称𝐺𝑖/𝐺𝑖+1为𝐺的合成因子.
5.进一步,如果合成序列还是正规序列,则称为主序列.

�
Note如何理解𝐺𝑖/𝐺𝑖−1是单群，这意味着𝐺𝑖−1 ◁ 𝐺𝑖 ,在𝐺𝑖−1与𝐺𝑖中再也没有包含了𝐺𝑖−1且是𝐺𝑖的正规子群了

否则根据同构定理就有𝐺𝑖/𝐺𝑖−1不是单群

Problem 2.2
(1)当𝑛 = 3或𝑛 ⩾ 5时, 𝑆𝑛 ⊃ 𝐴𝑛 ⊃ {𝑒}是𝑆𝑛的主序列.
(2)𝑆4 ⊃ 𝐴4 ⊃ 𝐾4 ⊃ ⟨(12) (34)⟩ ⊃ {𝑒}是𝑆4的合成序列不是主序列.
(3)𝐺 = 𝑍15 ⊃ 𝑍3 ⊃ {𝑒}与𝐺 = 𝑍15 ⊃ 𝑍5 ⊃ {𝑒}为𝐺的两个不同的主序列.
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Theorem 2.61 (𝑆𝑐ℎ𝑟𝑒𝑖𝑒𝑟 (施赖埃尔)定理)
1.有限群的任意一个次正规群列都可以加细为合成群列

2.任意有限群皆有合成群列

Proof 设𝐺 = 𝐺0 > 𝐺1 > ... > 𝐺𝑟 = {𝑒}是𝐺的一个次正规群列
如果有某个𝑖(1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑟)使得𝐺𝑖−1/𝐺𝑖不是单群，即𝐺𝑖−1/𝐺𝑖有非平凡的正规子群𝐻
由群的第一同构定理可知 : 𝐻在典范同态𝐺𝑖−1 → 𝐺𝑖−1/𝐺𝑖下的反像𝐻为𝐺𝑖−1的正规子群,且𝐺𝑖−1 ≠ 𝐻 ≠ 𝐺𝑖(
因𝐻 ≠ 𝑒/𝐺𝑖且𝐻 ≠ 𝐺𝑖−1/𝐺𝑖

)
于是𝐺 = 𝐺0 > 𝐺1 > ...𝐺𝑖−1 > 𝐻 > 𝐺𝑖 > ... > 𝐺𝑟 = {𝑒}是𝐺的长度为𝑟 + 1的次正规群列

由于𝐺是有限群，所以次正规群列的长度有限.故上述的加细过程必在有限步之后停止，此时相邻的两个群的商群都是单群.

这个群列就是合成群列

设𝐺为有限群。不妨设|𝐺 | > 1，对于次正规群列𝐺 > {𝑒}利用1即可得证。

Theorem 2.62 (𝐽𝑜𝑟𝑑𝑎𝑛 − 𝐻𝓎𝑙𝑑𝑒𝑟定理)
设群𝐺存在合成序列,则𝐺的任意两个合成序列同构.特别地, 𝐺的任意两个主序列也同构.

Proof 假设𝐺有两个次正规序列

𝐺 = 𝐺1 ⊃ 𝐺2 ⊃ 𝐺3 ⊃ · · · ⊃ 𝐺𝑡 = {𝑒},

𝐺 = 𝐻1 ⊃ 𝐻2 ⊃ 𝐻3 ⊃ · · · ⊃ 𝐻𝑠 = {𝑒}.
考虑𝐻𝑖 = 𝐻𝑖 ∩ 𝐺1 ⊇ 𝐻𝑖 ∩ 𝐺2 ⊇ · · · ⊇ 𝐻𝑖 ∩ 𝐺𝑡 = {𝑒}.去掉其中相同的项就得到𝐻𝑖的次正规序列.(
这一步不难验证𝐻𝑖 ∩ 𝐺 𝑗+1 ◁ 𝐻𝑖 ∩ 𝐺 𝑗

)
为了使得到的序列中的其每一项都包含𝐻𝑖+1,我们考虑𝐻𝑖 = (𝐻𝑖 ∩ 𝐺1) 𝐻𝑖+1 ⊇ (𝐻𝑖 ∩ 𝐺2) 𝐻𝑖+1 ⊇ · · · ⊇ (𝐻𝑖 ∩ 𝐺𝑡 ) 𝐻𝑖+1 = 𝐻𝑖+1.

由于𝐻𝑖/𝐻𝑖+1为单群,故存在唯一的𝑖′使得𝐻𝑖 = (𝐻𝑖 ∩ 𝐺𝑖′ ) 𝐻𝑖+1,且 (𝐻𝑖∩ 𝐺𝑖′+1) 𝐻𝑖+1 = 𝐻𝑖+1.(
这一步我们知道因为𝐻𝑖/𝐻𝑖+1为单群所以𝐻𝑖与𝐻𝑖+1之中不能再有包含了𝐻𝑖+1且是𝐻𝑖的正规子群了

)(
所以针对𝐻𝑖 = (𝐻𝑖 ∩ 𝐺1) 𝐻𝑖+1 ⊇ (𝐻𝑖 ∩ 𝐺2) 𝐻𝑖+1而言 (𝐻𝑖 ∩ 𝐺2) 𝐻𝑖+1要么等于𝐻𝑖+1要么等于𝐻𝑖以此类推我们就有上式论断

)
于是有

𝐻𝑖/𝐻𝑖+1 � (𝐻𝑖 ∩ 𝐺𝑖′ ) 𝐻𝑖+1/(𝐻𝑖 ∩ 𝐺𝑖′+1) 𝐻𝑖+1
� 𝐻𝑖 ∩ 𝐺𝑖′/(𝐻𝑖 ∩ 𝐺𝑖′ ∩ (𝐻𝑖 ∩ 𝐺𝑖′+1) 𝐻𝑖+1)

(
这一步由于同构第三基本定理

)
= 𝐻𝑖 ∩ 𝐺𝑖′/(𝐺𝑖′ ∩ (𝐻𝑖 ∩ 𝐺𝑖′+1) 𝐻𝑖+1)

= 𝐻𝑖 ∩ 𝐺𝑖′/(𝐺𝑖′ ∩ 𝐻𝑖+1) (𝐻𝑖 ∩ 𝐺𝑖′+1) .
同样,对于𝐺𝑖′ ⊂ 𝐺𝑖′+1进行类似的处理,可以得到
𝐺𝑖′/𝐺𝑖′+1 � 𝐻𝑖 ∩ 𝐺𝑖′/(𝐺𝑖′ ∩ 𝐻𝑖+1) (𝐻𝑖 ∩ 𝐺𝑖′+1) � 𝐻𝑖/𝐻𝑖+1.
这样指标集{𝑖}与 {𝑖′}存在一一对应,从而𝐺𝑖′/𝐺𝑖′+1与𝐻𝑖/𝐻𝑖+1之间的对应是一一的,因此这两个合成序列在同构意义下是唯一的.

设𝐺的两个无重复项的合成群列为


𝐺 = 𝐺0 ⊲ 𝐺1 ⊲ · · · ⊲ 𝐺𝑟 = {𝑒}, (∗)

𝐺 = 𝐻0 ⊲ 𝐻1 ⊲ · · · ⊲ 𝐻𝑠 = {𝑒}.(∗∗)
对第一个合成群列的长度𝑟做数学归纳法.

若𝑟 = 1,则𝐺为单群.由于单群𝐺只有两个正规子群 : {𝑒}和𝐺,因此𝐺的无重复项的合成群列只有一个 : 𝐺⊲{𝑒}.从而当𝑟 = 1时,命题为真.

假设对于第一个合成群列的长度为𝑟 − 1时命题成立,现在来看第一个合成群列的长度为𝑟的情形.

先看一个特殊情形 :若𝐺1 = 𝐻1,则在上述两个合成群列中去掉第一项后,就是同一个群𝐺1 = 𝐻1的合成群列,它们的长度分别为𝑟−
1和𝑠 − 1.

根据归纳假设得, 𝑟 − 1 = 𝑠 − 1,从而𝑟 = 𝑠;而且它们的因子群组能用某种方法配对,使得对应的因子群同构

从而 (∗), (∗∗)的因子群组也有这样的性质.
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下面讨论一般情形,即𝐺1 ≠ 𝐻1的情形.由于𝐺/𝐺1和𝐺/𝐻1都是单群,因此它们的正规子群分别只有𝐺/𝐺1, 𝐺1/𝐺1和𝐺/𝐻1, 𝐻1/𝐻1.

从而𝐺的包含𝐺1的正规子群只有𝐺,𝐺1;𝐺的包含𝐻1的正规子群只有𝐺, 𝐻1.由于𝐺1 ≠ 𝐻1,因此𝐺1𝐻1 ⊋ 𝐺1, 𝐺1𝐻1 ⊋ 𝐻1.

由于𝐺1⊳𝐺, 𝐻1⊳𝐺,因此𝐺1𝐻1⊳𝐺,从而𝐺1𝐻1 = 𝐺.
(
因为𝐺1𝐻1严格真包含了𝐻1所以不能再是𝐺的正规子群了否则与𝐺/𝐻1都是单群矛盾

)
令𝐺1 ∩ 𝐻1 = 𝑁2,则根据第一群同构定理得


𝑁2 ⊳ 𝐺1, 𝐺1/𝑁2 � 𝐺/𝐻1;

𝑁2 ⊳ 𝐻1, 𝐻1/𝑁2 � 𝐺/𝐺1.

任意取定𝑁2的一个无重复项的合成群列𝑁2 ⊲ 𝑁3 ⊲ · · · ⊲ 𝑁𝑡 = {𝑒}

利用它做出𝐺的两个新的无重复项的合成群列 :
𝐺 = 𝐺0 ⊲ 𝐺1 ⊲ 𝑁2 ⊲ · · · ⊲ 𝑁𝑡 = {𝑒}, (𝑖)
𝐺 = 𝐻0 ⊲ 𝐻1 ⊲ 𝑁2 ⊲ · · · ⊲ 𝑁𝑡 = {𝑒}.(𝑖𝑖)

比较 (∗)和 (𝑖), 𝐺的这两个合成群列的第二项相同,于是根据前面讨论的特殊情形的结论得, 𝑟 = 𝑡
且 (∗)的因子群组𝐺/𝐺1, 𝐺1/𝐺2, 𝐺2/𝐺3, · · · , 𝐺𝑟−1/𝐺𝑟 (1)
与 (𝑖)的因子群组𝐺/𝐺1, 𝐺1/𝑁2, 𝑁2/𝑁3, · · · , 𝑁𝑟−1/𝑁𝑟 (2)
能用某种方法配对,使得对应的因子群是同构的.

再比较 ( ∗ ∗)和 (𝑖𝑖), 𝐺的这两个合成群列的第二项相同,于是根据前面的特殊情形的结论得, 𝑠 = 𝑡,从而𝑟 = 𝑠
且 ( ∗ ∗)的因子群组𝐺/𝐻1, 𝐻1/𝐻2, 𝐻2/𝐻3, · · · , 𝐻𝑟−1/𝐻𝑟 (3)
与 (𝑖𝑖)的因子群组𝐺/𝐻1, 𝐻1/𝑁2, 𝑁2/𝑁3, · · · , 𝑁𝑟−1/𝑁𝑟 (4)
能用某种方法配对,使得对应的因子群是同构的.

由于𝐺/𝐺1 � 𝐻1/𝑁2, 𝐺1/𝑁2 � 𝐺/𝐻1

则因子群组 (1)与因子群组 (4)能够配对,使得对应的因子群是同构的.
从而 (2)与 (3)

(
这是因为 (1)与 (2)配对， (3)与 (4)配对传递一下即可

)
能用某种方法配对,使得对应的因子群是同构的.

这证明了对于第一个合成群列的长度为𝑟时命题为真.

80



抽
象
代
数
讲
义

2.16 The Action of Groups on Sets

2.16 The Action of Groups on Sets

Definition 2.56 (群在集合上的作用)
设𝐺是一个群，𝑋是一个非空集合

若映射 𝑓 : 𝐺 × 𝑋 → 𝑋, (𝑔, 𝑥) → 𝑓 (𝑔, 𝑥)满足对任何𝑥 ∈ 𝑋, 𝑔1, 𝑔2 ∈ 𝐺都有 𝑓 (𝑒, 𝑥) = 𝑥与 𝑓 (𝑔1𝑔2, 𝑥) = 𝑓 (𝑔1, 𝑓 (𝑔2, 𝑥))
则称 𝑓决定了𝐺在𝑋上的一个作用.通常,我们将 𝑓 (𝑔, 𝑥)简记为𝑔(𝑥)或𝑔𝑥
此时两个条件我们可以简写 :对任何𝑥 ∈ 𝑋, 𝑔1, 𝑔2 ∈ 𝐺都有𝑒 (𝑥) = 𝑥与𝑔1𝑔2 (𝑥) = 𝑔1 (𝑔2 (𝑥))

Theorem 2.63 (群同态与群作用联系)
1.𝐺作用在集合𝑋上其中 𝑓为作用映射 𝑓 : 𝐺 × 𝑋 → 𝑋那么

∀𝑔 ∈ 𝐺构造𝜑𝑔 : 𝑋 → 𝑋 𝑥 ↦→ 𝑔 (𝑥)那么证明𝜑𝑔 ∈ 𝑆𝑋
其次构造𝜓 : 𝐺 → 𝑆𝑋 𝑔 ↦→ 𝜑𝑔证明该𝜓是一个同态映射

2.若𝜎 : 𝐺 → 𝑆𝑋 𝑔 ↦→ 𝜎𝑔的一个同态映射那么即可构造

𝐺在集合𝑋上的作用 𝑓 : 𝐺 × 𝑋 → 𝑋 𝑓 (𝑔, 𝑥) = 𝜎𝑔 (𝑥)
从而上述两条说明 :群𝐺在集合𝑋上的作用全体与𝐺到𝑆𝑋的同态全体存在一一对应

Definition 2.57 (群在集合上作用分类)
设群𝐺作用在集合𝑋上

若对任意𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋，存在𝑔 ∈ 𝐺使得𝑔𝑥 = 𝑦，则称𝐺在𝑋上的作用可递，这时称𝑋为𝐺的齐性空间
若对𝑔 ∈ 𝐺，由𝑔𝑥 = 𝑥,∀𝑥 ∈ 𝑋，可以推出𝑔 = 𝑒，则称𝐺在𝑋上的作用有效

若对任意𝑔 ∈ 𝐺，𝑥 ∈ 𝑋都有𝑔𝑥 = 𝑥，则称𝐺在𝑋上的作用平凡

Proposition 2.43
𝐺在𝑋上作用是有效的⇐⇒该作用对应的群同态是单射
𝐺在𝑋上作用是平凡的⇐⇒该作用对应的群同态是平凡的
𝐺在𝑋上作用是有效的 =⇒ 𝐺与𝑋的一个变换群同构具体的有𝐺 � 𝜎 (𝐺)

Proof 设群同态𝜎 : 𝐺 → 𝑆𝑋 𝑔 ↦→ 𝜎𝑔

𝐺在𝑋上作用是有效的⇐⇒ 𝑔 ∈ 𝐺.若𝑔 (𝑥) = 𝑥 ∀𝑥 ∈ 𝑋 ⇒ 𝑔 = 𝑒 ⇐⇒ 𝑔 ∈ 𝐺若𝜎𝑔 (𝑥) = 𝑥 ∀𝑥 ∈ 𝑋 ⇒ 𝑔 = 𝑒

⇐⇒ 𝑔 ∈ 𝐺若𝜎𝑔 = 𝑖𝑑𝑆𝑿 ⇒ 𝑔 = 𝑒 ⇐⇒ 𝐾𝑒𝑟𝜎 = {𝑒} ⇐⇒为单射
平凡的同理

紧接着有𝐺 � 𝜎 (𝐺)单射满射显然

Proposition 2.44 (几个群作用的典型例子)
设𝐺是一个群，令𝑋 = 𝐺我们可以构造如下几种群作用 𝑓 : 𝐺 × 𝐺 → 𝐺

(1)左平移作用： 𝑓 (𝑔, 𝑥) = 𝐿𝑔 (𝑥) = 𝑔𝑥
(2)右平移作用： 𝑓 (𝑔, 𝑥) = 𝑅𝑔−1 (𝑥) = 𝑥𝑔−1

(3)伴随
(
共轭

)
作用： 𝑓 (𝑔, 𝑥) = Ad𝑔 (𝑥) = 𝑔𝑥𝑔−1, 𝑎𝑛𝑑𝑡ℎ𝑒𝑔𝑥𝑔−1称为𝑥的一个𝑐𝑜𝑛 𝑗𝑢𝑔𝑎𝑡𝑒𝑜 𝑓 𝑥.

设𝐻是𝐺的一个子群，定义映射 𝑓 : 𝐺 × 𝐺/𝐻 → 𝐺/𝐻为 𝑓 (𝑔, 𝑥𝐻) = (𝑔𝑥)𝐻, ∀𝑔, 𝑥 ∈ 𝐺
则容易验证 𝑓是一个作用．这一作用也称为𝐺在𝐺/𝐻上的左平移作用．
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其中不难验证 :左平移与右平移作用即可递也是有效,伴随作用不一定可递也不一定有效

𝐺在𝐺/𝐻上的左平移作用可递但不一定有效

Lemma 2.13
群𝐺作用在集合𝑋上,此时在𝑋上定义关系𝑅 : 𝑥𝑅𝑦 ⇐⇒ ∃𝑔 ∈ 𝐺使得𝑔 (𝑥) = 𝑦
这是一个等价关系

Proof 1.𝑒 (𝑥) = 𝑥 2.𝑥𝑅𝑦 =⇒ 𝑔 (𝑥) = 𝑦则𝑔−1 (𝑦) = 𝑔−1 (𝑔 (𝑥)) = 𝑥成立 3.𝑥𝑅𝑦, 𝑦𝑅𝑧那么𝑔 (𝑥) = 𝑦且ℎ (𝑦) = 𝑧那么𝑔ℎ (𝑥) = 𝑧

Definition 2.58 (轨道)
设群𝐺作用在集合𝑋上，𝑥 ∈ 𝑋．称𝑋的子集𝑂𝑥 = {𝑔 (𝑥) | 𝑔 ∈ 𝐺}为𝑥的轨道,若 |𝑂𝑥 | = 1则称𝑥是𝐺的不动点 The name is the
orbits of G on S

Proposition 2.45
1.𝑂𝑥即𝑥所在的等价类 2.∀𝑔 ∈ 𝐺有𝑔𝑂𝑥 = 𝑂𝑥 3.𝐺在𝑂𝑥上的作用是可递

4.𝐺在𝑋的作用可递⇐⇒ 𝑋仅有一个轨道

Definition 2.59 (迷向子群 (isotropy subgroup or stabilizer of x))
群𝐺作用在集合𝑋上, 𝑥 ∈ 𝑋此时考察
𝐹𝑥 = {𝑔 ∈ 𝐺 | 𝑔 (𝑥) = 𝑥}容易验证这是𝐺当中的子群称之为迷向子群

Proposition 2.46
群𝐺作用在集合𝑋上, 𝑥 ∈ 𝑋.其中𝑂𝑥为𝑥的轨道, 𝐹𝑥为𝑥的迷向子群
1.𝐺在𝑂𝑥上的作用有效⇐⇒ 𝐹𝑥中包含𝐺的正规子群只有 {𝑒}
2.令𝑔 ∈ 𝐺此时𝐹𝑔 (𝑥 ) = Ad𝑔 (𝐹𝑥) = 𝑔𝐹𝑥𝑔−1

Proof 1.𝐺作用在𝑂𝑥上决定了一个群同态𝜎 : 𝐺 → 𝑆𝑂𝒙 𝑔 ↦→ 𝜎𝑔其中𝜎𝑔 : 𝑂𝑥 → 𝑂𝑥 𝑦 ↦→ 𝑔 (𝑦)
此时𝐺在𝑂𝑥上的作用有效⇐⇒上述群同态𝜎为单射𝐾𝑒𝑟𝜎 = {𝑒} ⇐⇒ 𝑁 ⊳ 𝐺且𝑁 ⊆ 𝐹𝑥则𝑁 = {𝑒}
一方面若𝐾𝑒𝑟𝜎 = {𝑒}此时𝑁 ⊳ 𝐺且𝑁 ⊆ 𝐹𝑥此时只需证明𝑁 ⊆ 𝐾𝑒𝑟𝜎故∀ℎ ∈ 𝑁
仅需证明𝜎 (ℎ) = 𝑖𝑑𝑂𝒙 ⇐⇒ 𝜎ℎ = 𝑖𝑑𝑂𝒙 ⇐⇒ ∀𝑦 ∈ 𝑂𝑥成立𝜎ℎ (𝑦) = 𝑦 ⇐⇒ ∀𝑦 ∈ 𝑂𝑥成立ℎ (𝑦) = 𝑦因为𝑦 ∈ 𝑂𝑥故𝑦可写为𝑔 (𝑥) 𝑥 ∈ 𝐺
⇐⇒ ∀𝑥 ∈ 𝐺成立ℎ𝑔 (𝑥) = 𝑔 (𝑥) ⇐⇒ ∀𝑥 ∈ 𝐺成立𝑔−1ℎ𝑔 (𝑥) = 𝑥
因为ℎ ∈ 𝑁 ⊳ 𝐺故𝑔−1ℎ𝑔 ∈ 𝑁 ⊆ 𝐹𝑥故上式最后成立

另一方面 :若𝑁 ⊳ 𝐺且𝑁 ⊆ 𝐹𝑥则𝑁 = {𝑒}我们来证明𝐾𝑒𝑟𝜎 = {𝑒}
显然𝐾𝑒𝑟𝜎 ⊳ 𝐺此时我们仅需证明 : 𝐾𝑒𝑟𝜎 ⊆ 𝐹𝑥故∀ℎ ∈ 𝐾𝑒𝑟𝜎
仅需证 : ℎ ∈ 𝐹𝑥 ⇐⇒ ℎ (𝑥) = 𝑥
而ℎ ∈ 𝐾𝑒𝑟𝜎 =⇒ 𝜎 (ℎ) = 𝑖𝑑𝑂𝒙 =⇒ ℎ (𝑥) = 𝑥

(
因为𝑥 = 𝑒 (𝑥)自然也在𝑂𝑥中

)
证毕

2.下证 : 𝐹𝑔 (𝑥 ) = Ad𝑔 (𝐹𝑥) = 𝑔𝐹𝑥𝑔−1

一方面 : ∀ℎ ∈ 𝐹𝑔 (𝑥 )仅需证ℎ ∈ 𝑔𝐹𝑥𝑔−1我们有ℎ𝑔 (𝑥) = 𝑔 (𝑥) =⇒ 𝑔−1ℎ𝑔 (𝑥) = 𝑥 =⇒ 𝑔−1ℎ𝑔 := 𝑡 ∈ 𝐹𝑥
故ℎ = 𝑔𝑡𝑔−1 ∈ 𝑔𝐹𝑥𝑔−1

另一方面 : ∀ℎ ∈ 𝑔𝐹𝑥𝑔−1不妨设ℎ = 𝑔𝑡𝑔−1其中𝑡 ∈ 𝐹𝑥 =⇒ 𝑡 (𝑥) = 𝑥
仅需证ℎ ∈ 𝐹𝑔 (𝑥 ) ⇐⇒ ℎ𝑔 (𝑥) = 𝑔 (𝑥)而ℎ𝑔 (𝑥) = 𝑔𝑡 (𝑥) = 𝑔 (𝑥)证毕
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Definition 2.60 (群作用等价)
设群𝐺作用在集合𝑋与𝑋 ′上,若有𝑋到𝑋 ′的双射𝜑使得𝑔(𝜑(𝑥)) = 𝜑(𝑔(𝑥)),∀𝑔 ∈ 𝐺, 𝑥 ∈ 𝑋则称𝐺在𝑋与𝑋 ′上的作用等价．

Theorem 2.64 (可递群作用的等价)
设群𝐺在集合𝑋上的作用可递, 𝑥 ∈ 𝑋则𝐺在𝑋上的作用于𝐺/𝐹𝑥上的左平移作用等价

(
𝐹𝑥为𝑥的迷向子群

)
Proof 注意到𝐺在𝑋上的作用可递于是𝑂𝑥 = 𝑋
首先构造双射𝜑 : 𝐺/𝐹𝑥 → 𝑋 𝑔𝐹𝑥 ↦→ 𝑔 (𝑥)
1.映射与单射 :若𝑎𝐹𝑥 = 𝑏𝐹𝑥 ⇐⇒ 𝑏−1𝑎 ∈ 𝐹𝑥 ⇐⇒ 𝑏−1𝑎 (𝑥) = 𝑥 ⇐⇒ 𝑎 (𝑥) = 𝑏 (𝑥)
2.满射 : ∀ℎ ∈ 𝑋 = 𝑂𝑥故ℎ = 𝑔0 (𝑥)故𝜑 (𝑔0𝐹𝑥) = ℎ
其次我们来验证作用等价这一条

∀𝑘 ∈ 𝐺与𝑔𝐹𝑥 ∈ 𝐺/𝐹𝑥此时我们要说明 : 𝜑 (𝑘 (𝑔𝐹𝑥)) = 𝑘 (𝜑 (𝑔𝐹𝑥))
此时𝑅𝐻𝑆 = 𝑘𝑔 (𝑥) = 𝐿𝐻𝑆

Theorem 2.65 (轨道稳定化子定理)

|𝑂𝑥 | = |𝐺/𝐹𝑥 | = [𝐺 : 𝐹𝑥] =⇒ |𝑂𝑥 |
��� |𝐺 |

Proof 利用𝐺在𝑂𝑥上的作用是可递的且𝑥 ∈ 𝑂𝑥
(
因为𝑥 = 𝑒 (𝑥)

)
，那么就有双射𝐺/𝐹𝑥 → 𝑂𝑥

那么 |𝑂𝑥 | = |𝐺/𝐹𝑥 | =⇒ |𝑂𝑥 | | |𝐺 |

Example 2.29
1.If a group𝐺 acts on itself by conjugation, then the orbit {𝑔𝑥𝑔−1 | 𝑔 ∈ 𝐺} of 𝑥 ∈ 𝐺 is called the conjugacy class of 𝑥. The isotropy

group or the stabilizer of x
𝐺𝑥 = {𝑔 ∈ 𝐺 | 𝑔𝑥𝑔−1 = 𝑥} = {𝑔 ∈ 𝐺 | 𝑔𝑥 = 𝑥𝑔}

is called the centralizer of 𝑥 in 𝐺 and is denoted 𝐶𝐺 (𝑥). The conjugacy classes of 𝐺 form a partition of 𝐺, and the size of the conjugacy
class of 𝑥 is equal to the index 𝑂𝑥 = [𝐺 : 𝐶𝐺 (𝑥)].

2.If a subgroup 𝐻 acts on 𝐺 by conjugation, the isotropy group or the stabilizer of x

𝐻𝑥 = {ℎ ∈ 𝐻 | ℎ𝑥ℎ−1 = 𝑥} = {ℎ ∈ 𝐻 | ℎ𝑥 = 𝑥ℎ}

is called the centralizer of x in H and is denoted 𝐶𝐻 (𝑥).

3. If 𝐻 acts by conjugation on the set 𝑆 of all subgroups of 𝐺,the isotropy group or the stabilizer of K namely

{ℎ ∈ 𝐻 | ℎ𝐾ℎ−1 = 𝐾},

is called the normalizer of 𝐾 in 𝐻 and denoted 𝑁𝐻 (𝐾).
4.If 𝐺 acts by conjugation on the set of all its subgroups, the isotropy group or the stabilizer of K

{𝑔 ∈ 𝐺 | 𝑔𝐾𝑔−1 = 𝐾},

is called the normalizer of 𝐾 in 𝐺 and denoted 𝑁𝐺 (𝐾).And the orbit of K under this action is the set of all subgroups of 𝐺 that are
conjugate to 𝐾 equally all the conjugate groups of K

Clearly every subgroup 𝐾 is normal in 𝑁𝐺 (𝐾); 𝐾 is normal in 𝐺 if and only if 𝑁𝐺 (𝐾) = 𝐺.
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Proposition 2.47
Let 𝐺 be a finite group and 𝐾 a subgroup of 𝐺.

(i) The number of elements in the conjugacy class of 𝑥 ∈ 𝐺 is [𝐺 : 𝐶𝐺 (𝑥)], which divides |𝐺 |;
(ii) if 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 (𝑥𝑖 ∈ 𝐺) are the distinct conjugacy classes of 𝐺, then

|𝐺 | =
𝑛∑
𝑖=1

|𝐺 : 𝐶𝐺 (𝑥𝑖) |;

(iii) the number of subgroups of 𝐺 conjugate to 𝐾 is [𝐺 : 𝑁𝐺 (𝐾)], which divides |𝐺 |.

Corollary 2.22

♡

Let 𝐺 be a group.
(i) For each 𝑔 ∈ 𝐺, conjugation by 𝑔 induces an automorphism of 𝐺.
(ii) There is a homomorphism 𝐺 → Aut𝐺 whose kernel is 𝐶 (𝐺) = {𝑔 ∈ 𝐺 | 𝑔𝑥 = 𝑥𝑔 for all 𝑥 ∈ 𝐺}.

Proof (i) If 𝐺 acts on itself by conjugation, then for each 𝑔 ∈ 𝐺, the map 𝜏𝑔 : 𝐺 → 𝐺 given by 𝜏𝑔 (𝑥) = 𝑔𝑥𝑔−1 is a bijection by the proof
of Theorem 4.5. It is easy to see that 𝜏𝑔 is also a homomorphism and hence an automorphism. (ii) Let 𝐺 act on itself by conjugation. By
(i) the image of the homomorphism 𝜏 : 𝐺 → 𝐴(𝐺) of Theorem is contained in Aut𝐺. Clearly

𝑔 ∈ Ker 𝜏 ⇔ 𝜏𝑔 = 1𝐺 ⇔ 𝑔𝑥𝑔−1 = 𝜏𝑔 (𝑥) = 𝑥 for all 𝑥 ∈ 𝐺.

But 𝑔𝑥𝑔−1 = 𝑥 if and only if 𝑔𝑥 = 𝑥𝑔, whence Ker 𝜏 = 𝐶 (𝐺).

Definition 2.61
The automorphism 𝜏𝑔 of 𝜏𝑔 (𝑥) = 𝑔𝑥𝑔−1 is called the inner automorphism induced by 𝑔. The normal subgroup 𝐶 (𝐺) = Ker 𝜏 is
called the center of 𝐺.

Corollary 2.23

♡

1.An element 𝑔 ∈ 𝐺 is in 𝐶 (𝐺) if and only if the conjugacy class of 𝑔 consists of 𝑔 alone and hence if and only if 𝐶𝐺 (𝑔) = 𝐺.
2.Thus if 𝐺 is finite and 𝑥 ∈ 𝐶 (𝐺), then [𝐺 : 𝐶𝐺 (𝑥)] = 1 . Consequently, the class equation of 𝐺 may be written

|𝐺 | = |𝐶 (𝐺) | +
𝑚∑
𝑖=1

[𝐺 : 𝐶𝐺 (𝑥𝑖)],

where 𝑥1, . . . , 𝑥𝑚 (𝑥𝑖 ∈ 𝐺 − 𝐶 (𝐺)) are distinct conjugacy classes of 𝐺 and each [𝐺 : 𝐶𝐺 (𝑥𝑖)] > 1.

Proposition 2.48
Let 𝐻 be a subgroup of a group 𝐺 and let 𝐺 act on the set 𝑆 of all left cosets of 𝐻 in 𝐺 by left translation. Then the kernel of the
induced homomorphism 𝐺 → 𝐴(𝑆) is contained in 𝐻.

Proof
The induced homomorphism 𝐺 → 𝐴(𝑆) is given by 𝑔 ↦→ 𝜏𝑔, where 𝜏𝑔 : 𝑆 → 𝑆 and 𝜏𝑔 (𝑥𝐻) = 𝑔𝑥𝐻. If 𝑔 is in the kernel, then 𝜏𝑔 = 1

and 𝑔𝑥𝐻 = 𝑥𝐻 for all 𝑥 ∈ 𝐺; in particular for 𝑥 = 𝑒, 𝑔𝑒𝐻 = 𝑒𝐻 = 𝐻, which implies 𝑔 ∈ 𝐻.

Corollary 2.24

♡

If 𝐻 is a subgroup of index 𝑛 in a group 𝐺 and no nontrivial normal subgroup of 𝐺 is contained in 𝐻, then 𝐺 is isomorphic to a
subgroup of 𝑆𝑛.

Proof Assume the group G acts on all cosets of H in G; the kernel of 𝐺 → 𝐴(𝑆) is a normal subgroup of 𝐺 contained in 𝐻 and must

84



抽
象
代
数
讲
义

2.16 The Action of Groups on Sets

therefore be ⟨𝑒⟩ by hypothesis. Hence, 𝐺 → 𝐴(𝑆) is a monomorphism. Therefore 𝐺 is isomorphic to a subgroup of the group of all
permutations of the 𝑛 left cosets of 𝐻, and this latter group is clearly isomorphic to 𝑆𝑛.

Corollary 2.25

♡
If 𝐻 is a subgroup of a finite group 𝐺 of index 𝑝, where 𝑝 is the smallest prime dividing the order of 𝐺, then 𝐻 is normal in 𝐺.

Proof Let 𝑆 be the set of all left cosets of 𝐻 in 𝐺. Then 𝐴(𝑆) � 𝑆𝑝 since [𝐺 : 𝐻] = 𝑝. Assume group acts on all cosets of 𝐻 in
𝐺 is left translation action.And assume 𝐾 is the kernel of the homomorphism 𝐺 → 𝐴(𝑆) , then 𝐾 is normal in 𝐺 and contained in
𝐻. Furthermore 𝐺/𝐾 is isomorphic to a subgroup of 𝑆𝑝 . Hence |𝐺/𝐾 | divides |𝑆𝑝 | = 𝑝!. But every divisor of |𝐺/𝐾 | = [𝐺 : 𝐾]
must divide |𝐺 | = |𝐾 | [𝐺 : 𝐾]. Since no number smaller than 𝑝 (except 1) can divide |𝐺 |, we must have |𝐺/𝐾 | = 𝑝 or 1. However
|𝐺/𝐾 | = [𝐺 : 𝐾] = [𝐺 : 𝐻] [𝐻 : 𝐾] = 𝑝 [𝐻 : 𝐾] ≥ 𝑝. Therefore |𝐺/𝐾 | = 𝑝 and [𝐻 : 𝐾] = 1, whence 𝐻 = 𝐾 . But 𝐾 is normal in 𝐺.

Proposition 2.49
群𝐺作用在集合𝑋上, 𝑌是𝑋的子集,令𝐹𝑌 = {𝑔 ∈ 𝐺 | 𝑔 (𝑌 ) = 𝑌 }
若对𝑋的子集𝑍,若∃𝑔 ∈ 𝐺是的𝑍 = 𝑔 (𝑌 )那么称𝑍与𝑌在𝐺的作用下共轭
1.𝐹𝑌是群𝐺的子群 2.𝐹𝑔 (𝑌 ) = Ad𝑔 (𝐹𝑌 ) 3.若𝐺为有限群则𝑋中与𝑌共轭的子集恰为 [𝐺 : 𝐹𝑌 ]个

Proof 构造群𝐺作用在幂集𝑃 (𝑋)上 𝑓 : 𝐺 × 𝑃 (𝑋) → 𝑃 (𝑋) (𝑔,𝑌 ) ↦→ 𝑔 (𝑌 )
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2.17 Sylow子群

Definition 2.62 (p子群与 Sylow p子群)
设𝑝是一个素数,若群𝐺的阶 |𝐺 | = 𝑝𝑘 (𝑘 > 0)我们则称𝐺是一个𝑝群
若群𝐺且 |𝐺 | = 𝑝𝑙𝑚其中𝑝为素数, (𝑝, 𝑚) = 1称群𝐺的一个𝑝𝑙阶的子群为𝑆𝑦𝑙𝑜𝑤 𝑝子群

Lemma 2.14 (p群与不动点集合引理)
设𝑝群𝐺

(
|𝐺 | = 𝑝𝑘

)
作用在集合𝑋上, |𝑋 | = 𝑛

记不动点集合 :
{
𝑥 ∈ 𝑋 | ∀𝑔 ∈ 𝐺有𝑔 (𝑥) = 𝑥

}
记𝑡 =

��{𝑥 ∈ 𝑋 | ∀𝑔 ∈ 𝐺有𝑔 (𝑥) = 𝑥
}��

1.𝑡 ≡ 𝑛 (mod𝑝) 2.若 (𝑛, 𝑝) = 1那么𝑡 ⩾ 1 3.𝐶 (𝐺) ≠ {𝑒}

Proof 1.我们知道𝑋 = 𝑂𝑥1 ∪𝑂𝑥2 · · · ∪𝑂𝑥𝑚而我们注意若一个轨道𝑂𝑥含有不动点集合中的任何一个那么𝑂𝑥 = {𝑥} , |𝑂𝑥 | = 1

此时我们有如下的阶数估计 :

𝑛 = |𝑋 | =
∑ ��𝑂𝑥𝒊 �� = 𝑡 + ∑

|𝑂𝒙𝒊 |>1

��𝑂𝒙𝒊

�� (∗)

此时对于
∑

|𝑂𝒙𝒊 |>1

��𝑂𝒙𝒊

��之中的 ��𝑂𝒙𝒊

��有 ��𝑂𝒙𝒊

�� = [
𝐺 : 𝐹𝒙𝒊

]
| |𝐺 | = 𝑝𝑘那么有形如

��𝑂𝒙𝒊

�� = 𝑝𝑠 (𝑠 ⩾ 1)

故对于(∗)我们就有𝑝 |
∑

|𝑂𝒙𝒊 |>1

��𝑂𝒙𝒊

�� =⇒ 𝑡 ≡ 𝑛 (mod𝑝)

2.此时𝑡作为不动点集合的势,我们断言𝑡 ≠ 0故𝑡 ⩾ 1

若𝑡 = 0此时,我们由1.知𝑝 |𝑛但与已知条件 (𝑛, 𝑝) = 1矛盾

3.显然𝑒 ∈ 𝐶 (𝐺)我们来证明 |𝐶 (𝐺) | > 1即可

若𝑥 ∈ 𝐶 (𝐺)则∀𝑔 ∈ 𝐺有𝑔𝑥 = 𝑥𝑔即𝑔𝑥𝑔−1 = 𝑥这意味着𝑥即为𝐺在𝐺上共轭作用的不动点

故我们搞清楚了只需证 :即为𝐺在𝐺上共轭作用的不动点个数 > 1即可

若𝐺在𝐺上共轭作用的不动点个数 = 1

同样运用𝑛 = |𝑋 | =
∑ ��𝑂𝑥𝒊 �� = 𝑡 + ∑

|𝑂𝒙𝒊 |>1

��𝑂𝒙𝒊

�� 此时相当于集合𝑋仍然为𝐺
故𝑝整除𝑛 = 𝑝𝑘且𝑝又整除

∑
|𝑂𝒙𝒊 |>1

��𝑂𝒙𝒊

�� =⇒ 𝑝整除1矛盾

Lemma 2.15

设𝑛 = 𝑝𝑙𝑚,其中𝑝是素数, (𝑝, 𝑚) = 1且𝑙 ⩾ 1 =⇒有∀1 ⩽ 𝑘 ⩽ 𝑙由𝑝𝑙−𝑘 ∥ 𝐶 𝑝
𝒌

𝑛

Proof 用𝜑 (𝑢)来表示正整数𝑢中因子𝑝的个数
下面我们就来证明𝜑

(
𝐶 𝑝

𝒌

𝑛

)
= 𝑙 − 𝑘

此时𝐶 𝑝
𝒌

𝑛 =
𝑛 (𝑛 − 1) · · ·

(
𝑛 − 𝑝𝑘 + 1

)
𝑝𝑘

(
𝑝𝑘 − 1

)
· · · 1

=
𝑝𝑙𝑚 (𝑛 − 1) · · ·

(
𝑛 − 𝑝𝑘 + 1

)
𝑝𝑘

(
𝑝𝑘 − 1

)
· · · 1

= 𝑝𝑙−𝑘𝑚
𝑝𝒌−1∏
𝑖=1

𝑛 − 𝑖
𝑝𝑘 − 𝑖

故我们继续证明𝜑
©­«
𝑝𝒌−1∏
𝑖=1

𝑛 − 𝑖
𝑝𝑘 − 𝑖

ª®¬ = 0此时仅需证明∀1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑝𝑘 − 1成立𝜑

(
𝑛 − 𝑖
𝑝𝑘 − 𝑖

)
= 0

这只需证明∀1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑝𝑘 − 1成立𝜑 (𝑛 − 𝑖) = 𝜑
(
𝑝𝑘 − 𝑖

)
我们设𝑖 = 𝑝𝑡 𝑗此时 (𝑝, 𝑗) = 1, 0 ⩽ 𝑡 < 𝑘

故𝑛 − 𝑖 = 𝑝𝑙𝑚 − 𝑝𝑡 𝑗 = 𝑝𝑡
(
𝑝𝑙−𝑡𝑚 − 𝑗

)
又

(
𝑝𝑙−𝑡𝑚 − 𝑗，𝑝

)
= 1 =⇒ 𝜑 (𝑛 − 𝑖) = 𝑡

故𝑝𝑘 − 𝑖 = 𝑝𝑡
(
𝑝𝑘−𝑡 − 𝑗

)
又

(
𝑝，𝑝𝑘−𝑡 − 𝑗

)
= 1 =⇒ 𝜑

(
𝑝𝑘 − 𝑖

)
= 𝑡

证毕
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Theorem 2.66 (Sylow第一定理)
群𝐺, |𝐺 | = 𝑝𝑙𝑚 = 𝑛, 𝑝为一个素数, (𝑚, 𝑝) = 1且𝑙, 𝑘 ∈ Z+与𝑘 ⩽ 𝑙

=⇒ 𝐺中一定存在𝑝𝑘阶子群

Proof 我们想要找𝑝𝑘阶子群于是我们在元素个数为𝑝𝑘中集合上寻找
选取群𝐺,选取集合𝑋 =

{
𝐴 ⊆ 𝐺 | |𝐴| = 𝑝𝑘

}
,作用 : 𝑔 (𝐴) = 𝑔𝐴 容易验证这是一个作用

此时 |𝑋 | = 𝐶 𝑝
𝒌

𝑛 =
∑ ��𝑂𝐴𝒊

�� (其中𝑂𝐴𝒊为𝑋中的轨道
)

而根据引理我们有𝑝𝑙−𝑘+1 ∤ 𝐶 𝑝
𝒌

𝑛 =
∑ ��𝑂𝐴𝒊

�� =⇒至少存在一个𝐴0 ∈ 𝑋使得𝑝𝑙−𝑘+1 ∤
��𝑂𝐴0

��
且由轨道稳定化子定理 =⇒

��𝑂𝐴0

�� | |𝐺 | = 𝑝𝑙𝑚故不妨可以设
��𝑂𝐴0

�� = 𝑝𝑠𝑚1
(
其中𝑠 < 𝑙 − 𝑘 + 1, 𝑚1为𝑚的因子

)
此时考察𝐴0的迷向子群𝐹𝐴0 < 𝐺由轨道稳定化子定理知道

��𝐹𝐴0

�� = |𝐺 |��𝑂𝐴0

�� = 𝑝𝑙𝑚

𝑝𝑠𝑚1
⩾ 𝑝𝑘

𝑚

𝑚1
⩾ 𝑝𝑘

此时取𝑎 ∈ 𝐴0则𝐹𝐴0𝑎 ⊆ 𝐴0故
��𝐹𝐴0

�� ⩽ |𝐴0 | = 𝑝𝑘

=⇒ 𝐹𝐴0 = 𝑝𝑘证毕

Proof
Assume A := 𝐴 ⊆ 𝐺 | |𝐴| = 𝑝𝑘 ,and |A | =

(
𝑝𝑛𝑚

𝑝𝑘

)
.

And define the group action of𝐺 on A as 𝑔(𝐴) = 𝑔𝐴.And we know if Ω is a orbit then |Ω| | |𝐺 |.So |𝜔 | = 𝑎𝑝𝑏, (𝑎, 𝑝) = 1, 𝑎 | 𝑚, 1 ⩽
𝑏 ⩽ 𝑛,

Assume Ω1, · · ·Ω𝑟 ,Ω′
1 · · · ,Ω′

𝑠 are all orbits,and |Ω𝑖 | = 𝑎𝑖 𝑝𝑏𝑖 , 𝑝 ∤ 𝑎𝑖 , 𝑏𝑖 ⩽ 𝑛 − 𝑘 ,
���Ω′
𝑗

��� = 𝑐 𝑗 𝑝𝑑 𝑗 , 𝑑 𝑗 ⩾ 𝑛 − 𝑘 + 1.
Claim:𝑟 ⩾ 1.
If not,then |A | =

∑𝑠
𝑗=1

���Ω′
𝑗

��� = 𝑝𝑛−𝑘+1
∑𝑠

𝑗=1 𝑐 𝑗 𝑝
𝑑 𝑗−𝑛+𝑘−1,which means 𝑝𝑛−𝑘+1 | |A | =

(
𝑝𝑛𝑚

𝑝𝑘

)
,.So 𝑝𝑛−𝑘+1 | |A | ⇒ 𝑝𝑛−𝑘+1 |

𝑝𝑛−𝑘𝑚

(
𝑝𝑛𝑚 − 1

𝑝𝑘 − 1

)
⇒ 𝑝 | 𝑚

(
𝑝𝑛𝑚 − 1

𝑝𝑘 − 1

)
.Contradiction!

So there exists an orbit Ω1 such that |Ω1 | = 𝑎1𝑝
𝑏1 , (𝑎1, 𝑝) = 1, 𝑎1 | 𝑚, 𝑏1 ⩽ 𝑛 − 𝑘 .And choose 𝐴1 ∈ Ω1 WLOG we can assume

1𝐺 ∈ 𝐴1,because if not,we can choose any 𝑔 ∈ 𝐴1,then 𝑔−1𝐴1 ∈ Ω1 and 1𝐺 ∈ 𝑔−1𝐴1. Now |Ω1 | = [𝐺 : 𝐺𝐴1 ],𝐺𝐴1 is the stabilizer

of 𝐴1. So
��𝐺𝐴1

�� = |𝐺 |
|Ω1 |

= 𝑝𝑛−𝑏1
𝑚

𝑎1
.
��𝐺𝐴1

�� ⩾ 𝑝𝑘 . And for any 𝑔 ∈ 𝐺𝐴1 ,we have 𝑔𝐴1 = 𝐴1,so 𝑔 · 1𝐺 ∈ 𝐴1,which means 𝑔 ∈ 𝐴1.So

𝐺𝐴1 ⩽ 𝐴1.Thus
��𝐺𝐴1

�� ⩽ |𝐴1 | = 𝑝𝑘 . So
��𝐺𝐴1

�� = 𝑝𝑘 .And 𝐴1 = 𝐺𝐴1 .
Next we prove that the number of subgroup which is of order 𝑝𝑘 is congruent to 1 mod 𝑝 and divides 𝑚.
Firstly,we note that everyone Ω𝑖 only has one subgroup of order 𝑝𝑘 .Because if not,assume 𝐻1, 𝐻2 ⩽ 𝐺 are two different subgroups

of order 𝑝𝑘 and both in Ω𝑖 ,then there exists 𝑔 ∈ 𝐺 such that 𝑔𝐻1 = 𝐻2, so 𝐻2 contains 1𝐺 ,thus assume 1𝐺 ∈ 𝐻2 ,so there exists ℎ ∈ 𝐻1

such that 𝑔ℎ = 1𝐺 ,so 𝑔 = ℎ−1 ∈ 𝐻1,thus 𝐻2 = 𝑔𝐻1 = ℎ−1𝐻1 = 𝐻1.
Secondly,we note that Ω′

𝑗 has no subgroup of order 𝑝𝑘 . Assume𝑄 is a subgroup of order 𝑝𝑘 , so we have the orbit which is generated
by 𝑄, denote it Orbit(𝑄), then [𝐺 : 𝐺𝑄] = 𝑝𝑛−𝑘𝑚, so Orbit(𝑄) is not Ω′

𝑗 .

By calss equation,we have |A | =
∑𝑟
𝑖=1 |Ω𝑖 | +

∑𝑠
𝑗=1

���Ω′
𝑗

���
𝑝𝑛−𝑘𝑚

(
𝑝𝑛𝑚 − 1

𝑝𝑘 − 1

)
≡ 𝑟 𝑝𝑛−𝑘𝑚(𝑚𝑜𝑑𝑝𝑛−𝑘+1)

So
𝑟 ≡

(
𝑝𝑛𝑚 − 1

𝑝𝑘 − 1

)
(𝑚𝑜𝑑𝑝)

By Lucas theorem we know 𝑝𝑘 − 1 = (𝑝 − 1) + 𝑝(𝑝 − 1) + · · · + 𝑝𝑘−1 (𝑝 − 1) and 𝑝𝑛𝑚 − 1 = 𝑝𝑛 − 1 + 𝑝𝑛 (𝑚 − 1) = (𝑝 − 1) + 𝑝(𝑝 − 1) +
· · · + 𝑝𝑛−1 (𝑝 − 1) + 𝑝𝑛 (𝑚 − 1) So

(
𝑝𝑛𝑚 − 1

𝑝𝑘 − 1

)
≡ 1(𝑚𝑜𝑑𝑝).Thus 𝑟 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑𝑝).
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Theorem 2.67 (Sylow第二定理)
群𝐺, |𝐺 | = 𝑝𝑙𝑚, 𝑝为一个素数且 (𝑝, 𝑚) = 1.

记𝑃为𝐺的一个 Sylow𝑝子群。𝐻为𝐺的一个𝑝𝑘 (𝑘 ⩽ 𝑙)阶子群。记𝑛𝑝为𝐺中 Sylow·𝑝子群个数
1.∃𝑔 ∈ 𝐺使得𝐻 ⊆ 𝑔𝑃𝑔−1 2.𝐺的任意两个 Sylow·𝑝子群共轭 3.𝑛𝑝 = [𝐺 : 𝑁𝐺 (𝑃)]

Proof 想要证明∀ℎ ∈ 𝐻有ℎ ∈ 𝑔𝑃𝑔−1 ⇐⇒ ℎ𝑔 ∈ 𝑔𝑃 ⇐⇒ ℎ𝑔𝑃 = 𝑔𝑃
(
这里都是陪集的知识

)
换个角度来看即ℎ作用在𝑔𝑃上仍然为𝑔𝑃

于是考察群𝐻作用在集合𝑋 = 𝐺/𝑃上的左平移作用,我们想说明该作用存在不动点即可
此时我们知 |𝐺/𝑃 | = 𝑚且𝐻为一个𝑝群,那么由引理𝑝群与不动点引理我们知道该作用的不动点 ⩾ 1证毕

任取两个 Sylow·𝑝子群𝑃1与𝑃2那么就知道存在𝑔使得𝑃1 ⊆ 𝑔𝑃2𝑔−1取阶数知道相等故𝑃1 = 𝑔𝑃2𝑔−1

此时由本证明的前文我们就知道 :记𝑋𝑝为𝐺中所有 Sylow·𝑝子群的集合且
��𝑋𝑝 �� = 𝑛𝑝

此时我们就可以构造群𝐺在𝑋𝑝上的共轭作用,且该作用是可递的

任取𝑃 ∈ 𝑋𝑝此时其迷向子群𝐹𝑃 =
{
𝑔 ∈ 𝐺 | 𝑔𝑃𝑔−1 = 𝑃

}
= 𝑁𝐺 (𝑃)且由轨道稳定化子定理知道��𝑂 𝑝

�� = ��𝑋𝑝 �� = [𝐺 : 𝐹𝑃] =⇒ 𝑛𝑝 = [𝐺 : 𝑁𝐺 (𝑃)]

Theorem 2.68 (Sylow第三定理)
群𝐺, |𝐺 | = 𝑝𝑙𝑚.𝑝为一个素数且 (𝑚, 𝑝) = 1

记𝑛𝑝为群𝐺中𝑆𝑦𝑙𝑜𝑤𝑝子群的个数,记𝑋𝑝为所有 Sylow·𝑝子群的集合,记𝑛𝑝 =
��𝑋𝑝 ��

1.若𝑃为𝐺的一个 Sylow·𝑝子群那么𝑃 ◁ 𝐺 ⇐⇒ 𝑛𝑝 = 1 2.𝑛𝑝 |𝑚且𝑛𝑝 ≡ 1 (mod𝑝)

Proof 1.若𝑃为𝐺的一个 Sylow·𝑝子群由𝑆𝑦𝑙𝑜𝑤第二定理知道𝑛𝑝 = [𝐺 : 𝑁𝐺 (𝑃)]
那么𝑃 ◁ 𝐺 ⇐⇒ 𝑁𝐺 (𝑃) = 𝐺 ⇐⇒ 𝑛𝑝 = 1

2.设𝑃为𝐺的一个 Sylow·𝑝子群此时构造群𝑃在集合𝑋𝑝上的共轭作用
此时不难发现𝑃即为该作用的不动点,此时任取不动点𝑃1则∀𝑎 ∈ 𝑃有𝑎𝑃1𝑎−1 = 𝑃1 =⇒ 𝑎 ∈ 𝑁𝐺 (𝑃1)
故𝑃 < 𝑁𝐺 (𝑃1)且𝑃1 ⊳ 𝑁𝐺 (𝑃1)且𝑁𝐺 (𝑃1) < 𝐺
此时由 |𝐺 | = 𝑝𝑙𝑚故 |𝑁𝐺 (𝑃1) | = 𝑝∗𝑚1

(
∗待定且𝑚1为𝑚的因子

)
但是𝑝𝑙 = |𝑃1 | |𝑝∗𝑚1

=⇒ |𝑁𝐺 (𝑃1) | = 𝑝𝑙𝑚1

故𝑃与𝑃1均为𝑁𝐺 (𝑃1)当中的𝑆𝑦𝑙𝑜𝑤 · 𝑝子群故由1.知道在𝑁𝐺 (𝑃1)中仅仅只有一个𝑆𝑦𝑙𝑜𝑤 · 𝑝子群
=⇒ 𝑃 = 𝑃1这说明在群𝑃在集合𝑋𝑝上的共轭作用上不动点仅仅只有一个𝑃

此时由𝑝群与不动点引理我们就知道𝑛𝑝 ≡ 1 (mod𝑝)

此外 :由𝑆𝑦𝑙𝑜𝑤第二定理知道𝑛𝑝 = [𝐺 : 𝑁𝐺 (𝑃)] =⇒
𝑛𝑝 · |𝑁𝐺 (𝑃) |

|𝑃 | =
|𝐺 |
|𝑃 | = 𝑚又𝑃 ◁ 𝑁𝐺 (𝑃)

故𝑛𝑝 × [𝑁𝐺 (𝑃) : 𝑃] = 𝑚 =⇒ 𝑛𝑝 | 𝑚

Lemma 2.16
𝑝 is a prime number,and (𝑚, 𝑝) = 1, 𝑛 ⩾ 1, 0 ⩽ 𝑘 ⩽ 𝑛. And we assume 1 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑝𝑘 − 2,then

𝑝 ∤
(
𝑝𝑛𝑚 − 𝑗

𝑝𝑘 − 𝑗

)
⇐⇒ 𝑝 ∤

(
𝑝𝑛𝑚 − ( 𝑗 + 1)
𝑝𝑘 − ( 𝑗 + 1)

)
Proof (

𝑝𝑛𝑚 − 𝑗

𝑝𝑘 − 𝑗

)
=
𝑝𝑛𝑚 − 𝑗

𝑝𝑘 − 𝑗

(
𝑝𝑛𝑚 − ( 𝑗 + 1)
𝑝𝑘 − ( 𝑗 + 1)

)
then talk about if 𝑝 ∤ 𝑗 or 𝑝 | 𝑗
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Lemma 2.17
𝑝 is a prime number,and (𝑚, 𝑝) = 1, 𝑛 ⩾ 1, 0 ⩽ 𝑘 ⩽ 𝑛. And we assume 1 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑝𝑘 − 2,then

𝑝 ∤
(
𝑝𝑛𝑚 − 1

𝑝𝑘 − 1

)
Proof

𝑝 ∤ (𝑝𝑛𝑚 − (𝑝𝑘 − 1)) =
(𝑝𝑛𝑚−(𝑝𝑘−1)
𝑝𝑘−(𝑝𝑘−1)

)
then use the previous lemma step by step to get the result.

Lemma 2.18 (Lucas Theorem)
Let 𝑝 be a prime number. For any non-negative integers 𝑚 and 𝑛, let their base 𝑝 expansions be given by

𝑚 = 𝑚𝑘 𝑝
𝑘 + 𝑚𝑘−1𝑝𝑘−1 + · · · + 𝑚1𝑝 + 𝑚0,

𝑛 = 𝑛𝑘 𝑝
𝑘 + 𝑛𝑘−1𝑝𝑘−1 + · · · + 𝑛1𝑝 + 𝑛0,

where 0 ≤ 𝑚𝑖 , 𝑛𝑖 < 𝑝 for all 𝑖. Then the binomial coefficient
(𝑚
𝑛

)
modulo 𝑝 can be computed as(

𝑚

𝑛

)
≡

𝑘∏
𝑖=0

(
𝑚𝑖
𝑛𝑖

)
mod 𝑝.

Proof 不难看出，只需证：当 𝑚 = 𝑚1𝑝 + 𝑎0，𝑛 = 𝑛1𝑝 + 𝑏0 时，

𝐶𝑛𝑚 ≡ 𝐶𝑛1𝑚1
𝐶𝑏0𝑎0 (mod 𝑝).

注意到，

(1 + 𝑥)𝑚 =
𝑚∑
𝑛=0

𝐶𝑛𝑚𝑥
𝑛 =

𝑚∑
𝑛=0

𝑎0∑
𝑏0=0

𝐶𝑛𝑚𝑥
𝑛1 𝑝+𝑏0 ,

且

(1 + 𝑥)𝑚1 𝑝+𝑎0 = ((1 + 𝑥) 𝑝)𝑚1 (1 + 𝑥)𝑎0

=

(
𝑝∑
𝑖=0

𝐶𝑖𝑝𝑥
𝑖

)𝑚1

(1 + 𝑥)𝑎0

≡ (1 + 𝑥𝑝)𝑚1 (1 + 𝑥)𝑎0 (mod 𝑝)

=

(
𝑚∑
𝑛=0

𝐶𝑛1𝑚1
𝑥𝑛1 𝑝

) (
𝑎0∑
𝑏0=0

𝐶𝑏0𝑎0 𝑥
𝑏0

)
≡

𝑚∑
𝑛=0

𝑎0∑
𝑏0=0

𝐶𝑛1𝑚1
𝐶𝑏0𝑎0 𝑥

𝑛1 𝑝+𝑏0 (mod 𝑝).

而 (1 + 𝑥)𝑚 = (1 + 𝑥)𝑚1 𝑝+𝑎0，故

𝐶𝑛𝑚 ≡ 𝐶𝑛1𝑚1
𝐶𝑏0𝑎0 (mod 𝑝).
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第 3章 环论

3.1 环的定义与基本性质

Definition 3.1 (环的定义)
环是一个集合𝑅和𝑅上两个二元运算 (通常表示成加法 +和乘法·)组成的代数结构 (𝑅, +, ),且满足以下三个条件 :

(1) (𝑅, +)是阿贝尔群.这个加法群的幺元素表示成0𝑅 (或者简记为0),叫做环𝑅的零元素.
(2) (𝑅, ·)是半群.这意味着𝑅中乘法运算满足结合律.
(3)加法和乘法满足分配律.即对任意的𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑅,有𝑎(𝑏 + 𝑐) = 𝑎𝑏 + 𝑎𝑐, (𝑏 + 𝑐)𝑎 = 𝑏𝑎 + 𝑐𝑎.

Remark如果一个环对于乘法有幺元我们就称为幺环,若一个环对于乘法可交换就称为交换环

Proposition 3.1 (环中的基本运算)
设𝑅为环.则

(1)对每个𝑎 ∈ 𝑅, 0𝑎 = 𝑎0 = 0;

(2)对每个𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅, (−𝑎)𝑏 = 𝑎(−𝑏) = −(𝑎𝑏), (−𝑎) (−𝑏) = 𝑎𝑏;

(3)对于𝑎𝑖 , 𝑏𝑖 ∈ 𝑅,
(
𝑛∑
𝑖=1

𝑎𝑖

) ©­«
𝑚∑
𝑗=1

𝑏 𝑗
ª®¬ =

𝑛∑
𝑖=1

𝑚∑
𝑗=1

𝑎𝑖𝑏 𝑗 (4)对于𝑛 ∈ Z, 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅,有 (𝑛𝑎)𝑏 = 𝑎(𝑛𝑏) = 𝑛(𝑎𝑏).

(5)若环有单位元那么其乘法单位元必定唯一
(6) (𝑚 + 𝑛)𝑎 = 𝑚𝑎 + 𝑛𝑎 𝑚(−𝑎) = −(𝑚𝑎) (𝑚𝑛)𝑎 = 𝑚(𝑛𝑎) 𝑚(𝑎 + 𝑏) = 𝑚𝑎 + 𝑚𝑏,∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅, 𝑚, 𝑛 ∈ Z
(7) 𝑎𝑚𝑎𝑛 = 𝑎𝑚+𝑛, (𝑎𝑚)𝑛 = 𝑎𝑚𝑛,∀𝑚, 𝑛 ∈ N, 𝑎 ∈ 𝑅

Example 3.1诸多环的例子
1.任何数域都是环.

2.全体整数的集合Z在加法和乘法下也构成环.

3.现设𝑚 ∈ Z,令Z[√𝑚] = {𝑎 + 𝑏√𝑚 | 𝑎, 𝑏 ∈ Z}.则Z[√𝑚]也构成环
4.特别地,当𝑚 = −1时有Z[

√
−1] = {𝑎 + 𝑏

√
−1 | 𝑎, 𝑏 ∈ Z}.这是历史上非常著名的环的例子,称为𝐺𝑎𝑢𝑠𝑠整数环.

5.设P为一个数域,令P[𝑥]为P上全体以𝑥为文字的一元多项式的集合
则P[𝑥]在多项式的加法和乘法下构成环,称为数域P上的一元多项式环,或简称为P上的多项式环.
6.类似地,记P𝑛×𝑛为P上全体矩阵构成的集合,则P𝑛×𝑛在矩阵的加法和乘法下构成环,称为P上的𝑛阶方阵环.M𝑛 (R)
7.记实数轴上全体连续函数构成的集合为𝐶 (R)
定义加法与乘法 ( 𝑓 + 𝑔)(𝑥) = 𝑓 (𝑥) + 𝑔(𝑥), ( 𝑓 𝑔) (𝑥) = 𝑓 (𝑥)𝑔(𝑥), 𝑥 ∈ R, 𝑓 , 𝑔 ∈ 𝐶 (R),
则容易验证𝐶 (R)构成环.同样地,记R上全体光滑函数 (即具有任何阶的连续导数)的集合为𝐶∞ (R),则在上述两种运算下𝐶∞ (R)构成环.
8.𝑅 = {0},即由一个零元素构成的环,叫做零环.我们对这种环不感兴趣,即通常总假定𝑅不是零环.

Proposition 3.2
1.偶数环 (2Z, +, ·)是一个没有单位元的环
2.如果环有单位元和零元，那么这二者不会相同

(
若1 = 0,那么∀𝑎, 𝑎 = 𝑎 · 1 = 𝑎 · 0 = 0

)
�

Note另一方面,在考虑𝐶 ( [0, 1]),定义两个函数 𝑓 (𝑥) =
{

0, 𝑥 ∈
[
0, 12

]
,

2𝑥 − 1, 𝑥 ∈
(
1
2 , 1

]
,

𝑔(𝑥) =
{

1 − 2𝑥, 𝑥 ∈
[
0, 12

]
,

0, 𝑥 ∈
(
1
2 , 1

]
,

则 𝑓 , 𝑔都是𝐶 ( [0, 1])中的非零元素,但是 𝑓 𝑔 = 0.一个环中如果出现这种现象,则消去律不再成立.
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3.1 环的定义与基本性质

Definition 3.2 (无零因子环)
1.设𝑅为一个环, 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅,且𝑎 ≠ 0, 𝑏 ≠ 0,若𝑎𝑏 = 0,则称𝑎为𝑅中的一个左零因子, 𝑏为𝑅中的一个右零因子,都简称为零因子.

2.如果在环𝑅中,由𝑎𝑥 = 𝑎𝑦, 𝑎 ≠ 0,可以推出𝑥 = 𝑦,则称𝑅满足左消去律;

如果由𝑥𝑎 = 𝑦𝑎, 𝑎 ≠ 0,可以推出𝑥 = 𝑦,则称𝑅满足右消去律.

3.若一个环不是零环且没有零因子就叫做无零因子环
(
根据1.定义零环本身是不会成为无零因子环

)
Theorem 3.1 (无零因子环的等价说明)
𝑅为无零因子环⇐⇒无左零因子⇐⇒无右零因子⇐⇒ 𝑎𝑏 = 0一定就有𝑎 = 0或𝑏 = 0 ⇐⇒ 𝑎 ≠ 0, 𝑏 ≠ 0那么𝑎𝑏 ≠ 0

Definition 3.3 (除环与整环与域定义)
1.𝑅是一具有乘法单位元，乘法交换性质，无零因子环 =⇒整环
2.设幺环𝑅且有𝑅\ {0}构成群 =⇒除环
3.若一个除环还具有乘法交换性质 =⇒域

(
亦𝑅\ {0}构成𝐴𝑏𝑒𝑙群

)
4.域一定为整环

Proposition 3.3
(1)除环𝑅是一个无零因子环.假如𝑎为零因子.则有𝑎 ≠ 0.且存在𝑏 ≠ 0,使得𝑎𝑏 = 0.由于𝑅为除环, 𝑎−1存在.

故𝑏 = 1 · 𝑏 =
(
𝑎−1𝑎

)
𝑏 = 𝑎−1 (𝑎𝑏) = 𝑎−1 · 0 = 0.矛盾

(2)在除环𝑅中,对于∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅, 𝑎 ≠ 0,方程𝑎𝑥 = 𝑏方𝑦𝑎 = 𝑏都有唯一解.因为花𝑏 ≠ 0,上述方程在𝑅∗中有唯一解 :

若𝑏 = 0,上述两个方程都只有零解.值得注意的是,由于除环的乘法末必满足交换律

因此,对于同样的𝑎与𝑏,上述两个方程的解末必相等.

因为域一定是除环,所以,上面的三条性质对于域来说也是成立的.

(3)有限整环为域 (另一版本容易知道 :有限无零因子环为除环)
(4) (Z𝑛, +, ·)构成无零因子环⇐⇒ 𝑛为素数

(5)进一步 (Z𝑛, +, ·)构成域⇐⇒ 𝑛为素数

Theorem 3.2 (无零因子环导出加法阶相同定理)
设𝑅为无零因子环,令𝑅∗ = 𝑅 − {0},则𝑅∗中的元素对于𝑅的加法具有相同的阶,且当这一共同的阶有限时,必为素数.

Proof 分三步来证明命题.
(1)若𝑅∗中所有元素对于加法的阶都是无穷,则结论成立.

(2)设存在𝑎 ∈ 𝑅∗的阶为有限的.假定的𝑎阶为𝑛,则对任何𝑏 ∈ 𝑅∗,有 (𝑛𝑎)𝑏 = 𝑎(𝑛𝑏) = 0.因为𝑅为无零因子环,且𝑎 ≠ 0,故𝑛𝑏 = 0.

这说明𝑏的阶整除𝑛.特别地, 𝑏的阶也是有限的.设𝑏的阶为𝑚,则上面的证明说明𝑚 | 𝑛,类似地也有𝑛 | 𝑚.于是𝑚 = 𝑛.

故𝑅∗中所有元素对于加法的阶都等于𝑛,亦即𝑅中所有的非零元素具有相同的阶.

(3)设𝑅∗中所有的元素的阶都是正整数𝑛,我们证明𝑛必是素数.若𝑛不是素数,则存在正整数𝑛1, 𝑛2, 𝑛1 < 𝑛, 𝑛2 < 𝑛,使得𝑛 = 𝑛1𝑛2.

因为𝑎的阶为𝑛,故𝑛1𝑎 ≠ 0, 𝑛2𝑎 ≠ 0.另一方面,我们有 (𝑛1𝑎) (𝑛2𝑎) = 𝑛𝑎2 = (𝑛𝑎)𝑎 = 0.这与𝑅无零因子矛盾.则𝑛必为素数.至此命题得证.

Definition 3.4 (环的特征定义)
设𝑅为无零因子环.如果𝑅中所有的非零元都是无穷阶的,则称𝑅的特征为0;

如果𝑅中所有的非零元都是𝑝阶的 (由上文引理这时𝑝必为素数),则称𝑅的特征为𝑝.我们将环𝑅的特征记为 Ch𝑅.
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3.1 环的定义与基本性质

Proposition 3.4
1.易知数域𝑃的特征为无限.因为数1的整数倍𝑛 · 1 = 0.当且仅当𝑛 = 0 :

2.考察无零因子环Z𝑝的特征为𝑝.

3.上述讨论说明整环，除环，域的特征要么为0要么为素数

Proof 无零因子环Z𝑝 ,事实上∀0 ≠ 𝑘 ∈ Z𝑝那么𝑝 · 𝑘 = 𝑝𝑘 = 0.

而当0 < 𝑙 < 𝑝时,若𝑙 · 𝑘 = 𝑙𝑘 = 0. =⇒ 𝑝 | 𝑙𝑘 =⇒ 𝑝 | 𝑘矛盾

Lemma 3.1
对任何素数𝑝及整数𝑘, 1 ⩽ 𝑘 ⩽ 𝑝 − 1,有𝑝 | C𝑘𝑝 .

Proof 𝐶𝑘𝑝 =
𝑝 (𝑝 − 1) · · · (𝑝 − 𝑘 + 1)

𝑘!
而 (𝑝, 𝑘!) = 1且𝑝 |𝑝 (𝑝 − 1) · · · (𝑝 − 𝑘 + 1)且𝑘!|𝑝 (𝑝 − 1) · · · (𝑝 − 𝑘 + 1)

=⇒ 𝑝𝑘!|𝑝 (𝑝 − 1) · · · (𝑝 − 𝑘 + 1)

Theorem 3.3
设𝑅为无零因子的交换环,其特征为𝑝, 𝑝为素数,则对任何𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅,有 (𝑎 + 𝑏) 𝑝 = 𝑎𝑝 + 𝑏𝑝 , (𝑎 − 𝑏) 𝑝 = 𝑎𝑝 − 𝑏𝑝 .

Proof 因𝑅为交换环,由归纳法易证 : (𝑎 + 𝑏) 𝑝 = 𝑎𝑝 + C1
𝑝𝑎

𝑝−1𝑏 + · · · + C𝑝−1𝑝 𝑎𝑏𝑝−1 + 𝑏𝑝 .
因𝑝 | C𝑘𝑝 , 𝑘 = 1, 2, · · · , 𝑝 − 1,故由𝑅的特征为𝑝得C𝑘𝑝𝑎

𝑝−𝑘︸   ︷︷   ︸
=0

𝑏𝑘 = 0, 𝑘 = 1, 2, · · · , 𝑝 − 1.

故 (𝑎 + 𝑏) 𝑝 = 𝑎𝑝 + 𝑏𝑝 .于是 (𝑎 − 𝑏) 𝑝 = (𝑎 + (−𝑏)) 𝑝 = 𝑎𝑝 + (−𝑏) 𝑝 = 𝑎𝑝 + (−1) 𝑝𝑏𝑝 .
又当𝑝 ≠ 2时, 𝑝为奇数,而当𝑝 = 2时,由2𝑏𝑝 = 0推出𝑏𝑝 = −𝑏𝑝 .故 (𝑎 − 𝑏) 𝑝 = 𝑎𝑝 − 𝑏𝑝

设𝑅为无零因子的交换环,其特征为𝑝, 𝑝为素数,则对任何𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅及自然数𝑛,有 (𝑎 + 𝑏) 𝑝𝑛 = 𝑎𝑝
𝑛 + 𝑏𝑝𝑛 , (𝑎 − 𝑏) 𝑝𝑛 = 𝑎𝑝

𝑛 − 𝑏𝑝𝑛 .

Corollary 3.1

♡
设𝑅为无零因子的交换环,其特征为𝑝, 𝑝为素数,则对任何𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅及自然数𝑛,有 (𝑎+𝑏) 𝑝𝑛 = 𝑎𝑝

𝑛+𝑏𝑝𝑛 , (𝑎−𝑏) 𝑝𝑛 = 𝑎𝑝
𝑛−𝑏𝑝𝑛 .

Proof (𝑎 + 𝑏) 𝑝𝒏 = (𝑎𝑝 + 𝑏𝑝) 𝑝𝒏−1
=

(
𝑎𝑝

2 + 𝑏𝑝2
) 𝑝𝑛−2

= · · · · · ·

Proposition 3.5
1.一个至少含有两个元素且无零因子的有限环是一个除环

2.有限整环为域

3.有限无零因子环为除环

4.Z𝑝为无零因子环⇐⇒ 𝑝为一个素数

5.Z𝑝为域⇐⇒ 𝑝为一个素数

Proof 1.设 (𝑅, +, ·)是一个至少含有两个元素且无零因子的有限环
要证它是一个除环,只需证 (𝑅∗, ·)是一个群.因为𝑅中至少含有两个元素,所以, 𝑅∗是一个非空集合.

又因为𝑅中无零因子,所以,∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅∗,即𝑎 ≠ 0, 𝑏 ≠ 0,得𝑎𝑏 ≠ 0,也就是说, 𝑅∗关于乘法运算是封闭的.

从而得到 (𝑅∗, ·)是一个满足消去律的有限半群,得 (𝑅∗ ）是一个群。所以, 𝑅是一个除环

2.3.利用有限半群满足消去律为群

4. =⇒：显然若𝑛不为素数那么就有𝑛 = 𝑎𝑏；所以𝑎𝑏 = 0̄

⇐=:若𝑎𝑏 = 0̄且𝑎 ≠ 0̄且𝑏 ≠ 0̄那么有𝑝 |𝑎𝑏又因为𝑝为素数那么𝑝 |𝑎或者𝑝 |𝑏此时但𝑎与𝑏小于𝑝矛盾
5.同4.
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3.1 环的定义与基本性质

Definition 3.5
无零因子交换环𝑅可以嵌入进一个域中,该域我们称为分式域

设整环𝑅为域𝐹的子环,若∀𝑎 ∈ 𝐹,存在𝑏, 𝑐 ∈ 𝑅,使得𝑎 = 𝑏𝑐−1,则称𝐹为环𝑅的分式域

Proof 设𝑅为无零因子环,定义集合𝑅 × 𝑅∗ = {(𝑎, 𝑏) |𝑎 ∈ 𝑅, 𝑏 ∈ 𝑅∗}
定义集合𝑅 × 𝑅∗上的运算 (𝑎, 𝑏) + (𝑐, 𝑑) = (𝑎𝑑 + 𝑏𝑐, 𝑏𝑑) (𝑎, 𝑏) · (𝑐, 𝑑) = (𝑎𝑐, 𝑏𝑑)， (𝑎, 𝑏) = (𝑐, 𝑑) ⇐⇒ (𝑎𝑑 = 𝑏𝑐)
1.相等是一个等价关系，加法，乘法封闭

2. ∼等价关系
(
相等

)
对于加法，乘法是同余关系

3.令𝐹 = 𝑅 × 𝑅∗/∼ (𝑎, 𝑏)记作𝑎

𝑏
𝐹上加法(𝑎, 𝑏) + (𝑐, 𝑑) = (𝑎, 𝑏) + (𝑐, 𝑑)即𝑎

𝑏
+ 𝑐

𝑑
=
𝑎𝑑 + 𝑏𝑐
𝑏𝑑

𝐹上乘法(𝑎, 𝑏) · (𝑐, 𝑑) = (𝑎, 𝑏) · (𝑐, 𝑑)即𝑎

𝑏
· 𝑐
𝑑
=
𝑎𝑐

𝑏𝑑
4. (𝐹, +, ·)构成域即对于加法时𝑎𝑏𝑒𝑙群，乘法也是𝑎𝑏𝑒𝑙群
5.取定𝑏 ≠ 0，𝑏 ∈ 𝑅则记𝑅 =

{
𝑎𝑏

𝑏
|𝑎 ∈ 𝑅

}
容易说明𝑅为𝐹的子环

6.𝑅 � 𝑅
(
构造映射𝜑 : 𝑅 → 𝑅

𝑎𝑏

𝑏
→ 𝑎

)
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3.2 子环与环同态

3.2 子环与环同态

Definition 3.6 (子环定义)
设𝑅为环, 𝑅1为𝑅的非空子集.若𝑅1对于𝑅的加法与乘法也构成环,则称𝑅1为𝑅的子环.

我们显然会有一个子环中的零元因为是在加法群中自然会继承原环中的零元宛如我们群论中一样，但是单位元却未必

Theorem 3.4 (子环判定定理)
设𝑅为环, 𝑅1为𝑅的非空子集,则𝑅1为𝑅的子环的⇐⇒对任何𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅1,有𝑎 − 𝑏 ∈ 𝑅1, 𝑎𝑏 ∈ 𝑅1.

Proof 必要性设𝑅1是𝑅的子环,且𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅1,则因𝑅1对于𝑅的加法成为加法群𝑅的子群,故𝑎 − 𝑏 ∈ 𝑅1.
又𝑅1对于𝑅的乘法成为半群,特别对于𝑅的乘法封闭,故𝑎𝑏 ∈ 𝑅1.
充分性若𝑎 − 𝑏 ∈ 𝑅1,∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅1,则𝑅1是𝑅作为加法群的子群,因而是加法群.又𝑎𝑏 ∈ 𝑅1,∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅1,故𝑅1对于𝑅的乘法封闭.
由于𝑅对于乘法满足结合律,故𝑅1对于乘法也满足结合律,从而𝑅1对于乘法构成半群.

注意到𝑅满足乘法对于加法的分配律,于是𝑅1也满足乘法对于加法的分配律.故𝑅1在𝑅的加法和乘法下构成环.从而是𝑅的子环.

Proposition 3.6 (子环的交还是子环)
环 (整环、除环、域)𝑅的若干个子环 (子整环、子除环、于域)的交仍是子环 (子整环、子除环、子域).

Proof 仅证环的情形.令 {𝑆𝑖 | 𝑖 ∈ 𝐼} (其中𝐼是某个指标集)是环𝑅的一个子环族,因为∀𝑖 ∈ 𝐼,有0 ∈ 𝑆𝑖 ,得0 ∈
⋂
𝑖∈1

𝑆𝑖 ≠ ∅.

若∀𝑎, 𝑏 ∈ ∩𝑆𝑖 ,则有𝑎, 𝑏 ∈ 𝑆𝑖 (∀𝑖 ∈ 𝐼),由于𝑆𝑖都是𝑅的子环,所以𝑎 − 𝑏 ∈ 𝑆𝑖 , 𝑎𝑏 ∈ 𝑆𝑖 , (∀𝑖 ∈ 𝐼)
从而得𝑎 − 𝑏 ∈

⋂
𝑖∈𝑙
𝑆𝑖 , 𝑎𝑏 ∈

⋂
𝑢∈1

𝑆𝑖 .所以,
⋂
𝑖∈1

𝑆𝑖是𝑅的一个子环.

Definition 3.7 (由子集生成环)

设𝑇是环𝑅的一个非空子集,如果𝑅的子环𝑆满足 : 𝑇 ⊆ 𝑆，做
⋂
𝑖∈𝐼

𝑆𝑖即为𝑇生成的环

1.𝑇 ⊆
⋂
𝑖∈𝐼

𝑆𝑖 2.
⋂
𝑖∈𝐼

𝑆𝑖是包含了𝑇的最小子环

� Exercise 3.1找出Z6的所有子环.

Proof 设𝑆是Z6的一个子环,那么 (𝑆, +)必定是 (Z6, +)的一个子群,而 (Z6, +)的子群只有{0}, {0, 3}, {0, 2, 4},Z6.

容易验证它们都是环Z6的子环,且{0} = [0], {0, 3} = [3], {0, 2, 4} = [2], z6 = [1] .

Definition 3.8 (环同态与环同构)
设𝑅, 𝑅′是两个环, 𝑓是𝑅到𝑅′的一个映射

如果对于∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅,有 𝑓 (𝑎 + 𝑏) = 𝑓 (𝑎) + 𝑓 (𝑏), 𝑓 (𝑎𝑏) = 𝑓 (𝑎) 𝑓 (𝑏)则称 𝑓为𝑅到𝑅′的一个同态映射.

若 𝑓为满射,则称 𝑓是𝑅到𝑅′的渾同态,这时又称𝑅与𝑅′同态,记为𝑅 ∼ 𝑅′ (或𝑅 ∼ 𝑅′);
若 𝑓为单射,则称 𝑓是𝑅到𝑅′的单同态 (也叫做𝑅在𝑅′中的嵌入);
若 𝑓为 −一映射,则称 𝑓是𝑅到𝑅′的同构胦射,这时又称𝑅与𝑅′同构,记为𝑅 � 𝑅′

Problem 3.1设𝑅 = Z, 𝑅′ = Z𝑚， 𝑓 : Z → Z𝑚, 𝑎 ↦→ 𝑎,显然 𝑓是满射.
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Proof 又对于∀𝑎, 𝑏 ∈ Z,有 𝑓 (𝑎 + 𝑏) = 𝑎 + 𝑏 = 𝑎 + 𝑏 = 𝑓 (𝑎) + 𝑓 (𝑏), 𝑓 (𝑎𝑏) = 𝑎𝑏 = 𝑎 · 𝑏 = 𝑓 (𝑎) · 𝑓 (𝑏),
故 𝑓是Z到Z𝑚的一个满同态,即Z ∼ Z𝑚.关于环同态也有类似于群同态的一些结果.

Proposition 3.7 (环同态的性质)

若环𝑅
𝜑−→ 𝑅′.则

(1)𝑅的元素0的象 𝑓 (0)是𝑅的零元素,即 𝑓 (0) = 0′;

(2)𝑅中的元意𝑎的负元一𝑎的象 𝑓 (−𝑎)是𝑎的 𝑓 (𝑎)的负元 − 𝑓 (𝑎),即 𝑓 (−𝑎) = − 𝑓 (𝑎);
特别的若该环同态是满同态那么

(3)若𝑅是交换环,则𝑅′也是交换环;

(4)若𝑅有单位元1,那么𝑅′也有单位元,且𝑅′的单位元为 𝑓 (1)
(5)若𝑅是除环则𝑅′是除环

(6)若𝑅是域则𝑅′是域

Proof 设𝑅为除环，下面证𝑅′是除环 𝜑为𝑅到𝑅′的满同态

此时已知𝑅′ − {0′}中的幺元为𝑒′，𝑅′ − {0′}中的乘法结合律由满同态𝜑保证
下面说明𝑅′ − {0′}中的逆元：
对于𝜑 (𝑎) ∈ 𝑅′ − {0′}可以断言𝑎 ≠ 0否则产生矛盾，此时𝜑

(
𝑎𝑎−1

)
= 𝜑 (𝑒) = 𝑒′ = 𝜑 (𝑎) 𝜑

(
𝑎−1

)
=⇒ 𝜑 (𝑎) ∈ 𝑅′ − {0′}的逆元即为𝜑

(
𝑎−1

)
记为𝜑−1 (𝑎)且𝜑−1 (𝑎) ∉ 𝑅′ − {0′}

(
若不然𝑒′ = 𝜑 (𝑎) 𝜑

(
𝑎−1

)
不成立

)
下面说明𝑅′ − {0′}中满足封闭性：
∀𝜑 (𝑎) , 𝜑 (𝑏) ∈ 𝑅′ − {0′} 实际上我们可以断言𝑎, 𝑏 ≠ 0若不然𝜑 (𝑎) , 𝜑 (𝑏) = 0′就产生矛盾了

此时断言𝜑 (𝑎) · 𝜑 (𝑏) ≠ 0′若不然𝜑 (𝑎) · 𝜑 (𝑏) = 0′ =⇒乘以𝜑−1 (𝑎) =⇒ 𝜑 (𝑏) = 0′矛盾

故𝑅′是除环

Theorem 3.5 (子环在环同态下的性质)
若环𝑅′ ∼ 𝑅′, 𝑆是𝑅的子环, 𝑆′是𝑅′的子环,那么 𝑓 (𝑆)是𝑅′的于环, 𝑓 −1 (𝑆′)是𝑅的子环.
若环𝑅

𝑓−→ 𝑅′,则 Ker 𝑓 = 𝑓 −1 (0′) = {𝑥 | 𝑥 ∈ 𝑅, 𝑓 (𝑥) = 0′}是𝑅的子环.

Proposition 3.8
设𝑅 � 𝑅′,则𝑅是整环 (除环、城)的充分必要条件𝑅′是整环 (除环、域).

Proof 我们仅对整环的情形给出证明.
先证必要性.设𝑅为整环,由满射可知可知𝑅′是有单位元的交换环,因此,只需证明𝑅′无零因子即可.

∀𝑎′, 𝑏′ ∈ 𝑅′,若𝑎′𝑏′ = 0′,则存在𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅,使得 𝑓 (𝑎) = 𝑎′, 𝑓 (𝑏) = 𝑏′,且 0′ = 𝑎′𝑏′ = 𝑓 (𝑎) 𝑓 (𝑏) = 𝑓 (𝑎𝑏).
由于 𝑓为单射,故只有𝑎𝑏 = 0,而𝑅无零因子,即有𝑎 = 0或𝑏 = 0,得𝑎′ = 𝑓 (𝑎) = 𝑓 (0) = 0′ 或𝑏′ = 𝑓 (𝑏) = 𝑓 (0) = 0′.所以, 𝑅′为整环.

再证充分性.因为 𝑓 −1 : 𝑅′ → 𝑅也是同构映射,如果𝑅′是整环,那么根据必要性可知𝑅也是一个整环.

Example 3.2子环中单位元的存在性特例
1.有理数域Q与其子环 Z有相同的单位元1,但整数环 Z的子环偶数环2Z却没有单位元.

2.Z6 = {0, 1, 2, 3, 4, 5}是有单位元1的交换环.容易验证𝑆 = {0, 2, 4}是Z6的子环,它也有单位元4.

由此可见,环Z6与其子环𝑆都是有单位元的环,但它们的的位元并不相同.

Example 3.3一般环同态下单位元与交换性无法传递的例子
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反例如下 :设𝑅 =

{(
𝑎 𝑏

0 0

)
| 𝑎, 𝑏 ∈ Z

}
作 𝑓 : 𝑅 → Z,

(
𝑎 𝑏

0 0

)
↦→ 𝑎

则 𝑓是𝑅到Z的同态满射,Z有单位元1,但𝑅无单位元.而且Z是交换环,而𝑅却不是交换环.

Example 3.4无零因子性在群同态下不传递例子
1.Z ∼ Z𝑚之间存在满同态𝜑 : 𝑎 → 𝑎

Z为无零因子环,但当𝑚为合数时,Z𝑚是有零因子的环.

2.设𝑅 = {(𝑎, 𝑏) | 𝑎, 𝑏 ∈ Z},则𝑅对于代数运算 : (𝑎1, 𝑏1)+(𝑎2, 𝑏2) = (𝑎1 + 𝑎2, 𝑏1 + 𝑏2) , (𝑎1, 𝑏1)·(𝑎2, 𝑏2) = (𝑎1𝑎2, 𝑏1𝑏2)作成一个环。
且𝑔 : 𝑅 → Z, (𝑎, 𝑏) ↦→ 𝑎是𝑅到Z的满同态.𝑅中零元为 (0, 0)因为 (𝑎, 0)·(0, 𝑏) = (0, 0),所以, 𝑅是一个有零因子的环,但Z没有零因子.

Proposition 3.9
If 𝜑 : 𝑅1 → 𝑅2 is a ring isomorphism, then 𝜑 : 𝑅×

1 → 𝑅×
2 is a group isomorphism
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3.3 理想与商环

下面我们来研究商环.给定环𝑅的一个子环𝑅1,因𝑅对于加法成为交换群, {𝑅1;+}是{𝑅;+}的正规子群
故𝑅对于𝑅1有左商集𝑅/𝑅1,而且𝑅/𝑅1在𝑅的加法诱导的运算下成为交换群.
如果要定义𝑅/𝑅1上环的结构,就要在𝑅/𝑅1上定义乘法.
一个最自然的想法是在𝑅/𝑅1上定义 (𝑎 + 𝑅1) (𝑏 + 𝑅1) = 𝑎𝑏 + 𝑅1, 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅.不过这样的定义未必是合理的.

Example 3.5非良定义的商环反例
举例说明存在一个环𝑅及其子环𝑅1,以及𝑎, 𝑏, 𝑎

′, 𝑏′ ∈ 𝑅,使得在商群上𝑅/𝑅1上𝑎 + 𝑅1 = 𝑎′ + 𝑅1, 𝑏 + 𝑅1 = 𝑏′ + 𝑅1,但是𝑎𝑏 + 𝑅1 ≠

𝑎′𝑏′ + 𝑅1.
Proof 我们有环𝑍 × 𝑍中,若𝑆 = {(𝑛, 𝑛) | 𝑛 ∈ 𝑍}则
1.𝑆是𝑍 × 𝑍的子环
2.𝑆作为𝑍 × 𝑍的加法群的正规子群
3.对于𝑍 × 𝑍/𝑆该加法商群上
(2, 3) + 𝑆 ∼ (1, 2) + 𝑆

(
因为 (2, 3) − (1, 2) = (1, 1) ∈ 𝑆

)
，其次 (4, 4) + 𝑆 ∼ (3, 3) + 𝑆

(
因为 (4, 4) − (3, 3) = (1, 1) ∈ 𝑆

)
但是 [(2, 3) · (4, 4)] + 𝑆 ≁ [(1, 2) · (3, 3)] + 𝑆

(
因为 (8, 12) − (3, 6) = (5, 6) ∉ 𝑆

)
我们知道,造成定义的运算不合理的原因是子环的条件无法保证左商集对应的等价关系对于𝑅的乘法是同余关系.

现在我们分析一下使得该关系是同余关系的条件.

定义左商集𝑅/𝑅1的等价关系是𝑎 ∼ 𝑏当且仅当𝑎 − 𝑏 ∈ 𝑅1.
因此要使我们期望定义合理,就应该满足条件𝑎1 ∼ 𝑎2, 𝑏1 ∼ 𝑏2 =⇒ 𝑎1𝑏1 ∼ 𝑎2𝑏2
这等价于𝑎1 − 𝑎2 ∈ 𝑅1, 𝑏1 − 𝑏2 ∈ 𝑅1 =⇒ 𝑎1𝑏1 − 𝑎2𝑏2 ∈ 𝑅1.
注意到𝑎1𝑏1 − 𝑎2𝑏2 = 𝑎1𝑏1 − 𝑎1𝑏2 + 𝑎1𝑏2 − 𝑎2𝑏2 = 𝑎1 (𝑏1 − 𝑏2) + (𝑎1 − 𝑎2) 𝑏2.
上式中, 𝑎1 − 𝑎2 ∈ 𝑅1, 𝑏1 − 𝑏2 ∈ 𝑅1,而𝑎1和𝑏2都可以任意
因此要使定义合理, 𝑅1应该满足的条件是𝑎𝑥 ∈ 𝑅1, 𝑦𝑎 ∈ 𝑅1,∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅, 𝑎 ∈ 𝑅1.由此我们导出下面的定义.

Definition 3.9 (理想定义)
设𝑅为环, 𝐼为𝑅的子环

如果𝐼满足条件∀𝑎 ∈ 𝐼,∀𝑥 ∈ 𝑅 =⇒ 𝑥𝑎 ∈ 𝐼”,则称𝐼为𝑅的左理想;

如果𝐼满足条件𝑎 ∈ 𝐼, 𝑦 ∈ 𝑅 =⇒ 𝑎𝑦 ∈ 𝐼”,则称𝐼为𝑅的右理想.
若一个子环既是左理想,又是右理想,则称为双边理想.

(
一般我们使用理想都指双边理想

)
不难看出 0和 R是平凡理想,理想一定是子环

Theorem 3.6 (理想的判定定理)
设𝑅为一环, 𝑆为一非空子集

1.∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝑆有𝑎 − 𝑏 ∈ 𝑆
2.∀𝑎 ∈ 𝑆,∀𝑥 ∈ 𝑅 =⇒ 𝑥𝑎 ∈ 𝑆 (𝑎𝑥 ∈ 𝑆) [𝑎𝑥 ∈ 𝑆, 𝑥𝑎 ∈ 𝑆]
那么为一左理想

(
右理想

) [
双边理想

]

Definition 3.10
一个环没有真理想的环叫做单环

97



抽
象
代
数
讲
义

3.3 理想与商环

Theorem 3.7
除环,域为单环(
利用𝑅\ {0}构成群,反证若有一个非平凡理想, 0 ≠ 𝑥 ∈ 𝑅 =⇒ 0 ≠ 𝑥−1 ∈ 𝑅 =⇒ 1 ∈ 𝑅 =⇒理想为全集

)

Proposition 3.10
1.矩阵环中不存在真理想 2.矩阵环中的中心化子只是子环不是理想

Proof 我们来证明𝑀𝑛 (𝑃)中不存在真理想

设𝐼是𝑀𝑛 (𝑃)的一个理想,且𝐼 ≠ {0},那么, 𝐼中存在非零矩阵𝐴 =

©­­­­­­«

𝑎11 𝑎12 · · · 𝑎1𝑛

𝑎21 𝑎22 · · · 𝑎2𝑛
...

...
...

𝑎𝑛1 𝑎𝑛2 · · · 𝑎𝑟𝑚

ª®®®®®®¬
∈ 𝐼 .其中𝑎𝑠𝑡 ≠ 0.

根据矩阵的运算有𝐸𝑖 𝑗 =
1

𝑎𝑠𝑡
𝐸𝑖𝑠𝐴𝐸𝑖 𝑗 , 𝑖, 𝑗 = 1, 2, · · · , 𝑛,

因此,任意𝐵 =

©­­­­­­«

𝑏11 𝑏12 · · · 𝑏1𝑛

𝑏21 𝑏22 · · · 𝑏2𝑛
...

...
...

𝑏𝑛1 𝑏𝑛2 · · · 𝑏𝑛𝑛

ª®®®®®®¬
∈ 𝑀𝑛 (𝑃)有𝐵 =

𝑛∑
𝑖=1

𝑛∑
𝑗=1

𝑏𝑖 𝑗𝐸𝑖 𝑗 ∈ 𝐼 .得𝐼 = 𝑀𝑛 (𝑃).所以, 𝑀𝑛 (𝑃)不存在真理想.

我们由高等代数的知识可以知道, 𝑀𝑛 (𝑃)的中心𝐶 = {所有𝑛阶数量矩阵},由于𝑀𝑛 (𝑃)没有真理想
即𝑀𝑛 (𝑃)的中心是𝑀𝑛 (𝑃)的子环但不是𝑀𝑛 (𝑃)的理想.

Problem 3.2理想的诸多例子
1.整数环Z的任一子环必形如𝑚Z, 𝑚 ⩾ 0.容易用理想的定义验证𝑚Z是Z的双边理想,因此𝑚Z, 𝑚 ⩾ 0也是Z所有的理想

2.考虑𝐶 (R).取定𝑥0 ∈ R,定义𝑍𝑥0 (R) = { 𝑓 ∈ 𝐶 (R) | 𝑓 (𝑥0) = 0} ,则𝑍𝑥0 (R)是𝐶 (R)的双边理想.
3.设𝑥为R𝑛中的一点,在𝐶∞ (R𝑛)中
我们定义𝑂𝑥 = { 𝑓 ∈ 𝐶∞ (R𝑛) | 存在𝑥的一个邻域𝑈,使得 𝑓 (𝑦) = 0,∀𝑦 ∈ 𝑈} .则容易验证𝑂𝑥是𝐶∞ (R𝑛)的一个理想.

Proposition 3.11 (理想子环的交并和性质)
1.𝐾是𝑅的子环, 𝐽是𝑅的子环⇏ 𝐾 + 𝐽是𝑅的子环
2.𝐾是𝑅的子环, 𝐽是𝑅的理想 =⇒ 𝐾 + 𝐽是𝑅的子环
3.𝐾是𝑅的子环, 𝐽是𝑅的理想⇏ 𝐾 + 𝐽是𝑅的理想
4.𝐾是𝑅的理想, 𝐽是𝑅的理想 =⇒ 𝐾 + 𝐽是𝑅的理想
5.𝐾是𝑅的子环, 𝐽是𝑅的理想 =⇒ 𝐽是𝐾 + 𝐽的理想
6.理想的无限交也是理想

(
子环的无限交也是子环

)
7.𝐾是𝑅的子环, 𝐽是𝑅的理想⇏ 𝐾 ∩ 𝐽是𝑅的理想
8.𝐾是𝑅的子环, 𝐽是𝑅的理想 =⇒ 𝐾 ∩ 𝐽是𝐾的理想
9.𝐾是𝑅的子环, 𝐽是𝑅的理想⇏ 𝐾 ∩ 𝐽是𝐽的理想
10.𝐾是𝑅的子环, 𝐽是𝑅的子环⇏ 𝐾 ∪ 𝐽是𝑅的子环

(
甚至连加强为𝐾, 𝐽都为理想都可能做不到

)
11.两个理想的并仍为理想充要条件是一个包含于另一个

(
因为群的并仍为群充要是一个包含另一个

)
12.𝐾与𝐽为幺环𝑅的理想 =⇒ 𝐾𝐽为𝑅的理想

Proof 𝑘1 𝑗1 · 𝑘2 𝑗2 = 𝑘1 𝑗1𝑘2 𝑗2︸ ︷︷ ︸
∈𝐽
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𝑘1 𝑗1 − 𝑘2 𝑗2 = 𝑘1 𝑗1︸︷︷︸
∈𝐾

− 𝑘2 𝑗2︸︷︷︸
∈𝐾

= 𝑘∗𝑒 ∈ 𝐾𝐽
(
这里将每一个𝑘𝑖 𝑗𝑖看成𝐾或者𝐽进而再利用幺环性质

)
=⇒ 𝐾𝐽为𝑅的理想

Example 3.6 𝐾是𝑅的子环, 𝐽是𝑅的子环⇏ 𝐾 + 𝐽是𝑅的子环
多项式环𝐹 (𝑥, 𝑦) ,子环𝐹 (𝑥) , 𝐹 (𝑦)

Example 3.7 𝐾是𝑅的子环, 𝐽是𝑅的理想⇏ 𝐾 + 𝐽是𝑅的理想
取环Z × Z中：子环

(
非理想

)
: {(𝑛, 𝑛)} 理想 :

{
(𝑘, 𝑙) | 𝑘, 𝑙都为偶数

}
但 {(𝑛, 𝑛)} +

{
(𝑘, 𝑙) | 𝑘, 𝑙都为偶数

}
并非理想 因为 [(1, 1) + (2, 4)] × (2, 3) = (6, 15) ∉ {(𝑛, 𝑛)} +

{
(𝑘, 𝑙) | 𝑘, 𝑙都为偶数

}︸                                          ︷︷                                          ︸
因为该集合特点是元素两个数字一定同奇同偶

Example 3.8 𝐾是𝑅的子环, 𝐽是𝑅的理想⇏ 𝐾 ∩ 𝐽是𝑅的理想
取环Z × Z中：子环

(
非理想

)
: {(𝑛, 𝑛)} 理想 :

{
(𝑘, 𝑙) | 𝑘, 𝑙都为偶数

}
此时 {(𝑛, 𝑛)} ∩

{
(𝑘, 𝑙) | 𝑘, 𝑙都为偶数

}
=

{
(𝑚, 𝑚) | 𝑚为偶数

}
是𝑅的子环但并非是理想

Example 3.9 𝐾是𝑅的子环, 𝐽是𝑅的理想⇏ 𝐾 ∩ 𝐽是𝐽的理想
取环Z × Z中：子环

(
非理想

)
: {(𝑛, 𝑛)} 理想 :

{
(𝑘, 𝑙) | 𝑘, 𝑙都为偶数

}
此时 {(𝑛, 𝑛)} ∩

{
(𝑘, 𝑙) | 𝑘, 𝑙都为偶数

}
=

{
(𝑚, 𝑚) | 𝑚为偶数

}
但是取(2, 2)︸︷︷︸

∈∩交

× (4, 6) ∉ ∩

Example 3.10子环的并未必是子环反例
取𝑅 = (𝒁, +, ·), 𝐻1 = 2𝒁, 𝐻2 = 3𝒁,则𝐻1 ∪ 𝐻2中的元素或为偶数,或为3的倍数

因为2 ∈ 𝐻1 ⊆ 𝐻1 ∪ 𝐻2, 3 ∈ 𝐻2 ⊆ 𝐻1 ∪ 𝐻2,但2 + 3 = 5 ∉ 𝐻1 ∪ 𝐻2,因为5既不是偶数,也不是3的倍数

由此可以看出𝐻1 ∪ 𝐻2关于加法运算不封闭,所以它不是𝐺的子群。

现在我们介绍一下构造理想的方法.

Definition 3.11 (生成理想)
现在设𝑆为环𝑅的非空子集,则𝑅中所有包含𝑆的理想 (这样的理想是存在的,例如𝑅本身就是一个)之交仍为𝑅的理想
称为由𝑆生成的理想,记为⟨𝑆⟩.
我们断言⟨𝑆⟩是𝑅中包含集合𝑆的最小理想.事实上,由上面的定义, ⟨𝑆⟩是理想,且包含𝑆.
另一方面,因为⟨𝑆⟩是所有包含𝑆的理想之交,因此任何包含𝑆的理想一定包含⟨𝑆⟩,因此⟨𝑆⟩是最小的.
如果一个生成理想是由一个有限集合生成的我们叫做有限生成的理想

Definition 3.12 (主理想与生成元)
设𝐼为环𝑅的理想,如果存在𝑎 ∈ 𝐼使得𝐼 = ⟨𝑎⟩,则称𝐼为主理想,而𝑎称为𝐼的一个生成元.

Theorem 3.8 (主理想的结构)
𝑅是一个环,那么由一个元素 {𝑎}生成的理想亦即𝑅中关于𝑎的主理想：
⟨𝑎⟩ =

{∑
𝑥𝑖𝑎𝑦 𝑗 + 𝑠𝑎 + 𝑎𝑡 + 𝑛𝑎 | 𝑥𝑖 , 𝑦 𝑗 , 𝑠, 𝑡 ∈ 𝑅, 𝑛 ∈ Z

}
.

Proof 1.令集合𝐼 =
{∑

𝑥𝑖𝑎𝑦 𝑗 + 𝑠𝑎 + 𝑎𝑡 + 𝑛𝑎 | 𝑥𝑖 , 𝑦 𝑗 , 𝑠, 𝑡 ∈ 𝑅, 𝑛 ∈ Z
}

一方面∀𝑘1, 𝑘2 ∈ 𝐼此时不妨设𝑘1 =
∑
𝑥1𝑖 𝑎𝑦

1
𝑗 + 𝑠1𝑎 + 𝑎𝑡1 + 𝑛1𝑎与𝑘2 =

∑
𝑥2𝑖 𝑎𝑦

2
𝑗 + 𝑠2𝑎 + 𝑎𝑡2 + 𝑛2𝑎

=⇒ 𝑘1 − 𝑘2 ∈ 𝐼
且∀𝑘1 ∈ 𝐼与𝑟 ∈ 𝑅此时不妨设𝑘1 =

∑
𝑥1𝑖 𝑎𝑦

1
𝑗 + 𝑠1𝑎 + 𝑎𝑡1 + 𝑛1𝑎
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=⇒ 𝑘1𝑟 =
∑

𝑥1𝑖 𝑎𝑦
1
𝑗𝑟︸       ︷︷       ︸

为
∑
𝑥𝑖𝑎𝑦 𝑗类型

+ 𝑠1𝑎𝑟︸︷︷︸
为

∑
𝑥𝑖𝑎𝑦 𝑗类型

+ 𝑎𝑡1𝑟︸︷︷︸
为𝑎𝑡类型

+ 𝑛1𝑎𝑟︸︷︷︸
=𝑎 (𝑛1𝑟 )为𝑎𝑡类型

故𝑘1𝑟 ∈ 𝐼
故𝐼为一个理想

2.已知 {𝑎} ⊆ 𝐼则由 ⟨𝑎⟩的定义知道 ⟨𝑎⟩ ⊆ 𝐼

3.对于任意一个包含了 {𝑎}且为𝑅的理想𝐼1，此时
∑
𝑥𝑖𝑎𝑦 𝑗 + 𝑠𝑎 + 𝑎𝑡 + 𝑛𝑎 ∈ 𝐼1

=⇒ 𝐼 ⊆ 𝐼1

那么特别取𝐼1 = ⟨𝑎⟩则有𝐼 ⊆ ⟨𝑎⟩

综上得到𝐼 = ⟨𝑎⟩

Corollary 3.2 (特殊环 R下的主理想的结构)

♡

若𝑅是有单位元的环,则 ⟨𝑎⟩ = {
∑
𝑥𝑖𝑎𝑦𝑖 | 𝑥𝑖 , 𝑦𝑖 ∈ 𝑅} ;

若𝑅是交换环,则 ⟨𝑎⟩ = {𝑟𝑎 + 𝑛𝑎 | 𝑟 ∈ 𝑅, 𝑛 ∈ Z};
若𝑅是有单位元的交换环,则 (𝑎) = {𝑟𝑎 | 𝑟 ∈ 𝑅} = 𝑅𝑎 = 𝑎𝑅.

下面我们再来看有限个元素生成的理想的结构.

Theorem 3.9 (有限个元素生成的理想结构)
设𝑎1, 𝑎2, · · · , 𝑎𝑛 ∈ 𝑅,那么 (𝑎1, 𝑎2, · · · , 𝑎𝑛) = (𝑎1) + (𝑎2) + · · · + (𝑎𝑛) .

Proof 因为𝑎𝑖 ∈ (𝑎𝑖) ⊆ (𝑎1) + (𝑎2) + · · · + (𝑎𝑛) , 𝑖 = 1, 2, · · · , 𝑛,根据引理知 (𝑎1) + (𝑎2) + · · · + (𝑎𝑛)是包含元素𝑎1, 𝑎2, · · · , 𝑎𝑛的理想
而 (𝑎1, 𝑎2, · · · , 𝑎𝑛)是包含𝑎1, 𝑎2, · · · , 𝑎𝑛的最小理想,从而有 (𝑎1, 𝑎2, · · · , 𝑎𝑛) ⊆ (𝑎1) + (𝑎2) + · · · + (𝑎𝑛) .
另一方面∀𝑎𝑖 ∈ 𝑅.(𝑖 = 1, 2, · · · , 𝑛),有 (𝑎𝑖) ⊆ (𝑎1, 𝑎2, · · · , 𝑎𝑛) ,故 (𝑎1) + (𝑎2) + · · · + (𝑎𝑛) ⊆ (𝑎1, 𝑎2, · · · , 𝑎𝑛) .
所以, (𝑎1, 𝑎2, · · · , 𝑎𝑛) = (𝑎1) + (𝑎2) + · · · + (𝑎𝑛) .

Theorem 3.10 (交换幺环上主理想乘积的结构)
若𝑅为交换环, 𝐾 = ⟨𝑎⟩ ; 𝐽 = ⟨𝑏⟩为理想
𝐾𝐽 = 𝐽𝐾 = ⟨𝑎𝑏⟩ = ⟨𝑏𝑎⟩

Proof 𝐾 = ⟨𝑎⟩ = {𝑟𝑎 + 𝑛𝑎 |𝑟 ∈ 𝑅, 𝑛 ∈ Z} 𝐽 = ⟨𝑏⟩ = {𝑠𝑏 + 𝑛𝑏 |𝑠 ∈ 𝑅, 𝑛 ∈ Z} ⟨𝑎𝑏⟩ = ⟨𝑏𝑎⟩ = {ℎ𝑎𝑏 + 𝑛𝑎𝑏 |ℎ ∈ 𝑅, 𝑛 ∈ Z}
直接计算𝐾𝐽任意一项 (𝑟𝑎 + 𝑛𝑎) (𝑠𝑏 + 𝑛𝑏) ∈ ⟨𝑎𝑏⟩即可
且 ⟨𝑎𝑏⟩中任一一项(ℎ + 𝑛𝑒) 𝑎︸      ︷︷      ︸

∈𝐾

𝑏 ∈ 𝐾𝐽

Proposition 3.12 (整数环的理想结构)
进一步,可以证明Z的任何理想都是主理想.

Proof 设𝐼是Z的一个理想,若𝐼为零理想,则𝐼 = (0);
若𝐼为非零理想,则𝐼中可以取到最小正整数𝑎,那么我们断言有𝐼 = (𝑎).
显然有 (𝑎) ⊆ 𝐼

反之,∀𝑏 ∈ 𝐼,有𝑏 = 𝑎𝑞 + 𝑟, 其中𝑞, 𝑟 ∈ z, 0 ⩽ 𝑟 < 𝑎,那么𝑟 = 𝑏 − 𝑎𝑞 ∈ 𝐼
由于𝑎是𝐼中的最小正整数,可知𝑟 = 0,即𝑏 = 𝑎𝑞 ∈ (𝑎),得𝐼 ⊆ (𝑎).所以, 𝐼 = (𝑎).
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Definition 3.13 (商环定义)
设𝑅是一个环, 𝐼是𝑅的理想.考虑加法群{𝑅;+}对于子群𝐼的商群𝑅/𝐼,将𝑎 ∈ 𝑅所在的等价类记为𝑎 + 𝐼 .
在𝑅/𝐼上定义乘法如下 : (𝑎 + 𝐼) (𝑏 + 𝐼) = 𝑎𝑏 + 𝐼 .则集合𝑅/𝐼对于商群的加法以及上述乘法运算构成一个环
称为𝑅对于理想𝐼的商环.

�
Note前面我们知道𝑅/𝐼对于商群的加法构成一个交换群.又由前面的分析知道,如果𝐼是理想,则定义商集合𝑅/𝐼的等价关系对于𝑅的乘法是同余关系
因此运算是合理的.又由于𝑅满足结合律, 𝑅/𝐼的乘法也满足结合律.
最后,对任何𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑅有
((𝑎 + 𝐼) + (𝑏 + 𝐼)) (𝑐 + 𝐼) = ((𝑎 + 𝑏) + 𝐼)(𝑐 + 𝐼) = (𝑎 + 𝑏)𝑐 + 𝐼

= (𝑎𝑐 + 𝑏𝑐) + 𝐼 = (𝑎𝑐 + 𝐼) + (𝑏𝑐 + 𝐼)

= (𝑎 + 𝐼) (𝑐 + 𝐼) + (𝑏 + 𝐼)(𝑐 + 𝐼).
类似可证 (𝑎 + 𝐼) ((𝑏 + 𝐼) + (𝑐 + 𝐼)) = (𝑎 + 𝐼) (𝑏 + 𝐼) + (𝑎 + 𝐼)(𝑐 + 𝐼).即分配律成立.
因此𝑅/𝐼是环.

Proposition 3.13 (商环的基本性质)
如果𝑅是交换环,则𝑅/𝐼也是交换环;

如果𝑅是幺环,且1是𝑅的单位元,则𝑅/𝐼也是么环,且1 + 𝐼是𝑅/𝐼的单位元.
如果𝑅是无零因子环，那么𝑅/𝐼未必是无零因子环

(
若𝑎 + 𝐼 × 𝑏 + 𝐼 = 0 + 𝐼 =⇒ 𝑎𝑏 ∈ 𝐼

)(
而在Z [𝑥]中,

〈
𝑥4

〉
生成的理想为

{
𝑥4 𝑓 (𝑥) : 𝑓 (𝑥) ∈ Z [𝑥]

}
那么此时𝑥 + 𝐼与𝑥2 + 𝐼是不同的但是𝑥 · 𝑥2 = 𝑥3 ∉ 𝑥4 𝑓 (𝑥)

)
又例如 Z是无零因子环但是Z/⟨4⟩ � Z4是有零因子环

� Exercise 3.2在整系数多项式环Z[𝑥]中,我们来看理想 (2, 𝑥).
Proof 因为Z[𝑥]是一个有单位元的交换环
由定理与生成主理想的结构可知

(2 · 𝑥) = (2) + (𝑥)

= {2 𝑓 (𝑥) | 𝑓 (𝑥) ∈ Z[𝑥]} + {𝑥𝑔(𝑥) | 𝑔(𝑥) ∈ Z[𝑥]}

= {2 𝑓 (𝑥) + 𝑥𝑔(𝑥) | 𝑓 (𝑥), 𝑔(𝑥) ∈ Z[𝑥]}

= {2𝑎0 + 𝑥ℎ(𝑥) | ℎ(𝑥) ∈ Z[𝑥], 𝑎0 ∈ Z}

= {常数为偶数的所有整系数多项式}
下面我们来证明 (2, 𝑥)不是Z[𝑥]的主理想
假如 (2, 𝑥)是Z[𝑥]的一个主理想,那么存在𝑝(𝑥) ∈ Z[𝑥],使得 (2, 𝑥) = (𝑝(𝑥)) = {𝑝(𝑥) 𝑓 (𝑥) | 𝑓 (𝑥) ∈ Z[𝑥]}.
因为2 ∈ (𝑝(𝑥)), 𝑥 ∈ (𝑝(𝑥)),即存在𝑞(𝑥), ℎ(𝑥) ∈ Z[𝑥],使得2 = 𝑞(𝑥)𝑝(𝑥), 𝑥 = ℎ(𝑥)𝑝(𝑥),由2 = 𝑞(𝑥)𝑝(𝑥),得𝑝(𝑥) = 𝑎 ∈ Z;

又时𝑥 = ℎ(𝑥)𝑝(𝑥) = ℎ(𝑥)𝑎,得𝑎 = ±1.于是 ± 1 = 𝑝(𝑥) ∈ (𝑝(𝑥)) = (2, 𝑥),

� Exercise 3.3设𝑅 = R[𝑥]是实数域R上的一元多项式环C � R[𝑥]/
〈
𝑥2 + 1

〉
𝐼 =

〈
𝑥2 + 1

〉
是R上的多项式𝑥2 + 1生成的主理想

Proof 任取 𝑓 (𝑥) ∈ R

则 :由带余除法得 𝑓 (𝑥) = 𝑔(𝑥)
(
𝑥2 + 1

)
+ (𝑎𝑥 + 𝑏),其中𝑞(𝑥) ∈ R, 𝑎, 𝑏 ∈ R,于是 𝑓 (𝑥) ≡ 𝑎𝑥 + 𝑏(𝐼),即在R[𝑥]/

(
𝑥2 + 1

)
中,

𝑓 (𝑥) = 𝑎𝑥 + 𝑏,因而R[𝑥]/
(
𝑥2 + 1

)
是由一切剩余类𝑎𝑥 + 𝑏(𝑎, 𝑏 ∈ R)所组成,即R[𝑥]/

(
𝑥2 + 1

)
= {𝑎𝑥 + 𝑏 | 𝑎, 𝑏 ∈ R}.

如果令𝜑 : C → R[𝑥]/
(
𝑥2 + 1

)
, 𝑎i + 𝑏 ↦→ 𝑎𝑥 + 𝑏,下证𝜑为同构映射.

𝜑为满射是显然的.
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若𝑎𝑥 + 𝑏 =
−−−−−→
𝑐𝑥 + 𝑑,则 (𝑎𝑥 + 𝑏) − (𝑐𝑥 + 𝑑) ∈

(
𝑥2 + 1

)
,即 (𝑎 − 𝑐)𝑥 + (𝑏 − 𝑑) = 𝑞(𝑥)

(
𝑥2 + 1

)
,有𝑎 = 𝑐, 𝑏 = 𝑑,故𝜑为单射.

且有

𝜑[(𝑎i + 𝑏) + (𝑐i + 𝑑)] = 𝜑[(𝑎 + 𝑐)i + (𝑏 + 𝑑)] = (𝑎 + 𝑐)𝑥 + (𝑏 + 𝑑) = (𝑎𝑥 + 𝑏) + (𝑐𝑥 + 𝑑) = (𝑎𝑥 + 𝑏) + (𝑐𝑥 + 𝑑) = 𝜑(𝑎i + 𝑏) + 𝜑(𝑐i + 𝑑);

𝜑(𝑎i + 𝑏) · 𝜑(𝑐i + 𝑑) = (𝑎𝑥 + 𝑏) · (𝑐𝑥 + 𝑑) = (𝑎𝑥 + 𝑏)(𝑐𝑥 + 𝑑) = 𝑎𝑐𝑥2 + (𝑎𝑑 + 𝑏𝑐)𝑥 + 𝑏𝑑
= 𝑎𝑐

(
𝑥2 + 1

)
+ (𝑎𝑑 + 𝑏𝑐)𝑥 + (𝑏𝑑 − 𝑎𝑐) = (𝑎𝑑 + 𝑏𝑐)𝑥 + (𝑏𝑑 − 𝑎𝑐) + 𝑎𝑐

(
𝑥2 + 1

)
= (𝑎𝑑 + 𝑏𝑐)𝑥 + (𝑏𝑑 − 𝑎𝑐)

= 𝜑[(𝑎𝑑 + 𝑏𝑐)i + (𝑏𝑑 − 𝑎𝑐)] = 𝜑[(𝑎i + 𝑏)(𝑐i + 𝑑)] .
因此,我们得到C � R[𝑥]/

(
𝑥2 + 1

)
.

Example 3.11子环不是理想的反例
子环一定是理想吗?不一定.

1.在环𝑍 × 𝑍中,若𝑆 = {(𝑛, 𝑛) | 𝑛 ∈ 𝑍},则𝑆是𝑍 × 𝑍的子环,但对于𝑎 = (2, 3) ∈ 𝑍 × 𝑍, 𝑢 = (1, 1) ∈ 𝑆,有𝑎𝑢 = (2, 3)不属于𝑆
因此, 𝑆不是𝑍 × 𝑍的理想.

2.设𝑅 = 𝑀2 (𝑃) = {数域𝑃上的所有2阶矩阵}, 𝐴 =

{(
𝑎 𝑏

0 0

)
| 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑃

}
则𝐴是𝑅的一个子环,但𝐴不是𝑅的一个理想,

因为,取

(
1 1

1 1

)
∈ 𝑅,

(
1 1

0 0

)
∈ 𝐴,有

(
1 1

1 1

) (
1 1

0 0

)
=

(
1 1

1 1

)
∉ 𝐴

Example 3.12单边理想的例子
考虑实数域上的2 × 2矩阵环𝑅 = 𝑀2×2 (R)

考虑𝑅1 =

{(
𝑎 0

𝑏 0

)
: 𝑎 ∈ R, b ∈ R

}
容易检验𝑅1是𝑅的左理想而不是右理想

类似地，考虑𝑅2 =

{(
𝑎 𝑏

0 0

)
: 𝑎 ∈ R, 𝑏 ∈ R

}
容易检验𝑅2是𝑅的右理想而不是左理想

Example 3.13理想的理想不再是理想
考虑一元整系数多项式环𝑍 [𝑥]〈
𝑥2

〉
在Z [𝑥]中生成的理想该理想为

{
𝑥2 𝑓 (𝑥) : 𝑓 (𝑥) ∈ Z [𝑥]

}
考虑

〈
𝑥3

〉
在由

〈
𝑥2

〉
所生成的理想

{
𝑘𝑥3 + 𝑥5 𝑓 (𝑥) | 𝑘 ∈ 𝑍, 𝑓 (𝑥) ∈ 𝑍 [𝑥]

}
然而却不是Z [𝑥]的理想

𝑅为域𝐹上三阶上三角方阵环𝑁 =



0 0 𝑥

0 0 𝑦

0 0 0

 , 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐹
 , 𝐻 =



0 0 0

0 0 𝑎

0 0 0

 , 𝑎 ∈ 𝐹


容易验证 : 𝑁是𝑅的理想, 𝐻是𝑁的理想.但是𝐻不是𝑅的理想

� Exercise 3.4在整系数多项式环Z[𝑥]中
我们来看理想 (2, 𝑥).因为z[𝑥]是一个有单位元的交换环主理想的结构可知
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(2.𝑥) = (2) + (𝑥)

= {2 𝑓 (𝑥) | 𝑓 (𝑥) ∈ Z[𝑥]} + {𝑥𝑔(𝑥) | 𝑔(𝑥) ∈ Z[𝑥]}

= {2 𝑓 (𝑥) + 𝑥𝑔(𝑥) | 𝑓 (𝑥), 𝑔(𝑥) ∈ Z[𝑥]}

= {2𝑎0 + 𝑥ℎ(𝑥) | ℎ(𝑥) ∈ Z[𝑥], 𝑎0 ∈ Z}

= {常数为偶数的所有整系数多项式}
下面我们来证明 (2, 𝑥)不是Z[𝑥]的主理想.
假如 (2, 𝑥)是Z[𝑥]的一个主理想,那么存在𝑝(𝑥) ∈ Z[𝑥],使得 (2, 𝑥) = (𝑝(𝑥)) = {𝑝(𝑥) 𝑓 (𝑥) | 𝑓 (𝑥) ∈ Z[𝑥]}.
因为2 ∈ (𝑝(𝑥)), 𝑥 ∈ (𝑝(𝑥)),即存在𝑞(𝑥), ℎ(𝑥) ∈ Z[𝑥],使得2 = 𝑞(𝑥)𝑝(𝑥), 𝑥 = ℎ(𝑥)𝑝(𝑥)
由2 = 𝑞(𝑥)𝑝(𝑥),得𝑝(𝑥) = 𝑎 ∈ Z;又时𝑥 = ℎ(𝑥)𝑝(𝑥) = ℎ(𝑥)𝑎,得𝑎 = ±1
于是 ± 1 = 𝑝(𝑥) ∈ (𝑝(𝑥)) = (2, 𝑥),这与 ± 1 ∉ (2, 𝑥)矛盾,因此, (2, 𝑥)不是Z[𝑥]的主理想.
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3.4 环的同构基本定理与反同态

3.4 环的同构基本定理与反同态

Definition 3.14 (自然满同态)
设𝐼是环𝑅的理想,则𝑅到𝑅/𝐼的自然映射𝜋 : 𝑅 → 𝑅/𝐼, 𝜋(𝑎) = 𝑎 + 𝐼为一个满同态,称为自然同态.

Lemma 3.2
𝜑 : 𝑅 → 𝑅′为一环同态

1.Ker𝜑为理想

2.Im𝜑为子环，若映射一开始就为满同态，则吧理想映到理想

Theorem 3.11 (环同态基本定理)
设 𝑓 : 𝑅 → 𝑅′是环同态映射,令𝐼 = Ker 𝑓

则存在𝑅/𝐼到𝑅′的唯一单同态映射 𝑓 ∗.使得 𝑓 = 𝑓 ∗ ◦ 𝜓,其中𝜓是𝑅到𝑅/𝐼的自然同态.

Theorem 3.12 (环同构第一基本定理)
设 𝑓是环𝑅1到环𝑅2的满同态,记𝐾 = Ker 𝑓 .设𝜋为𝑅1到𝑅1/𝐾的自然同态,
(1)存在的商环𝑅1/𝐾到𝑅2的同构 𝑓 ,使得 𝑓 = 𝑓 ◦ 𝜋,即有交换图如下
(2) 𝑅1/𝐾𝑒𝑟 𝑓 � 𝑅2

𝑅1 𝑅1/𝐾

𝑅2

𝜋

𝑓
𝑓

Proof 首先, 𝑓作为环同态,一定是加法群 {𝑅1;+}到 {𝑅2;+}的群同态;而𝜋作为环𝑅1到𝑅1/Ker 𝑓的自然同态

一定是加法群𝑅1到其商群𝑅1/Ker 𝑓的环自然同态.

由群的同态基本定理我们知道,存在由加法群𝑅1/Ker 𝑓到𝑅2的群同构 𝑓使得 𝑓 = 𝑓 ◦ 𝜋.
我们证明, 𝑓一定为环同构.为此只需证明 𝑓保持乘法.对任何𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅1,有
𝑓 ((𝑎 + 𝐾)(𝑏 + 𝐾)) = 𝑓 (𝜋(𝑎)𝜋(𝑏)) = 𝑓 (𝜋(𝑎𝑏))

= 𝑓 ◦ 𝜋(𝑎𝑏) = 𝑓 (𝑎𝑏) = 𝑓 (𝑎) 𝑓 (𝑏)

= 𝑓 (𝜋(𝑎)) 𝑓 (𝜋(𝑏)) = 𝑓 (𝑎 + 𝐾) 𝑓 (𝑏 + 𝐾).
这证明 𝑓保持乘法.故 𝑓为𝑅1/Ker 𝑓到𝑅2的环同构,因而𝑅1/Ker 𝑓 ≃ 𝑅2,且有上述交换图.

Remark设𝑅为环,则𝑅的任一个商环都是𝑅的同态象,反之一个𝑅的同态像
(
𝑓联系

)
都与𝑅/𝐾𝑒𝑟 𝑓同构

Theorem 3.13 (环同构第二基本定理)
设 𝑓是环𝑅1到环𝑅2的满同态,记𝐾 = Ker 𝑓 .则

1. 𝑓诱导了𝑅1中包含𝐾的子环与𝑅2的子环之间的一一对应,且将理想对应到理想;

2.如果𝐼是𝑅1的理想,且包含𝐾,则有𝑅1/𝐼 ≃ 𝑅2/ 𝑓 (𝐼).
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Proof 由群的同态基本定理, 𝑓建立了𝑅1中包含𝐾的加法子群到𝑅2的加法子群之间的一一对应,记为 𝑓 .

回忆一下,这一对应是这样定义的 :如果𝐻为 {𝑅1;+}的包含𝐾的加法子群,则 𝑓 (𝐻) = 𝑓 (𝐻)(即𝐻在 𝑓下的像集)为 {𝑅2;+}的子群
反之,对任何 {𝑅2;+}的子群𝐻′, 𝑓 −1 (𝐻′) = 𝑓 −1 (𝐻′) (即𝐻′的完全原像)一定是 {𝑅1;+}的包含𝐾的子群.

1.现在我们证明下列结论 :

(𝑎)设𝐻为𝑅1的子环,且𝐻 ⊇ 𝐾,则 𝑓 (𝐻)为𝑅2的子环.这一点在前文子环的性质就已经知道了
(𝑏)若𝐻′ ⊆ 𝑅2是子环,则 𝑓 −1 (𝐻′)是𝑅1的包含𝐾的子环.显然 𝑓 −1 (𝐻′)包含𝐾,因此只需证明其为子环.
同前面一样,这也是前文已经明了的

(𝑐)若𝐼 ⊃ 𝐾为𝑅1的理想,则 𝑓 (𝐼)为𝑅2的理想.由 (𝑎), 𝑓 (𝐼)为𝑅2的子环.又对任何𝑎′ = 𝑓 (𝑎) ∈ 𝑓 (𝐼)及𝑥′ ∈ 𝑅2
由 𝑓为满射,可取𝑥 ∈ 𝑅1使 𝑓 (𝑥) = 𝑥′,故由𝐼为理想得𝑎′𝑥′ = 𝑓 (𝑎) 𝑓 (𝑥) = 𝑓 (𝑎𝑥) ∈ 𝑓 (𝐼), 𝑥′𝑎′ = 𝑓 (𝑥) 𝑓 (𝑎) = 𝑓 (𝑥𝑎) ∈ 𝑓 (𝐼).
从而 𝑓 (𝐼)为𝑅2的理想.
(𝑑)若𝐼 ′为𝑅2的理想,则 𝑓 −1 (𝐼 ′)为包含𝐾的理想.由 (𝑏), 𝑓 −1 (𝐼 ′)为包含𝐾的子环.
又对任何𝑎 ∈ 𝑓 −1 (𝐼 ′)及𝑥 ∈ 𝑅1,由𝐼 ′为理想,有 𝑓 (𝑎𝑥) = 𝑓 (𝑎) 𝑓 (𝑥) ∈ 𝐼 ′, 𝑓 (𝑥𝑎) = 𝑓 (𝑥) 𝑓 (𝑎) ∈ 𝐼 ′.故𝑎𝑥, 𝑥𝑎 ∈ 𝑓 −1 (𝐼 ′) .
因此 𝑓 −1 (𝐼 ′)为𝑅1的理想.
(𝑒)除此之外由 (𝑏)我们知道 𝑓作为沟通𝑅1中包含 Ker 𝑓子环与𝑅2子环的映射是个满射
( 𝑓 )若𝐻1，𝐻2是𝑅1中两个包含 Ker 𝑓的子环且 𝑓 (𝐻1) = 𝑓 (𝐻2)
故∀ℎ1 ∈ 𝐻1则∃ℎ2 ∈ 𝐻2使得 𝑓 (ℎ1) = 𝑓 (ℎ2) =⇒ ℎ1 − ℎ2 ∈ Ker 𝑓

则可令ℎ1 − ℎ2 = ℎ3 ∈ Ker 𝑓 ⊆ 𝐻2 =⇒ ℎ1 = ℎ2 + ℎ3 ∈ 𝐻2

故得到𝐻1 ⊆ 𝐻2同理可得𝐻2 ⊆ 𝐻1故𝐻1 = 𝐻2 =⇒ 𝑓为单射

综上 𝑓满足题干要求

2.设𝐼是𝑅1的包含𝐾的理想.设𝜋
′是𝑅2到𝑅2/ 𝑓 (𝐼)的自然同态则𝜋′ ◦ 𝑓是𝑅1到𝑅2/ 𝑓 (𝐼)的满同态.

我们先证明 Ker (𝜋′ ◦ 𝑓 ) = 𝐼 .若𝑥 ∈ 𝐼,则 𝑓 (𝑥) ∈ 𝑓 (𝐼),从而𝜋′ ( 𝑓 (𝑥)) = 0,故𝑥 ∈ Ker (𝜋′ ◦ 𝑓 ) ;
另一方面,若𝑥 ∈ Ker (𝜋′ ◦ 𝑓 ) ,则由𝜋′的定义可知 𝑓 (𝑥) ∈ 𝑓 (𝐼),故𝑥 ∈ 𝑓 −1 ( 𝑓 (𝐼)).
由1.我们知道, 𝑓建立了𝑅1中包含𝐾的理想到𝑅2的理想的一一对应 𝑓 .或由第一同构定理都有𝑅1/𝐼 � 𝑅2/ 𝑓 (𝐼)

Corollary 3.3 (第二环同构基本定理应用在自然环满同态上)

♡

设𝐼1, 𝐼2均为环𝑅的理想,且𝐼1 ⊆ 𝐼2

1.则有𝑅中包含了𝐼1的子环与𝑅/𝐼1的子环的一一对应
2.𝑅/𝐼2 ≃ (𝑅/𝐼1) /(𝐼2/𝐼1) .

Theorem 3.14 (环同构第三基本定理)
𝜑：𝑅 → 𝑅′的环满同构, 𝑁 = 𝐾𝑒𝑟𝜑是𝐺的理想, 𝐻是𝐺的子环

1.𝐻 + 𝑁是𝐻在𝜑下的像𝜑 (𝐻)的完全原像且有𝜑 (𝐻) = 𝜑 (𝐻 + 𝑁)
2.𝐻/𝐻 ∩ 𝑁 � 𝜑 (𝐻) = 𝜑 (𝐻 + 𝑁)

Proof 一方面𝐻 + 𝑁是𝑅的一个子环且知道𝜑 (𝐻 + 𝑁) = 𝜑 (𝐻)故由同构第二基本定理知道
𝐻 + 𝑁是𝐻在𝜑下的像𝜑 (𝐻)的完全原像
此外构造𝜑 |𝐻：𝐻 → 𝜑 (𝐻)该环满同态此时 Ker𝜑 |𝐻 = 𝐻 ∩ 𝑁
故由同构第一基本定理知道𝐻/𝐻 ∩ 𝑁 � 𝜑 (𝐻)

Corollary 3.4 (环同构第三基本定理应用在环自然满同态上)

♡
设𝐼, 𝐽为环𝑅的理想,则有同构(𝐼 + 𝐽)/𝐼 ≃ 𝐽/(𝐼 ∩ 𝐽).
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Definition 3.15 (环的反同态与反同构)
设𝑅1, 𝑅2为两个环,一个𝑅1到𝑅2的映射𝜑称为一个反同态,如果

(1)𝜑是 {𝑅1;+}到 {𝑅2;+}的群同态;

(2)对任何𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅1,有𝜑(𝑎𝑏) = 𝜑(𝑏)𝜑(𝑎).
如果一个反同态是一个同构,则称其为反同构.如果两个环𝑅1, 𝑅2之间存在一个反同构,则称𝑅1与𝑅2是反同构的.

Problem 3.3设P为数域,在环P𝑛×𝑛中定义映射𝜑, 𝜑(𝐴) = 𝐴′,则𝜑是一个反同构.

Definition 3.16 (环的半同态)
设𝑅1, 𝑅2为两个环,一个𝑅1到𝑅2的映射𝜑称为一个半同态,如果

(1)𝜑是 {𝑅1;+}到 {𝑅2;+}的群同态;

(2)对任何𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅1, 𝜑(𝑎𝑏) = 𝜑(𝑎)𝜑(𝑏)或𝜑(𝑎𝑏) = 𝜑(𝑏)𝜑(𝑎)至少有一个成立.

Proposition 3.14
一个非常有趣的问题是,是否存在真正的半同态?即是否存在一个半同态𝜑, 𝜑既不是同态,也不是反同态.

设𝜑为环𝑅1到𝑅2的半同态,则𝜑或为同态,或为反同态.

Proof 我们将利用群论中任一群都不能写成两个真子群的并这一结论来证明本定理.
设𝜑为环𝑅1到𝑅2的半同态.对任意固定的𝑎 ∈ 𝑅1,定义
𝑙𝑎 = {𝑏 ∈ 𝑅1 | 𝜑(𝑎𝑏) = 𝜑(𝑎)𝜑(𝑏)} ,
𝑟𝑎 = {𝑏 ∈ 𝑅1 | 𝜑(𝑎𝑏) = 𝜑(𝑏)𝜑(𝑎)} .
我们断定𝑙𝑎, 𝑟𝑎都是加法群 {𝑅1;+}的子群.只对𝑙𝑎证明,对𝑟𝑎的证明类似.
因0 ∈ 𝑙𝑎,故𝑙𝑎非空.此外,若𝑏1, 𝑏2 ∈ 𝑙𝑎,则有
𝜑 (𝑎 (𝑏1 − 𝑏2)) = 𝜑 (𝑎𝑏1 − 𝑎𝑏2) = 𝜑 (𝑎𝑏1) − 𝜑 (𝑎𝑏2)

= 𝜑(𝑎)𝜑 (𝑏1) − 𝜑(𝑎)𝜑 (𝑏2)

= 𝜑(𝑎) (𝜑 (𝑏1) − 𝜑 (𝑏2))

= 𝜑(𝑎)𝜑 (𝑏1 − 𝑏2) ,
因此𝑏1 − 𝑏2 ∈ 𝑙𝑎 .这证明了我们的断言.
由条件,我们有𝑙𝑎 ∪ 𝑟𝑎 = 𝑅1,因此𝑙𝑎 = 𝑅1或𝑟𝑎 = 𝑅1必有一个成立.

现在我们定义𝑅𝑙 = {𝑎 ∈ 𝑅1 | 𝑙𝑎 = 𝑅1} , 𝑅𝑟 = {𝑎 ∈ 𝑅1 | 𝑟𝑎 = 𝑅1} .与前面类似可证, 𝑅𝑙 , 𝑅𝑟都是加法群 {𝑅1;+}的子群.
上面的结论说明𝑅𝑙 ∪ 𝑅𝑟 = 𝑅1,因此我们有𝑅𝑙 = 𝑅1或𝑅𝑟 = 𝑅1,即𝜑为同态或反同态.

Proposition 3.15
设𝑅为特征为𝑝的无零因子交换环

证明由𝑅到𝑅的映射𝐹 : 𝑎 ↦→ 𝑎𝑝是𝑅的同态，称为𝐹𝑟𝑜𝑏𝑒𝑛𝑖𝑢𝑠同态．试问𝐹是否是单同态，是否是同构？

Proof 由𝑅是特征为𝑝的无零因子交换环，从而𝐹 (𝑎) + 𝐹 (𝑏) = 𝑎𝑝 + 𝑏𝑝 = (𝑎 + 𝑏) 𝑝 = 𝐹 (𝑎 + 𝑏)
且𝐹 (𝑎)𝐹 (𝑏) = 𝑎𝑝𝑏𝑝 = (𝑎𝑏) 𝑝 = 𝐹 (𝑎𝑏)
从而𝐹为环同态．又由𝐹 (𝑎) − 𝐹 (𝑏) = (𝑎 − 𝑏) 𝑝 = (𝑎 − 𝑏)(𝑎 − 𝑏) 𝑝−1 = 0，又无零因子

则若𝑎 − 𝑏 ≠ 0，则 (𝑎 − 𝑏) 𝑝−1 = 0，从而归纳下去可得𝑎 − 𝑏 = 0，矛盾，故𝑎 − 𝑏 = 0，即𝐹 (𝑎) = 𝐹 (𝑏)蕴含𝑎 = 𝑏，即为单同态

我们考虑Z𝑝 [𝑥]，易见其为特征为𝑝的交换么环，且设 𝑓 (𝑥)𝑔(𝑥) = 0

则考虑首项系数可知必有一个多项式为0，进而无零因子，但显然 𝑓 (𝑥) ↦→ ( 𝑓 (𝑥)) 𝑝不为同构，即为一个反例．
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3.4 环的同构基本定理与反同态

Proposition 3.16
设𝑅为除环，证明𝑅到任何环的非零同态一定是单同态

Proof 证明由𝑅为除环，即𝑅∗构成群，从而任意非零同态 𝑓

若 𝑓 (𝑎) = 𝑓 (0) = 0，断言𝑎 = 0 否则若𝑎 ≠ 0，那么有 𝑓 (𝑒) = 𝑓
(
𝑎 · 𝑎−1

)
= 𝑓 (𝑎) 𝑓

(
𝑎−1

)
= 0，进而表明 𝑓为零同态，矛盾

故𝑎 = 0

故∀ 𝑓 (𝑎1) = 𝑓 (𝑎2) =⇒ 𝑓 (𝑎1 − 𝑎2) = 0 =⇒ 𝑎1 − 𝑎2 = 0 =⇒ 𝑎1 = 𝑎2

进而说明 𝑓为单同态，即证．
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3.5 CRT中国剩余定理

Lemma 3.3
设𝑅为么环，𝐼1, 𝐼2为𝑅的理想，且𝑅 = 𝐼1 + 𝐼2
试证明对任何𝑎1, 𝑎2 ∈ 𝑅，必存在𝑎 ∈ 𝑅使得𝑎 − 𝑎1 ∈ 𝐼1, 𝑎 − 𝑎2 ∈ 𝐼2

Proof 证明由𝑅 = 𝐼1 + 𝐼2，从而存在𝑟1, 𝑠1 ∈ 𝐼1, 𝑟2, 𝑠2 ∈ 𝐼2使得𝑎1 = 𝑟1 + 𝑟2, 𝑎2 = 𝑠1 + 𝑠2
从而考虑𝑎 = 𝑟2 + 𝑠1，从而𝑎 − 𝑎1 = 𝑟1 − 𝑠1 ∈ 𝐼1, 𝑎 − 𝑎2 = 𝑟2 − 𝑠2 ∈ 𝐼2，即证．

Definition 3.17
设𝑅为幺环，𝐼, 𝐽为理想，我们称𝐼, 𝐽互素，如果𝐼 + 𝐽 = 𝑅，我们称𝑅中元素𝑥, 𝑦模理想𝑰同余，如果𝑥 − 𝑦 ∈ 𝐼，并记为𝑥 ≡
𝑦(mod𝐼)

Lemma 3.4 (理想互素的等价定义)
理想互素的等价定义 :设𝑅为么环，𝐼, 𝐽为理想，则𝐼, 𝐽互素的充要条件为存在𝑎 ∈ 𝐼, 𝑏 ∈ 𝐽使得𝑎 + 𝑏 = 1

Proposition 3.17
1.Suppose 𝐼1, 𝐼2, · · · , 𝐼𝑛 are ideals in a ring 𝑅 . And we denote 𝐼 as 𝐼1 ∩ · · · 𝐼𝑛 . Then 𝐼 is also an ideal of 𝑅 .We have the
monomorphism

𝜑 : 𝑅/𝐼 → 𝑅/𝐼1 ⊕ 𝑅/𝐼2 ⊕ · · · ⊕ 𝑅/𝐼𝑛

defined by
𝜑(𝑟 + 𝐼) = (𝑟 + 𝐼1, 𝑟 + 𝐼2, · · · , 𝑟 + 𝐼𝑛) .

2. If 𝐼1, · · · , 𝐼𝑛 are pairwise coprime ideals, then for any 1 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑛,𝐼 𝑗 is prime with respect to the product of the other ideals, i.e.
𝐼 𝑗 and

∏
𝑖≠ 𝑗 𝐼𝑖 are coprime.

Proof 1. 显然𝐼为𝑅的理想.而映射𝜑为环同态，且 Ker𝜑 = 𝐼，从而由环同态基本定理得证.

2.Without loss of generality,we assume 𝑗 = 1,then we need to prove that 𝐼1 and 𝐼2𝐼3 · · · 𝐼𝑛 are coprime.Since 𝐼1 is coprime with each
of 𝐼2, 𝐼3, · · · , 𝐼𝑛,So

(𝐼1 + 𝐼2) (𝐼1 + 𝐼3) · · · (𝐼1 + 𝐼𝑛) = 𝑅

Then,𝑅 = 𝐼1 + 𝐼2𝐼3 · · · 𝐼𝑛

Theorem 3.15 (中国剩余定理)
设𝑅为幺环，且𝐼1, 𝐼2, · · · , 𝐼𝑛为两两互素的理想

则任意𝑟1, 𝑟2, · · · , 𝑟𝑛 ∈ 𝑅，同余方程组



𝑥 ≡ 𝑟1 (mod𝐼1)
𝑥 ≡ 𝑟2 (mod𝐼2)

...

𝑥 ≡ 𝑟𝑛 (mod𝐼𝑛)

有解，且在模𝐼1 ∩ 𝐼2 ∩ · · · ∩ 𝐼𝑛的意义下解唯一．

Proof 这个定理证明的核心在于：设理想𝐼, 𝐽, 𝐾，且𝐼与𝐽, 𝐾均互素，则𝐼与𝐽𝐾互素
首先𝐽𝐾由前文知道是𝑅的理想这是没问题的其次

注意到存在𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼 𝑐 ∈ 𝐽 𝑑 ∈ 𝐾使得𝑎 + 𝑐 = 𝑏 + 𝑑 = 1，从而1 = (𝑎 + 𝑐) (𝑏 + 𝑑) = (𝑎𝑏 + 𝑎𝑑 + 𝑐𝑏) + 𝑐𝑑
则存在𝑎𝑏 + 𝑎𝑑 + 𝑐𝑏 ∈ 𝐼, 𝑐𝑑 ∈ 𝐽𝐾使得和为1，故𝐼与𝐽𝐾互素，由此不难归纳得到一般情形

108



抽
象
代
数
讲
义

3.5 CRT中国剩余定理

下设𝐽𝑖 =
∏
𝑗≠𝑖

𝐼 𝑗为𝑅中理想，且有上文可知𝐼𝑖与𝐽𝑖互素故存在𝑎𝑖 ∈ 𝐼𝑖 𝑏𝑖 ∈ 𝐽𝑖使得𝑎𝑖 + 𝑏𝑖 = 1，从而𝑟𝑖𝑏𝑖 − 𝑟𝑖 = 𝑎𝑖𝑟𝑖 ∈ 𝐼𝑖

故𝑟𝑖𝑏𝑖 ≡ 𝑟𝑖 (mod𝐼𝑖)，且任意 𝑗 ≠ 𝑖，由𝑏𝑖 ∈ 𝐽𝑖，故𝑟𝑖𝑏𝑖 ∈ 𝐼 𝑗，进而模𝐼 𝑗余0

综上有𝑥 =
𝑛∑
𝑖=1

𝑟𝑖𝑏𝑖为同余方程的一个解再设另有解𝑥0，则𝑥 ≡ 𝑥0 (mod𝐼𝑖) , 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛，从而𝑥 ≡ 𝑥0 (mod𝐼1 ∩ 𝐼2 ∩ · · · ∩ 𝐼𝑛)

综上我们完成了中国剩余定理（𝐶𝑅𝑇）之证明．

Corollary 3.5

♡

设𝑅为幺环，且𝐼1, 𝐼2, · · · , 𝐼𝑛为两两互素的理想，则𝑅/
𝑛⋂
𝑖=1

𝐼𝑖 �
𝑛⊕
𝑖=1

𝑅/𝐼𝑖

Proof 考虑𝜎 : 𝑅 → 𝑅/𝐼1 ⊕ · · · ⊕ 𝑅/𝐼𝑛 𝑥 ↦→ (𝑥 + 𝐼1, · · · , 𝑥 + 𝐼𝑛)
则显然 Ker𝜎 = 𝐼1 ∩ · · · 𝐼𝑛
而由中国剩余定理，任意 (𝑟1, 𝑟2, · · · , 𝑟𝑛) ∈ 𝑅/𝐼1 ⊕ · · · ⊕ 𝑅/𝐼𝑛，存在𝑥 ∈ 𝑅使得𝜎(𝑥) = (𝑟1, 𝑟2, · · · , 𝑟𝑛)
故𝜎为满同态，因此由环的同态基本定理即证

Theorem 3.16
Let 𝑅 be a ring and 𝐼1, 𝐼2, . . . , 𝐼𝑛 be two ideal elements of 𝑅 such that 𝐼 = 𝐼1 ∩ 𝐼2 ∩ · · · ∩ 𝐼𝑛. We have the following result:
Let 𝛾 : 𝑅 → 𝑅/𝐼1 ⊕ 𝑅/𝐼2 ⊕ · · · ⊕ 𝑅/𝐼𝑛, where 𝛾(𝑎) = (𝑎 + 𝐼1, 𝑎 + 𝐼2, . . . , 𝑎 + 𝐼𝑛). The mapping 𝛾 is surjective.

Proof By the result , we only need to prove that the following condition holds:

𝛾 : 𝑅 → 𝑅/𝐼1 ⊕ 𝑅/𝐼2 ⊕ · · · ⊕ 𝑅/𝐼𝑛, 𝛾(𝑎) = (𝑎 + 𝐼1, . . . , 𝑎 + 𝐼𝑛).

According to the previous reasoning, for any index 𝑗 where 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑛, there exist ideals 𝐼 𝑗 and ℓ 𝑗 ∈ 𝐼1 . . . 𝐼 𝑗−1𝐼 𝑗+1 . . . 𝐼𝑛 such that
𝑠 𝑗 + ℓ 𝑗 = 1. Therefore, we have the following relation:

ℓ 𝑗 + 𝐼𝑘 =

1 + 𝐼𝑘 , if 𝑘 = 𝑗 ,

ℓ𝑘 , if 𝑘 ≠ 𝑗 .

Then, for any (𝑎 + 𝐼1, . . . , 𝑎 + 𝐼𝑛) ∈ 𝑅/𝐼1 ⊕ · · · ⊕ 𝑅/𝐼𝑛, we have:

𝑎 = 𝑎1ℓ1 + · · · + 𝑎𝑛ℓ𝑛 where 𝑎 = 𝑎1ℓ1 + · · · + 𝑎𝑛ℓ𝑛 = 0 + 0 + 𝑎𝑘 · 1 + 0 + · · · + 0 ≡ 𝑎𝑘 (mod 𝐼𝑘).

Thus, we conclude that:

𝛾(𝑎) = (𝑎 + 𝐼1, . . . , 𝑎 + 𝐼𝑛) = (𝑎1 + 𝐼1, . . . , 𝑎𝑛 + 𝐼𝑛).

Theorem 3.17
If 𝑚1, 𝑚2, . . . , 𝑚𝑛 ∈ Z are coprime, and 𝑚 = 𝑚1𝑚2 . . . 𝑚𝑛, then the following holds:

𝑍𝑚 � 𝑍𝑚1 ⊕ 𝑍𝑚2 ⊕ · · · ⊕ 𝑍𝑚𝑛 , [𝑎] ↦→ ([𝑎]𝑚1 , [𝑎]𝑚2 , . . . , [𝑎]𝑚𝑛 ).

Proof By the previous theorem, the general solution to the equation is the following:

𝑍𝑚 � 𝑍𝑚1 ⊕ · · · ⊕ 𝑍𝑚𝑛 , [𝑎] ↦→ ([𝑎]𝑚1 , . . . , [𝑎]𝑚𝑛 ).
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Theorem 3.18 (Euler’s Function)
Let 𝑚 = 𝑝𝑛11 𝑝𝑛22 . . . 𝑝𝑛𝑘𝑘 , then by the previous proposition, 𝑍𝑚 � 𝑍𝑝𝑛11 ⊕ 𝑍𝑝𝑛22 ⊕ · · · ⊕ 𝑍𝑝𝑛𝑘

𝑘
, we get

𝑍×
𝑚 � 𝑍

×
𝑝
𝑛1
1

⊕ 𝑍×
𝑝
𝑛2
2

⊕ · · · ⊕ 𝑍×
𝑝
𝑛𝑘
𝑘

.

Proof Thus, we have:
𝜑(𝑚) = 𝜑(𝑝𝑛11 )𝜑(𝑝𝑛22 ) . . . 𝜑(𝑝𝑛𝑘𝑘 ).

Now, we only need to prove that for 𝜑(𝑝𝑛) = 𝑝𝑛−1 (𝑝 − 1) for 𝑝 prime: we know every number that less than 𝑝𝑛 can be expressed as

𝑎𝑝 + 𝑏, 𝑎 = 0, 1, . . . , 𝑝𝑛−1 − 1, 𝑏 = 0, 1, . . . , 𝑝 − 1.

Hence,such number is coprime with p if and only if 𝑏 = 1, 2, . . . , 𝑝 − 1, so there are 𝑝 − 1 such numbers for each fixed 𝑎. Therefore, we
have

𝜑(𝑝𝑛) = 𝑝𝑛−1 (𝑝 − 1).
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3.6 整环上的因子分解

3.6 整环上的因子分解

Definition 3.18 (整除与因子)
设𝑅为一个整环，𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅，若存在𝑐 ∈ 𝑅使得𝑎 = 𝑏𝑐，称𝑎能被𝑏整除，这时也称𝑏为𝑎的因子．

Definition 3.19 (相伴)
设𝑅为整环，𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅，若存在𝑅中的单位（乘法可逆元）𝑢，使得𝑎 = 𝑢𝑏，则称𝑎与𝑏相伴，记为𝑎 ∼ 𝑏

Definition 3.20 (平凡因子与真因子)
设𝑅为一个整环，𝑎 ∈ 𝑅∗则单位与𝑎相伴的元都称为𝑎的平凡因子

真因子：𝑎的除单位，除与𝑎相伴的元

Definition 3.21 ((不)可约元素与素元素)
设𝑅为整环，𝑎 ∈ 𝑅∗ −𝑈
1.若𝑎不存在真因子

(
或其因子只有平凡因子

)
，则称𝑎为不可约元素，反之，则称𝑎为可约元素

2.𝑝 ∈ 𝑅∗ −𝑈，如果对任何𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅, 𝑝 | 𝑎𝑏蕴含𝑝 | 𝑎或者𝑝 | 𝑏，则称𝑝为素元素．

Definition 3.22 (因子与公因子)
对𝑅中𝑛个元素𝑎1, 𝑎2, · · · , 𝑎𝑛，若𝑐均能整除它们，称为其的一个公因子
若它们的一个公因子𝑑满足能被其任何一个公因子整除，则称为其的一个最大公因子

Definition 3.23 (真因子链)
若𝑅中的一个元素序列𝑎1, 𝑎2, · · ·满足对任何𝑙 ≥ 1, 𝑎𝑙+1为𝑎𝑙的真因子，则称其为真因子链

Proposition 3.18
1.𝑎相伴于𝑏 ⇐⇒ 𝑎 ∼ 𝑏 ⇐⇒ 𝑎 |𝑏且𝑏 |𝑎 ⇐⇒ ∃𝑢 ∈ 𝑈使得𝑎 = 𝑢𝑏

2.相伴是𝑅中的等价关系且是𝑅∗中幺半群对于乘法的同余关系

3.𝑎为单位⇐⇒ 𝑎 ∼ 1 且单位可作为任何元素的因子

4.单位没有真因子，单位不会有不可约元作为因子 单位的因子只有单位

5.真因子链中不会出现单位，且0元若出现也只会出现在第一个位置

6.𝑎与𝑏的最大公因子在相伴意义下唯一，记为 (𝑎, 𝑏)
7. (0, 𝑎) = 𝑎 𝑢为单位 (𝑢, 𝑎) = 𝑢
8.整环中任意有限个元素的最大公因子存在，且在相伴意义下 (𝑎, 𝑏, 𝑐) = (𝑎, (𝑏, 𝑐))
9.对于任何的𝑎, 𝑏, 𝑐属于整环𝑅，则𝑐 (𝑎, 𝑏) ∼ (𝑐𝑎, 𝑐𝑏)
10.对于任何的𝑎, 𝑏, 𝑐属于整环𝑅，若 (𝑎, 𝑏) ∼ 1, (𝑎, 𝑐) ∼ 1则 (𝑎, 𝑏𝑐) ∼ 1

11.若𝑎 ∈ 𝑅∗ −𝑈且𝑎 = 𝑝𝑞其中𝑝为𝑎的真因子则𝑞也为𝑎的真因子

12.乘单位不改变 (不)可约性与 (不)素性
13.整环𝑅中，𝑘为不可约元素，则𝑘不可能写为两个非单位的乘积

14.𝑐为不可约元⇐⇒ 𝑐 = 𝑎𝑏蕴含着𝑎, 𝑏其中至少一个为单位

15.由14.素元一定是不可约元

Proof 4.假设单位𝑢有一个真因子𝑎此时若𝑎 | 𝑢但是𝑎 = 𝑢 · 𝑢−1𝑎矛盾
假设有一个不可约元𝑝使得𝑝 | 𝑢与此同时𝑢 | 𝑝 =⇒ 𝑢 ∼ 𝑝故𝑝也为单位

但是𝑝为不可约元属于𝑅∗ −𝑈矛盾
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5.若单位的位次为 ⩾ 2时单位不是前一个的真因子，故单位不会出现在真因子链中

若单位的位次为1，则位次为2的𝑎2的作为单位的因子也只能为单位 (4.)但是𝑎2为单位不能作为真因子出现在链中
故真因子链中不会出现单位

若0出现在链条中 ⩾ 2的位次，则前面的都为0但是0与0可以看作只相差一个单位，故非真因子

故0不会出现在链中 ⩾ 2位次

6.若对于𝑎与𝑏的最大公因子有两个记为𝑑与𝑘那么由最大公因子定义知道

𝑑 | 𝑘且𝑘 | 𝑑 =⇒ 𝑑相伴𝑘

8.记 (𝑎, 𝑏, 𝑐) = 𝑑1记 (𝑎, (𝑏, 𝑐)) = 𝑑2则
𝑑1 | 𝑎, 𝑏, 𝑐 =⇒ 𝑑1 | (𝑏, 𝑐) =⇒ 𝑑1 | 𝑑2 𝑑2 |𝑎且𝑑2 | (𝑏, 𝑐) |𝑏, 𝑐故𝑑2是𝑎, 𝑏, 𝑐的公因子故𝑑2 | 𝑑1
故在相伴意义下𝑑1 = 𝑑2

9.下面证明：对任何𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑅1, 𝑐(𝑎, 𝑏) ∼ (𝑐𝑎, 𝑐𝑏)
无妨设𝑎, 𝑏, 𝑐都不为零．设 (𝑎, 𝑏) = 𝑑1，(𝑐𝑎, 𝑐𝑏) = 𝑑2
𝑊𝑇𝑆 : 𝑐𝑑1 ∼ 𝑑2
由𝑑1 |𝑎, 𝑑1 | 𝑏，我们得𝑐𝑑1 |𝑐𝑎 𝑐𝑑1 | 𝑐𝑏，故𝑐𝑑1 | 𝑑2
由 (𝑐𝑎, 𝑐𝑏) = 𝑑2 =⇒设𝑐𝑎 = 𝑢1𝑑2

由𝑐𝑑1 | 𝑑2 =⇒ 𝑑2 = 𝑢2𝑐𝑑1

则我们有𝑐𝑎 = 𝑢1𝑢2𝑐𝑑1，从而𝑎 = 𝑢1𝑢2𝑑1，故𝑢2𝑑1 | 𝑎，同样𝑢2𝑑1 | 𝑏 =⇒ 𝑢2𝑑1 | 𝑑1又𝑑1 | 𝑢2𝑑1
=⇒ 𝑢2𝑑1 ∼ 𝑑1，故𝑢2是单位
由𝑑2 = 𝑢2𝑐𝑑1 =⇒故𝑐𝑑1 ∼ 𝑑2．

Proposition 3.19
1. 𝑎 ∈ 𝑅× ⇐⇒ 𝑅𝑎 = 𝑅.
2. 𝑎 ∼ 𝑏 ⇐⇒ 𝑅𝑎 = 𝑅𝑏.
3. 𝑏 | 𝑎 ⇐⇒ 𝑎 ∈ 𝑅𝑏 ⇐⇒ 𝑅𝑎 ⊆ 𝑅𝑏.
4. 𝑏是 𝑎的真约元⇐⇒ 𝑅𝑎 ⊊ 𝑅𝑏 ⊊ 𝑅.
5. 𝑎是不可约元⇐⇒ 𝑅𝑎是 𝑅的极大的主理想。

6. 𝑎是素元⇐⇒ 𝑅𝑎是 𝑅的非零素理想。

Proposition 3.20 (整环中的各个条件)
素条件：每个不可约元均为素元素

公因子条件：𝑅中任何两个元都有最大公因子

因子链条件：任何一条真因子链均只有有限长度

有限分解条件：𝑅∗ −𝑈中任何一个元素𝑎，𝑎均可写为有限个不可约元素的乘积
分解唯一条件：若𝑎 = 𝑝1𝑝2 · · · 𝑝𝑟 = 𝑞1𝑞2 = · · · 𝑞𝑠 =⇒ 𝑟 = 𝑠且在允许调换顺序的情况下使得𝑝𝑖 ∼ 𝑞𝑖

Definition 3.24 (唯一分解整环 UFD)
设整环𝑅满足有限分解条件，且满足分解唯一性，即对任何𝑎 ∈ 𝑅∗ −𝑈
如果𝑎有两种分解：𝑎 = 𝑝1𝑝2 · · · 𝑝𝑟 = 𝑞1𝑞2 · · · 𝑞𝑠其中𝑝1, 𝑝2, · · · , 𝑝𝑟 , 𝑞1, 𝑞2, · · · , 𝑞𝑠为不可约元素，则有𝑟 = 𝑠
而且适当交换顺序可以使得𝑝𝑖 ∼ 𝑞𝑖 , 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑟，则称𝑅为唯一分解整环．
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Proposition 3.21
在任何整环中，素元素一定是不可约元素

Proof 设整环𝑅，任取𝑝 ∈ 𝑅∗ −𝑈为一个素元素，设𝑎为𝑝的一个因子：𝑊𝑇𝑆：𝑎为𝑝的平凡因子即可
此时不妨设𝑝 = 𝑎𝑏且能够有𝑝 | 𝑎或𝑝 | 𝑏
若𝑝 | 𝑎 =⇒ 𝑝 ∼ 𝑎则𝑎为𝑝的相伴元因子，为平凡因子
若𝑝 | 𝑏 =⇒ 𝑝 ∼ 𝑏则𝑝 = 𝑢𝑏带入得到𝑎 = 𝑢也为平凡因子

Lemma 3.5 (有限分解条件与因子链条件等价)
一个整环满足有限分解条件⇐⇒其满足因子链条件

Proof 先假设整环𝑅满足有限分解条件.
如果𝑎1, 𝑎2, · · ·为𝑅的真因子链，而且是无限的，则由于对任何𝑙 ⩾ 1, 𝑎𝑙+1都是𝑎𝑙的真因子

𝑎𝑙可以分解为𝑎𝑙 = 𝑎𝑙+1𝑏𝑙+1，其中𝑏𝑙+1也是𝑎𝑙的真因子
(
可用反证法

)
这说明𝑎存在一种分解方式，可以一直分解下去，与有限分解条件矛盾．因此𝑅满足因子链条件

反之，设𝑅满足因子链条件来证明：𝑅满足有限分解条件

先断言：𝑎 ∈ 𝑅∗ −𝑈,先断言𝑎有不可约元作为因子
(
称为不可约因子

)
若𝑎为不可约元则其本身就作为𝑎的不可约因子

若𝑎可约，则𝑎 = 𝑎1𝑏1
(
其中𝑎1, 𝑏1为𝑎的真因子

)
若𝑎1, 𝑏1有一个不可约则证毕

若𝑎1, 𝑏1都可约则可以设𝑎1 = 𝑎2𝑏2
(
𝑎2, 𝑏2都为𝑎1的真因子

)
若𝑎2, 𝑏2有一个不可约则证毕

若𝑎2, 𝑏2都可约类似的下去若无穷操作

我们可以得到一串真因子链：𝑎, 𝑎1, 𝑎2 · · ·与因子链条件矛盾故断言成立

接下来：设𝑎 = 𝑝1𝑎1
(
其中𝑝1是不可约元, 𝑝1 ∉ 𝑈

)
因为𝑎 ∈ 𝑅∗ −𝑈故𝑎1 ≠ 0

若𝑎1 ∈ 𝑈则𝑎 = (𝑝1𝑎1)
(
利用不可约元的相伴元仍然为不可约元

)
则已经将𝑎写为了一个不可约元的乘积

若𝑎1 ∈ 𝑅∗ −𝑈则同样利用断言得到𝑎1 = 𝑝2𝑎2
(
其中𝑝2是不可约元, 𝑝2 ∉ 𝑈

)
此时能得到𝑝1为𝑎的真因子

(
利用反证法

)
故立马得知𝑎1也为𝑎的真因子，且𝑎2 ≠ 0

若𝑎2 ∈ 𝑈则𝑎 = 𝑝1 (𝑝2𝑎2)就写为了两个不可约元的乘积
若𝑎2 ∈ 𝑅∗ −𝑈则同样利用断言得到𝑎2 = 𝑝3𝑎3

(
其中𝑝3是不可约元, 𝑝3 ∉ 𝑈

)
此时能得到𝑝2为𝑎1的真因子

(
利用反证法

)
故立马得知𝑎2也为𝑎1的真因子，且𝑎3 ≠ 0

以此类推若此过程能无穷下去则有一串真因子链：𝑎, 𝑎1, 𝑎2 · · ·
与因子链条件矛盾故上述操作在某一刻停止，此时整合起来就把𝑎写为了若干个有限个不可约元的乘积

Lemma 3.6 (公因子条件能推出素条件)
整环𝑅满足公因子条件 =⇒ 𝑅满足素条件

Proof 取𝑝 ∈ 𝑅∗ −𝑈且𝑝为一个不可约元素，想要说明𝑝为素元素𝑊𝑇𝑆即：𝑝 |𝑎𝑏 =⇒ 𝑝 | 𝑎或𝑝 | 𝑏
反证法若𝑝 ∤ 𝑎且𝑝 ∤ 𝑏此时又𝑝为一个不可约元素
(𝑝, 𝑎) = 𝑑1则𝑑1作为𝑝的因子所以只能是单位或者是𝑝的相伴元
若𝑑1为𝑝的相伴元𝑢𝑝,则𝑢𝑝 | 𝑎 =⇒ 𝑎 = 𝑢𝑝𝑡 =⇒ 𝑝 | 𝑎矛盾
则𝑑1为单位则 (𝑝, 𝑎) ∼ 1同理 (𝑝, 𝑏) ∼ 1故 (𝑝, 𝑎𝑏) ∼ 1

由于𝑝 | 𝑎𝑏 =⇒ (𝑝, 𝑎𝑏) = 𝑝 =⇒ 𝑝 ∼ 1 =⇒ 𝑝为单位矛盾
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Lemma 3.7
设𝑅为整环，则𝑅为唯一分解整环

(
有限分解条件，唯一分解性

)
=⇒ 𝑅满足因子链条件与素条件

Proof 由前面的𝑙𝑒𝑚𝑚𝑎知道唯一分解条件⇐⇒因子链条件
故仅需证明𝑅满足素条件．

设𝑝 ∈ 𝑅∗ −𝑈为不可约元素，且𝑝 | 𝑎𝑏，则存在𝑐 ∈ 𝑅使得𝑎𝑏 = 𝑝𝑐．我们需要证明𝑝 | 𝑎或𝑝 | 𝑏
我们将证明分成下面三种情形来完成

(𝑖)若𝑎, 𝑏中有一个等于0，结论是显然的

(𝑖𝑖)若𝑎, 𝑏中有一个是单位，例如𝑏为单位，则𝑎 = 𝑎𝑏𝑏−1 = 𝑝𝑐𝑏−1，因此𝑝 | 𝑎，结论也成立
(𝑖𝑖𝑖)设𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅∗ −𝑈．我们先说明𝑐 ∈ 𝑅∗ −𝑈
一方面：显然𝑐 ≠ 0因为若𝑐 = 0 =⇒ 𝑎𝑏 = 0因为整环满足无零因子性这与𝑎 ≠ 0且𝑏 ≠ 0矛盾

再者：若𝑐为单位，则𝑝𝑐作为𝑝的相伴元且𝑝不可约 =⇒ 𝑝𝑐为不可约元素，而它可以写成两个非单位的元素𝑎, 𝑏的乘积，这是矛盾

=⇒故𝑐 ∈ 𝑅∗ −𝑈
那么由于已经满足的是有限分解条件与分解唯一条件

=⇒那么存在𝑅∗ −𝑈中不可约元素𝑝𝑖 (1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑡)使得𝑐 = 𝑝1𝑝2 · · · 𝑝𝑡
此外，𝑎, 𝑏也有分解：𝑎 = 𝑞1𝑞2 · · · 𝑞𝑟 ; 𝑏 = 𝑞′1𝑞

′
2 · · · 𝑞′𝑠其中𝑞1, 𝑞2, · · · , 𝑞𝑟 , 𝑞′1, 𝑞2, · · · , 𝑞′𝑠为不可约元素

由𝑝𝑐 = 𝑎𝑏我们得到𝑞1𝑞2 · · · 𝑞𝑟𝑞′1𝑞′2 · · · 𝑞′𝑠 = 𝑝𝑝1𝑝2 · · · 𝑝𝑡
由于分解的唯一性成立，𝑝必与某一个𝑞𝑖或某一个𝑞

′
𝑖相伴

若𝑝 ∼ 𝑞𝑖，则𝑝 = 𝑞𝑖𝜀，𝜀 ∈ 𝑈，故𝑎 = 𝑞1 · · · 𝑞𝑖𝜀𝜀−1𝑞𝑖+1 · · · 𝑞𝑟 = 𝑝
(
𝜀−1𝑞1 · · · 𝑞𝑖−1𝑞𝑖+1 · · · 𝑞𝑟

)
即𝑝 | 𝑎

同理，若𝑝与某个𝑞′𝑖相伴，则𝑝 | 𝑏
即𝑝必能整除𝑎, 𝑏中的某一个．因而𝑝是素元素

Lemma 3.8
𝑅为整环，𝑅满足因子链条件与素条件 =⇒ 𝑅满足因子链条件与公因子条件

Proof 设𝑅满足因子链条件与素条件进而可以得到𝑅满足有限分解条件，我们只需证明𝑅满足公因子条件
只需证：设𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅，我们证明𝑎, 𝑏存在最大公因子
我们同样将证明分下面几种情形来完成

(𝑖)若𝑎, 𝑏中有一个为零，例如，𝑎 = 0，则 (𝑎, 𝑏) = (0, 𝑏) = 𝑏是𝑎, 𝑏的最大公因子
(𝑖𝑖)若𝑎, 𝑏中有一个是单位，例如，𝑎是单位，则𝑎是𝑎, 𝑏的最大公因子
(𝑖𝑖𝑖)设𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅∗ −𝑈．因为𝑅满足因子链条件，从而满足有限分解条件
故𝑎, 𝑏都存在分解𝑎 = 𝑞1𝑞2 · · · 𝑞𝑟 , 𝑏 = 𝑞′1𝑞

′
2 · · · 𝑞′𝑠其中𝑞𝑖 , 𝑞′𝑗 (𝑖 = 1, 2, · · · , 𝑟 𝑗 = 1, 2, · · · , 𝑠)是不可约元素，即素元素

现在我们将出现在上述分解中的互相相伴的元写在一起，可以统一写成

𝑎 = 𝜀𝑎𝑝
𝑘1
1 𝑝𝑘22 · · · 𝑝𝑘𝑛𝑛 , 𝑏 = 𝜀𝑏𝑝

𝑙1
1 𝑝

𝑙2
2 · · · 𝑝𝑙𝑛𝑛

(
其中𝑝𝑖为不可约为素元素且互不相伴，𝑘𝑖与𝑙𝑖 ⩾ 0 𝜀𝑎与𝜀𝑏为单位

)
令𝑚𝑖 = min (𝑘𝑖 , 𝑙𝑖) , 𝑖 = 1, 2, · · · , 𝑛 令𝑑 = 𝑝𝑚1

1 𝑝𝑚2

2 · · · 𝑝𝑚𝑛
𝑛

由定义显然𝑑 |𝑎且𝑑 |𝑏，即𝑑是𝑎, 𝑏的公因子
𝑊𝑇𝑆：𝑑为最大公因子，故任取𝑐为公因子想说明𝑐 | 𝑑
假定𝑐也是𝑎, 𝑏的公因子，则显然𝑐 ≠ 0

(
否则𝑎 = 𝑏 = 0

)
若𝑐是单位，则显然𝑐 | 𝑑
若𝑐不是单位，则𝑐 ∈ 𝑅∗ −𝑈则由有限分解条件 =⇒存在分解𝑐 = 𝑝′1𝑝′2 · · · 𝑝′𝑡其中𝑝′𝑖是素元素

(
不可约元

)
由于𝑐 | 𝑎，故𝑝′1𝑝′2 · · · 𝑝′𝑡 | 𝜀𝑎𝑝

𝑘1
1 𝑝𝑘22 · · · 𝑝𝑘𝑛𝑛 =⇒ 𝑝′𝑖 | 𝜀𝑎𝑝

𝑘1
1 𝑝𝑘22 · · · 𝑝𝑘𝑛𝑛

因为满足素条件故𝑝′𝑖应该整除𝜀𝑎𝑝1𝑝2 · · · 𝑝𝑛当中的某一个，但是单位不可能有一个不可约元作为因子
于是𝑝′𝑖必能整除某一个𝑝 𝑗，𝑝

′
𝑖 | 𝑝 𝑗

由于𝑝 𝑗为不可约元素，故𝑝
′
𝑖作为𝑝 𝑗的因子只能为单位或者𝑝 𝑗的相伴元，又𝑝

′
𝑖不可约 ∈ 𝑅∗ −𝑈

故𝑝′𝑖与𝑝 𝑗它们相伴
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类似的考虑𝑝′𝑖+1等等

=⇒ 𝑐也可以写成𝑐 = 𝜀𝑐𝑝
ℎ1
1 𝑝ℎ22 · · · 𝑝ℎ𝑛𝑛 其中𝜀𝑐是单位

此时由于𝑐为𝑎，𝑏的公因子 =⇒ 𝑐 | 𝑎
=⇒ 𝜀𝑐𝑝

ℎ1
1 𝑝ℎ22 · · · 𝑝ℎ𝑛𝑛 | 𝜀𝑎𝑝𝑘11 𝑝𝑘22 · · · 𝑝𝑘𝑛𝑛

=⇒ 𝜀𝑎𝑝
𝑘1
1 𝑝𝑘22 · · · 𝑝𝑘𝑛𝑛 = 𝜀𝑐𝑝

ℎ1
1 𝑝ℎ22 · · · 𝑝ℎ𝑛𝑛 × 𝑡

断言ℎ𝑖 ⩽ 𝑘𝑖

因为若ℎ1 > 𝑘1则𝜀𝑎𝑝
𝑘2
2 · · · 𝑝𝑘𝑛𝑛 = 𝜀𝑐𝑝

ℎ1−𝑘1
1 𝑝ℎ22 · · · 𝑝ℎ𝑛𝑛 × 𝑡

=⇒ 𝑝1 | 𝜀𝑎𝑝𝑘22 · · · 𝑝𝑘𝑛𝑛 =⇒ 𝑝1整除𝜀𝑎𝑝2 · · · 𝑝𝑛某一个
但是𝜀𝑎作为单位不能有不可约元作为因子，且𝑝1与𝑝2, 𝑝3, · · · 𝑝𝑛互不相伴矛盾
故ℎ𝑖 ⩽ 𝑘𝑖

同理，由𝑐 | 𝑏也可推出ℎ𝑖 ⩽ 𝑙𝑖．故ℎ𝑖 ⩽ 𝑚𝑖

即𝑐 | 𝑑．故𝑑是𝑎, 𝑏的最大公因子．至此证明了𝑅满足公因子条件．

Lemma 3.9
𝑅为整环，𝑅满足因子链条件与素条件 =⇒ 𝑅满足有限分解条件与唯一分解条件

Proof 因为因子链条件⇐⇒有限分解条件所以我们进行证明唯一分解条件
设𝑎 ∈ 𝑅∗ −𝑈，则𝑎有分解𝑎 = 𝑝1𝑝2 · · · 𝑝𝑟 (𝑝𝑖 是不可约元素）．假定𝑎还有另一个分解𝑎 = 𝑞1𝑞2 · · · 𝑞𝑠（𝑞𝑖是不可约元素）
我们证明𝑟 = 𝑠且适当交换顺序可使𝑝𝑖 ∼ 𝑞𝑖 , 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑟 = 𝑠

为此对𝑟用归纳法

当𝑟 = 1时𝑎 = 𝑝1 = 𝑞1𝑞2 · · · 𝑞𝑠 .
若𝑠 > 1，则𝑝1 = 𝑞1 (𝑞2 · · · 𝑞𝑠) .这说明𝑝1可以写成两个非单位的乘积，这是不可能的．故这时𝑟 = 𝑠 = 1, 𝑝1 = 𝑞1

现在假定结论对𝑟 = 𝑘 − 1成立

当𝑟 = 𝑘时有𝑎 = 𝑝1𝑝2 · · · 𝑝𝑘 = 𝑞1𝑞2 · · · 𝑞𝑠 . =⇒于是𝑝1 | 𝑞1𝑞2 · · · 𝑞𝑠
由于满足素条件则𝑅中不可约元素都是素元素，我们得到𝑝1必能整除𝑞 𝑗 , 𝑗 = 1, 2, · · · , 𝑠中的某一个，通过交换顺序，无妨设𝑝1 |
𝑞1

由于𝑝1, 𝑞1都是不可约的，故𝑝1 ∼ 𝑞1．设𝑝1 = 𝜀𝑞1，其中𝜀是单位

则 (𝜀𝑝2) · · · 𝑝𝑘 = 𝑞2𝑞3 · · · 𝑞𝑠
由归纳假设𝑘 − 1 = 𝑠 − 1 = 𝑟 − 1，且适当交换顺序可以使得𝑝 𝑗 ∼ 𝑞 𝑗 , 𝑗 = 2, 3, · · · , 𝑟且𝑝1 ∼ 𝑞1
这说明结论对𝑟 = 𝑘也成立．至此定理证毕．

Theorem 3.19 (唯一分解整环 UFD的若干等价条件)
设𝑅为整环，则下面三个条件等价

（1）𝑅为唯一分解整环

（2）𝑅满足因子链条件和素条件

（3）𝑅满足因子链条件和公因子条件．

Example 3.14整环中不可约元素未必是素元素且未必存在最大公因子
1.是复数环的子环即可.

2.定义范数𝑁：𝑁 (𝛼) = 𝑁
(
𝑎 + 𝑏

√
−5

)
= 𝑎2 + 5𝑏2且范数满足𝑁 (𝛼) ⩾ 0且𝑁 (𝛼𝛽) = 𝑁 (𝛼) 𝑁 (𝛽)

3.求 : Z
[√

−5
]
的单位群𝑈

∀𝛼 ∈ 𝑈则𝛼𝛼−1 = 1 =⇒ 𝑁 (𝛼) 𝑁
(
𝛼−1) = 𝑁 (1) = 1 =⇒ 𝑁 (𝛼) = 1 =⇒ 𝑎2 + 5𝑏2 = 1 =⇒ 𝑎 = ±1, 𝑏 = 0 =⇒ 𝛼 = ±1

容易验证𝛼 = ±1为可逆元
故𝑈 = {±1}
4.说明3是Z

[√
−5

]
的不可约元但不是素元素

设𝛼 = 𝑎 + 𝑏
√
−5为3的一个因子𝑊𝑇𝑆 : 𝛼只能是单位或者3的相伴元
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3.6 整环上的因子分解

有3 = 𝛼𝛽 =⇒ 𝑁 (3) = 9 = 𝑁 (𝛼) 𝑁 (𝛽)于是𝑁 (𝛼) = 9或者3或者1

若𝑁 (𝛼) = 9则𝑁 (𝛽) = 1 =⇒ 𝛽 = ±1 =⇒ 𝛼 ∼ 3

若𝑁 (𝛼) = 3则𝑎2 + 5𝑏2 = 3且𝑎, 𝑏 ∈ Z无解
若𝑁 (𝛼) = 1则𝛼为单位

=⇒ 3是一个不可约元

我们知道3 |
(
2 +

√
−5

) (
2 −

√
−5

)
但是3 ∤ 2 +

√
−5且3 ∤ 2 −

√
−5

反证若3 | 2 +
√
−5 =⇒ 2 +

√
−5 = 3 · 𝛽 =⇒ 𝑁

(
2 +

√
−5

)
= 𝑁 (3) 𝑁 (𝛽) =⇒ 9 = 9𝑁 (𝛽) =⇒ 𝛽 = ±1

于是2 +
√
−5 = ±3矛盾

5.说明𝛼 = 6 + 3
√
−5与𝛽 = 9不存在最大公因子

若设𝑑为最大公因子，此时发现3是𝛼𝛽的一个公因子则3 | 𝑑
设𝑑 = 3

(
𝑎 + 𝑏

√
−5

)
则存在𝑐 + 𝑑

√
−5使得3

(
𝑎 + 𝑏

√
−5

) (
𝑐 + 𝑑

√
−5

)
= 9

=⇒
{
𝑎𝑐 − 5𝑏𝑑 = 3

𝑎𝑑 + 𝑏𝑐 = 0
(∗)

取范数有𝑎2 + 5𝑏2 | 9 =⇒ 𝑎2 + 5𝑏2 = 1或者3或者9 =⇒ 𝑎 + 𝑏
√
−5 = ±1或者 ± 3或者 ± 2 ±

√
−5

若𝑎 + 𝑏
√
−5 = ±2 ±

√
−5带入 (∗)方程组无解

若𝑎 + 𝑏
√
−5 = ±3则𝑑 = ±9此时就应该有 ± 9 | 6 + 3

√
−5同理可列出相应的 (∗)类似的方程组无解

若𝑎 + 𝑏
√
−5 = ±1则𝑑 = ±3则在相伴意义下最大公因子可取为3

此外发现𝛼 = 6 + 3
√
−5 = 3 ·

(
2 +

√
−5

)
且𝛽 = 9 =

(
2 +

√
−5

) (
2 −

√
−5

)
于是

(
2 +

√
−5

)
为一个公因子

则应该有
(
2 +

√
−5

)
| 3同样列出 (∗)类似的方程组矛盾

故𝛼 = 6 + 3
√
−5与𝛽 = 9不存在最大公因子

6.Z
[√

−5
]
满足因子链条件

反证法，若不满足因子链条件，从而存在无限长的真因子链𝑎1, 𝑎2, · · · , 𝑎𝑛, · · ·，且𝑎𝑖+1均为𝑎𝑖的真因子
故𝑁 (𝑎𝑖+1)为𝑁 (𝑎𝑖)的真因子，这表明正整数列𝑁 (𝑎1) , 𝑁 (𝑎2) , · · · , 𝑁 (𝑎𝑛) , · · ·严格递减，矛盾！
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3.7 素理想与极大理想

3.7 素理想与极大理想
�

Note让我们回忆一下,性质较好的环一般是整环甚至是域,因此找出构造这两种环的方法是重要的.
一般来说,我们遇到的很多例子都是交换么环.一个交换么环如果不是整环,那么就含有零因子.

这表明这个环太大了,因此需要模掉一个理想来得到整环或域.

设𝑅为交换么环, 𝐼是𝑅的理想.如果商环𝑅/𝐼是整环,那么就由 (𝑎 + 𝐼) (𝑏 + 𝐼) = 0 + 𝐼, 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅,可以推出𝑎 + 𝐼 = 0 + 𝐼或𝑏 + 𝐼 = 0 + 𝐼 .
这就要求𝐼满足条件𝑎𝑏 ∈ 𝐼 ⇒ 𝑎 ∈ 𝐼或𝑏 ∈ 𝐼 .这引导我们给出下面的定义.

Definition 3.25 (素理想定义)
设𝐼为环𝑅的理想, 𝐼 ≠ 𝑅,如果由𝑎𝑏 ∈ 𝐼可以推出𝑎 ∈ 𝐼或𝑏 ∈ 𝐼,则称𝐼为𝑅的一个素理想.
有些书上也把单位理想包含进来

Proposition 3.22 (整数环中的素理想)
考虑整数环𝑅 = Z.我们知道, 𝑅的任何理想都具有𝑚Z, 𝑚 ⩾ 0的形式.

作为平凡的情形,零理想当然是𝑅的素理想.

如果𝑚 ≠ 0,则𝑚Z为素理想当且仅当𝑎𝑏 ∈ 𝑚Z⇒ 𝑎 ∈ 𝑚Z或𝑏 ∈ 𝑚Z,这也就是𝑚 |𝑎𝑏 ⇒ 𝑚 |𝑎或𝑚 | 𝑏,亦即𝑚为素数.
因此𝑚Z为素理想当且仅当𝑚 = 0或𝑚为素数.

Problem 3.4
考虑剩余类环𝑅 = Z4.容易看出, 𝑅只有三个理想 : {0}, 𝐼 = {0, 2}和𝑅本身.
因为𝑅有零因子2,所以{0}不是𝑅的素理想
.现在考虑𝐼,若𝑎, 𝑏 ∈ {0, 1, 2, 3},且𝑎𝑏 ∈ 𝐼,则𝑎, 𝑏中必有一个为0或2,因此有𝑎 ∈ 𝐼或𝑏 ∈ 𝐼,从而𝐼为素理想.

Theorem 3.20 (素理想与整环定理)
设𝑅是交换幺环, 𝐼是𝑅的一个理想, 𝐼 ≠ 𝑅,则𝐼是素理想⇐⇒ 𝑅/𝐼为整环.

Proof 因为𝑅/𝐼为整环. (𝑎 + 𝐼) (𝑏 + 𝐼) = 0 + 𝐼 =⇒ 𝑎 + 𝐼或𝑏 + 𝐼为0 + 𝐼 =⇒ 𝑎或𝑏属于𝐼

若𝐼为素理想,因𝑅是交换幺环, 𝑅/𝐼也是交换幺环.在商环𝑅/𝐼中,若 (𝑎 + 𝐼)(𝑏 + 𝐼) = 0 + 𝐼,则有𝑎𝑏 + 𝐼 = 0 + 𝐼,因此𝑎𝑏 ∈ 𝐼 .
由于𝐼是素理想,故𝑎 ∈ 𝐼或𝑏 ∈ 𝐼 .这说明𝑎 + 𝐼 = 0 + 𝐼或𝑏 + 𝐼 = 0 + 𝐼,因此𝑅/𝐼中没有零因子,从而是整环.

Corollary 3.6

♡

注意到任何环𝑅都同构于自身的商环𝑅/{0}
设𝑅是交换么环,则𝑅是整环的充分必要条件是{0}为𝑅的素理想.

Proposition 3.23 (素理想在同态下的性质)
设 𝑓是环𝑅1到𝑅2的满同态, 𝐼是𝑅1中包含𝐾 = Ker 𝑓的一个素理想,则 𝑓 (𝐼)是𝑅2的素理想.

Proof 由理想在同态下的性质, 𝑓 (𝐼)为𝑅2的理想.
设𝑎2, 𝑏2 ∈ 𝑅2,且𝑎2𝑏2 ∈ 𝑓 (𝐼),则存在𝑐 ∈ 𝐼使得𝑎2𝑏2 = 𝑓 (𝑐).因 𝑓为满同态,存在𝑎1, 𝑏1 ∈ 𝑅1使得 𝑓 (𝑎1) = 𝑎2, 𝑓 (𝑏1) = 𝑏2.
这样就有 𝑓 (𝑎1) 𝑓 (𝑏1) = 𝑓 (𝑐).由 𝑓为同态,有 𝑓 (𝑎1𝑏1 − 𝑐) = 𝑓 (𝑎1) 𝑓 (𝑏1) − 𝑓 (𝑐) = 0,于是𝑎1𝑏1 − 𝑐 ∈ 𝐾 ⊆ 𝐼 .

由此我们得到𝑎1𝑏1 ∈ 𝐼 .利用假设𝐼为素理想,得到𝑎1 ∈ 𝐼或𝑏1 ∈ 𝐼 .故有𝑎2 = 𝑓 (𝑎1) ∈ 𝑓 (𝐼)或𝑏2 = 𝑓 (𝑏1) ∈ 𝑓 (𝐼).这说明 𝑓 (𝐼)为素理想.
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3.7 素理想与极大理想

�
Note设𝐴, 𝐵为交换幺环𝑅的两个非空子集,记𝐴𝐵 = {

∑
𝑎𝑖𝑏𝑖 | 𝑎𝑖 ∈ 𝐴, 𝑏𝑖 ∈ 𝐵} ,其中的和号代表有限和.

容易证明,如果𝐴, 𝐵都是𝑅的子环 (理想),那么𝐴𝐵也是𝑅的子环 (理想).

Definition 3.26
设𝐼是交换么环𝑅的真理想,则𝐼是𝑅的素理想当且仅当对任何理想𝐴, 𝐵,由𝐴𝐵 ⊆ 𝐼可推出𝐴 ⊆ 𝐼或𝐵 ⊆ 𝐼 .

Proof 必要性设𝐼是𝑅的素理想, 𝐴, 𝐵是𝑅的理想且𝐴𝐵 ⊆ 𝐼 .

采用反证法,假设𝐴, 𝐵都不包含于𝐼,则存在𝑎 ∈ 𝐴, 𝑏 ∈ 𝐵使得𝑎 ∉ 𝐼, 𝑏 ∉ 𝐼 .但是由条件我们又有𝑎𝑏 ∈ 𝐴𝐵 ⊆ 𝐼,这与𝐼是素理想矛盾.

充分性我们同样采用反证法,假设𝐼满足定理的条件但不是素理想,则存在𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅,使得𝑎𝑏 ∈ 𝐼但𝑎 ∉ 𝐼, 𝑏 ∉ 𝐼 .作理想𝐴 = ⟨𝑎⟩, 𝐵 = ⟨𝑏⟩.
由𝑅是交换幺环,容易看出𝐴𝐵 = ⟨𝑎𝑏⟩ ⊆ 𝐼,这与所给的条件矛盾.因此𝐼是素理想.

Proposition 3.24
设𝑅为唯一分解整环，𝑝 ∈ 𝑅则𝑝为不可约元素 (素元素) ⇐⇒ ⟨𝑝⟩主理想为素理想

Proof 若𝑅为𝑈𝐹𝐷
1.若𝑝为素元素，若𝑎𝑏 ∈ ⟨𝑝⟩ =⇒ 𝑝 | 𝑎𝑏 =⇒ 𝑝 | 𝑎或者𝑝 | 𝑏 =⇒ 𝑝 ∈ ⟨𝑎⟩或者𝑝 ∈ ⟨𝑏⟩
2.若 ⟨𝑝⟩为素理想,且𝑝 | 𝑎𝑏 =⇒ 𝑎𝑏 ∈ ⟨𝑝⟩ =⇒ 𝑎 ∈ ⟨𝑝⟩或者𝑏 ∈ ⟨𝑏⟩ =⇒ 𝑝 | 𝑎或者𝑝 | 𝑏

�
Note下面介绍极大理想的概念.我们继续上面素理想定义以前的分析.
一个交换幺环𝑅不能成为域,原因还是𝑅太大了,即包含的元素太多,因此需要模掉一个理想.

设𝐼为𝑅的理想,让我们看看商环𝑅/𝐼成为域的条件
首先我们当然需要𝐼 ≠ 𝑅.其次,如果𝑅/𝐼为域,那么对于任何𝑎 ∉ 𝐼, 𝑎 + 𝐼在𝑅/𝐼中存在逆元𝑏 + 𝐼
因此有 (𝑎 + 𝐼) (𝑏 + 𝐼) = 1 + 𝐼,即1 − 𝑎𝑏 ∈ 𝐼 .特别地,如果𝐼1为𝑅的理想, 𝐼 ⊂ 𝐼1且𝐼1 ≠ 𝐼,那么就存在𝑎 ∈ 𝐼1 − 𝐼, 𝑏 ∈ 𝑅使得1 − 𝑎𝑏 ∈ 𝐼 .
于是对任何𝑐 ∈ 𝑅,有𝑐 = (1 − 𝑎𝑏 + 𝑎𝑏)𝑐 = (1 − 𝑎𝑏)𝑐 + (𝑎𝑏)𝑐 = (1 − 𝑎𝑏)𝑐 + 𝑎(𝑏𝑐).
因𝐼为理想且1 − 𝑎𝑏 ∈ 𝐼,有 (1 − 𝑎𝑏)𝑐 ∈ 𝐼 ⊆ 𝐼1;又由𝐼1为理想,且𝑎 ∈ 𝐼1,有𝑎(𝑏𝑐) ∈ 𝐼1.于是得到𝑐 ∈ 𝐼1.这说明𝐼1 = 𝑅.由此我们引入.

Definition 3.27 (极大理想定义)
设𝑅环.𝑅的理想𝐼称为极大理想,若𝐼 ≠ 𝑅,且包含𝐼的𝑅的理想只有𝐼和𝑅本身.

Proposition 3.25 (整数环的极大理想)
考虑例2.6.2中的整数环𝑅 = Z.我们现在确定𝑅的所有极大理想.

首先, {0}自然不是极大理想.
其次,如果𝑚 ⩾ 2且不是素数,则存在𝑛 ⩾ 2使得𝑛 | 𝑚且𝑛 ≠ 𝑚,这样就有𝑚Z ⊂ 𝑛Z且𝑚Z ≠ 𝑛Z, 𝑛Z ≠

𝑅,因此𝑚Z也不是极大理想.

下面我们证明,若𝑝为素数,则⟨𝑝⟩是𝑅的极大理想.事实上,设𝐴是𝑅的理想,且⟨𝑝⟩ ⊂ 𝐴, ⟨𝑝⟩ ≠ 𝐴,则存在𝑘 ∈ 𝐴,使得𝑘 ∉ ⟨𝑝⟩.
由𝑝是素数, 𝑝, 𝑘互素.于是存在整数𝑎, 𝑏使𝑎𝑝 + 𝑏𝑘 = 1.这样我们就得到1 ∈ 𝐴.
于是对任何整数𝑙, 𝑙 = 𝑙 × 1 ∈ 𝐴,从而𝐴 = 𝑅.因此⟨𝑝⟩是𝑅的极大理想.故𝑅的所有极大理想为𝑝Z,其中𝑝为素数.

Lemma 3.10 (域与除环中极大理想的结构)
1.域

(
除环

)
中没有非零的真理想𝐼

2.域
(
除环

)
中极大理想为 {0}

3.对于域
(
整环

)
上的非零且不可逆元𝑎， ⟨𝑎⟩为一个非平凡理想

Proof 1.∀0 ≠ 𝑎 ∈ 𝐼则𝑎 · 𝑎−1 = 1 ∈ 𝐼 =⇒ 𝐼 = 𝑅
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2.任取域
(
除环

)
的极大理想𝐼显然若𝐼 ≠ {0} =⇒ 𝐼 = 𝑅与极大理想定义矛盾故𝐼 = {0}

3.显然𝑎 ≠ 0 =⇒ ⟨𝑎⟩ ≠ {0}且断言 ⟨𝑎⟩ ≠ 𝑅否则的话𝑎𝑝 = 1 =⇒ 𝑎可逆矛盾

Theorem 3.21 (极大理想与域)
设𝑅为交换幺环, 𝑀为𝑅的理想,则𝑀是𝑅的极大理想⇐⇒商环𝑅/𝑀是一个域.

Proof 设𝑀为𝑅的极大理想,我们证明商环𝑅/𝑀是域.为此只需证明𝑅/𝑀中每个非零元都是单位.
设𝑎 + 𝑀 ≠ 0 + 𝑀,则𝑎 ∉ 𝑀.考虑理想𝐼 = ⟨𝑀 ∪ {𝑎}⟩,则由𝑀为极大理想有𝐼 = 𝑅.

因此存在𝑎𝑖 ∈ 𝑀, 𝑟𝑖 ∈ 𝑅, 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛, 𝑟 ∈ 𝑅使得
𝑛∑
𝑖=1

𝑎𝑖𝑟𝑖 + 𝑎𝑟 = 1.两边取等价类得 (𝑎 + 𝑀)(𝑟 + 𝑀) = 1 + 𝑀,因此在商环𝑅/𝑀中𝑎 + 𝑀可逆.

于是𝑅/𝑀是一个域.
反之,设𝑅/𝑀是域,则{0 + 𝑀}是𝑅/𝑀的极大理想.
设𝐴为𝑅中包含𝑀的理想,则𝐴/𝑀是𝑅/𝑀的理想,故𝐴/𝑀 = {0 + 𝑀}或𝐴/𝑀 = 𝑅/𝑀,即𝐴 = 𝑀或𝐴 = 𝑅.故𝑀为极大理想.

Corollary 3.7

♡

1.若𝑅为交换幺环,则 {0}是𝑅的一个极大理想⇐⇒ 𝑅/{0} = 𝑅是域
2.设𝐹为一个非零整环，则𝐹是域⇐⇒ 𝐹仅有平凡理想

Theorem 3.22 (极大理想是素理想)
因为域是整环故交换幺环 R上𝑀为极大理想⇐⇒ 𝑅/𝑀是域 =⇒ 𝑅/𝑀是整环⇐⇒ 𝑀为素理想

Proposition 3.26
设𝑁为环𝑅的理想，且𝑅/𝑁是除环
1.𝑁为极大理想

2.∀𝑎 ∈ 𝑅由𝑎2 ∈ 𝑁 =⇒ 𝑎 ∈ 𝑁

Proof（1）由𝑅/𝑁为除环，从而{0 + 𝑁}是𝑅/𝑁的极大理想，从而任意𝐼为𝑅中包含𝑁的理想，则𝐼/𝑁是𝑅/𝑁中包含{0 + 𝑁}的理想
从而𝐼/𝑁 = {0 + 𝑁}或𝑅/𝑁，这表明𝐼 = 𝑁或𝑅，从而𝑁为极大理想
（2）反证法，若𝑎 ∉ 𝑁，则由𝑅/𝑁为除环，故存在𝑏 ∉ 𝑁，使得 (𝑎 + 𝑁)(𝑏 + 𝑁) = 𝑒 + 𝑁，进而
𝑎 + 𝑁 = (𝑎 + 𝑁) (𝑒 + 𝑁) =

(
𝑎2 + 𝑁

)
(𝑏 + 𝑁) = 0 + 𝑁,这表明𝑎 ∈ 𝑁,矛盾！从而𝑎 ∈ 𝑁

Example 3.15是素理想但不是极大理想反例
𝜑 : Z[𝑥] → Z 𝑓 (𝑥) → 𝑓 (0) 𝐾𝑒𝑟𝜑 = ⟨𝑥⟩ =⇒ Z ≃ Z[𝑥]/(𝑥)
整数环Z是整环，但不是域 =⇒ Z[𝑥]/(𝑥)是整环，但不是域.
所以 (𝑥)是素理想,但不是极大理想.

Proposition 3.27 (整数环中理想的结构)
至今我们总结一下：Z整数环中的理想结构

1.所有的理想均为𝑚Z的形式

2.所有的理想均为主理想

3.所有的素理想为 {0} ; 𝑝Z
(
𝑝为素数

)
;若计算单位理想也可以加入Z

4.所有的极大理想为𝑝Z
(
𝑝为素数

)
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Proposition 3.28 (Z𝑚中理想与素理想与极大理想的结构)
1.若𝑚为质数那么Z𝑚为域.而域中没有真理想,在这里我们讨论的素理想与极大理想并不包括𝑅

此时我们来考察唯一剩下的可能零理想 {0} .显然因为Z𝑚是域 =⇒ {0}既是素理想又是极大理想
(
推论3.6

)
所以𝑍/(𝑚)的素理想与极大理想都是{0}。
2.若𝑚为合数,Z𝑚是Z/⟨𝑚⟩商环.
根据同构定理我们知道环𝑅，𝐼为理想，则𝑅/𝐼的理想的结构为𝐽/𝐼；其中𝐽是环𝑅的理想且𝐽包含𝐼
𝑅包含𝐼的素理想与𝑅/𝐼的素理想一一对应; 𝑅包含𝐼的极大理想与𝑅/𝐼的极大理想形成了一一对应
此时：针对该情形我们就去考虑Z中包含了 ⟨𝑚⟩的素理想与极大理想即可
而Z是主理想整环其中的素理想与极大理想都形如𝑝Z = ⟨𝑝⟩的形式
所以若 ⟨𝑚⟩ ⊂ ⟨𝑝⟩ =⇒ 𝑝 |𝑚;设𝑚 = 𝑝𝛼11 𝑝𝛼22 · · · 𝑝𝛼𝑘

𝑘

那么所以𝑍/(𝑚)的素理想和极大理想都是 : (𝑝𝑖) /(𝑚) = 𝑝𝑖𝑍/(𝑚) = 𝑝𝑖𝑍𝑚, 𝑖 = 1, 2, ..., 𝑘，都是𝑘个

比如𝑚 = 18 = 2 · 32，𝑍/(𝑚)的素理想和极大理想都是 : 2𝑍18 = {0, 2, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16} 3𝑍18 = {0, 3, 6, 9, 12, 15}
3.更一般地，𝑍/(𝑚)的理想有

∏𝑘
𝑖=1 (𝛼𝑖 + 1)个，即𝑚的因数𝑎个数

Proposition 3.29 (R[𝑥] 上的极大理想)
设𝑝(𝑥) ∈ R[𝑥]，那么设其全体不可约因式为𝑝1 (𝑥), · · · , 𝑝𝑚 (𝑥)
下证：R[𝑥]/⟨𝑝(𝑥)⟩的全体极大理想为 ⟨𝑝𝑘 (𝑥) ⟩/⟨𝑝(𝑥)⟩，其中1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑚
R[𝑥]是𝐸𝐷，自然为𝑃𝐼𝐷，我们可得R[𝑥]/⟨𝑝(𝑥)⟩的极大理想与R[𝑥]中包含⟨𝑝(𝑥)⟩的极大理想一一对应
设𝐼为极大理想且⟨𝑝(𝑥)⟩ ⊆ 𝐼，一方面𝐼为主理想，从而存在𝑞(𝑥)使得𝐼 = ⟨𝑞(𝑥)⟩，这意味着𝑞(𝑥) | 𝑝(𝑥)
另一方面⟨𝑞(𝑥)⟩为极大理想，从而𝑞(𝑥)是R[𝑥]中的不可约多项式

(
可用反证法

)
，即证

Problem 3.5
设𝑅 = 𝒁 [𝑥, 𝑦] ,证明 ⟨𝑥, 𝑦⟩是𝑅的素理想
Proof 因为𝑅是整系数𝒁上的二元多项式环,它是一个有单位元的交换环,所以,

(𝑥, 𝑦) = (𝑥) + (𝑦) = {𝑥 𝑓 (𝑥, 𝑦) | 𝑓 (𝑥, 𝑦) ∈ 𝒁𝑥, 𝑦]} + {𝑦𝑔(𝑥, 𝑦) | 𝑔(𝑥, 𝑦) ∈ 𝒁𝑥, 𝑦]} = {𝒁[𝑥, 𝑦]上常数为零的多项式全体}。
因为任意两个常数项都不为零的二元多项式的乘积一定是常数项不为零的,所以, (𝑥, 𝑦)是𝑅的素理想。

Problem 3.6
设𝑅是偶数环, 𝑝是素数, (2𝑝)是不是𝑅的极大理想?是不是𝑅的素理想?

Proof 先证 (2𝑝)是𝑅的极大理想.
因为𝑅是一个没有单位元的交换环,所以 (2𝑝) = {𝑟 (2𝑝) + 𝑛(2𝑝) | 𝑟 ∈ 𝑅, 𝑛 ∈ 𝒁} = {𝑛(2𝑝) | 𝑛 ∈ 𝒁}
由2 ∈ 𝑅,但2 ∉ (2𝑝),得𝑅 ≠ (2𝑝).
如果有𝑅的理想𝑀,使得 (2𝑝) ⊊ 𝑀 ⊆ 𝑅,

则存在𝑎 ∈ 𝑀, 𝑎 = 2𝑘,但𝑎 ∉ (2𝑝),得2𝑘不是2𝑝的倍数,即𝑘不是𝑝的倍数,众而由𝑝为素数得 (𝑎, 𝑝) = 1

因此,存在整数𝑠, 𝑡,使得𝑠𝑎 + 𝑡 𝑝 = 1,则 (2𝑠)𝑎 + 𝜆(2𝑝) = 2 ∈ 𝑀,从而证得𝑀 = 𝑅

所以, (2𝑝)是𝑅的极大理想
再考虑素理想

当𝑝为偶素数2时,则有 (2𝑝) = (4) = 4𝒁,因为2 ∉ (2𝑝),但2 × 2 = 4 ∈ (2𝑝),所以,当𝑝 = 2时, (2𝑝)不是𝑅的素理想
当𝑝为奇素数时,如果𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅,即存在𝑘, 𝑙 ∈ 𝒁,使得𝑎 = 2𝑘, 𝑏 = 2𝑙,如果𝑎𝑏 = 4𝑘𝑙 ∈ (2𝑝),即2𝑝 | 4𝑘𝑙,即𝑝 | 2𝑘𝑙
由于𝑝是奇素数,所以有𝑝 | 𝑘或𝑝 | 𝑙,即2𝑝 | 2𝑘或2𝑝 | 2𝑙,从而得𝑎 = 2𝑘 ∈ (2𝑝)或𝑏 = 2𝑙 ∈ (2𝑝)
所以,当𝑝为奇素数时, (2𝑝)是𝑅的素理想。

Problem 3.7
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在𝒁 [𝑥]中,证明 : (𝑥, 𝑛)是极大理想的充分必要条件是𝑛为素数
Proof 因为𝒁 [𝑥]是有单位元的交换环，因此,我们只需证明 : 𝒁[𝑥]/(𝑥, 𝑛)是一个域的充分必要条件为𝑛是素数
因为

(𝑥, 𝑛) = (𝑥) + (𝑛) = {𝑥 𝑓 (𝑥) | 𝑓 (𝑥) ∈ 𝒁[𝑥]} + {𝑛𝑔(𝑥) | 𝑔(𝑥) ∈ 𝒁[𝑥]} = {常数项为𝑛的倍数的整系数多项式},∀ 𝑓 (𝑥) ∈ 𝒁 [𝑥]
如果 𝑓 (𝑥)的常数项为𝑎0 ∈ 𝒁,则由带余除法得𝑎0 = 𝑛𝑞 + 𝑟,其中0 ⩽ 𝑟 < 𝑛,那么

𝑓 (𝑥) + (𝑥, 𝑛) = [ 𝑓 (𝑥) − 𝑎0] + 𝑎0 + (𝑥, 𝑛) = 𝑎0 + (𝑥, 𝑛) = 𝑛𝑞 + 𝑟 + (𝑥, 𝑛) = 𝑟 + (𝑥, 𝑛) = 𝑟,
所以, 𝒁[𝑥]/(𝑥, 𝑛) = {0, 1, · · · , 𝑛 − 1} � 𝒁𝑛

因为𝒁𝑛为域当且仅当𝑛为素数,所以, 𝒁𝑥] /(𝑥, 𝑛)是域当且仅当𝑛为素数,从而证得 (𝑥, 𝑛)是极大理想的充分必要条件𝑛为素数。

Problem 3.8
设𝑀2 (𝑸)是𝑸上的二阶矩阵环

证明 : 𝑀2 (𝑸)只有零理想与单位理想,但不是一个除环,由此说明 :关于有单位元的环𝑅的极大理想𝑀,其商环𝑅/𝑀未必是除环
Proof 由本章4知𝑀2 (𝑄)不存在真理想,即𝑀2 (𝑸)只有零理想与单位理想,从而得零理想{0}是𝑀2 (𝑸)的极大理想
我们在环𝑀2 (𝑸)中取极大理想𝑀 = {0},则𝑅/𝑀 = 𝑅/{0} = 𝑅
因为𝑀2 (𝑸)是 −个有零因子的环,它不是一个除环,所以, 𝑅/𝑀不是除环。
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3.8 主理想整环与欧几里得环

Definition 3.28 (主理想整环（𝑃𝐼𝐷）：𝑃𝑟𝑖𝑛𝑐𝑖𝑝𝑎𝑙 𝐼𝑑𝑒𝑎𝑙 𝐷𝑜𝑚𝑎𝑖𝑛)
如果一个交换么环的每个理想都是主理想，则称其为主理想环，若其还为整环，则称为主理想整环．

Proposition 3.30 (Z [𝑥]不是一个主理想整环)
反证法若是一个主理想整环则，

〈
2, 𝑥2 + 1

〉
= ⟨𝑔 (𝑥)⟩

则2 ∈ ⟨𝑔 (𝑥)⟩ =⇒ 𝑔 (𝑥) | 2 =⇒ 𝑔 (𝑥) = ±1或者 ± 2

且𝑔 (𝑥) ∈
〈
2, 𝑥2 + 1

〉
=⇒ 𝑔 (𝑥) = 2ℎ (𝑥) +

(
𝑥2 + 1

)
𝑘 (𝑥)

令𝑥 = 1得到2 | 𝑔 (𝑥)所以𝑔 (𝑥) = ±2
则 ⟨𝑔 (𝑥)⟩为系数全为偶数的整系数多项式但是𝑥2 + 1 ∉ ⟨𝑔 (𝑥)⟩矛盾

Lemma 3.11

1.设𝐼𝑖 , 𝑖 = 1, 2, · · ·为𝑅中的一个升理想序列，即满足任意 𝑗，有𝐼 𝑗 ⊂ 𝐼 𝑗+1，则𝐼 =
∞⋃
𝑖=11

𝐼𝑖是𝑅的理想．

2.若𝑎 ∼ 1 ⇐⇒ ⟨𝑎⟩ = 𝑅
3.𝑎 | 𝑏 ⇐⇒ ⟨𝑏⟩ ⊆ ⟨𝑎⟩
4.𝑎 ∼ 𝑏 ⇐⇒ ⟨𝑎⟩ = ⟨𝑏⟩

Lemma 3.12
设𝑅为主理想整环则设𝑝为一个不可约元

(
后我们知道亦即素元

)
，𝑝生成的主理想为极大理想

Proof 设 ⟨𝑝⟩为𝑝生成的主理想且设𝐼为一个包含 ⟨𝑝⟩ ⊊ 𝐼的理想，下面说明𝐼 = 𝑅

因为𝑅为主理想整环则𝐼 = ⟨𝑟⟩则 ⟨𝑝⟩ ⊊ ⟨𝑟⟩ =⇒ 𝑟 | 𝑝又𝑝不可约则𝑟 ∼ 𝑝或𝑟为单位

又 ⟨𝑝⟩ ⊊ ⟨𝑟⟩故𝑟只能为单位故𝐼 = 𝑅

Theorem 3.23
主理想整环𝑃𝐼𝐷 =⇒唯一分解整环𝑈𝐹𝐷

Proof 我们只需证明主理想整环满足因子链条件和素条件
（1）先证明主理想整环满足因子链条件，即考虑𝑅的一个序列𝑎1, 𝑎2, · · · , 𝑎𝑛, · · ·，其中𝑎𝑘+1是𝑎𝑘的真因子
则进而考虑𝑎𝑘生成的主理想 ⟨𝑎𝑘 ⟩，从而不难看见𝐼𝑘 ⊂ 𝐼𝑘+1，故由引理𝐼 = ∪𝑘 𝐼𝑘为理想，进而为主理想
从而存在𝑑 ∈ 𝑅使得⟨𝑑⟩ = 𝐼，从而由𝑑 ∈ 𝐼，故存在𝑚使得𝑑 ∈ 𝐼𝑚 = ⟨𝑎𝑚 ⟩
我们断言𝑎𝑚是序列中的最后一个元素

若不然存在𝑎𝑚的真因子𝑎𝑚+1，则由𝑎𝑚+1 ∈ ⟨𝑑⟩，则𝑎𝑚 |𝑑 |𝑎𝑚+1，矛盾！故可知𝑅满足因子链条件

（2）再证明主理想整环满足素条件

这部分证明的核心在于不可约元素生成的主理想为极大理想，那么利用模掉极大理想的商环是域就不难证明

设𝑝为一个不可约元素且设𝑝 | 𝑎𝑏
则在商环𝑅/⟨𝑝⟩中有 (𝑎 + ⟨𝑝⟩)(𝑏 + ⟨𝑝⟩) = 𝑎𝑏 + ⟨𝑝⟩ = 0 + ⟨𝑝⟩，由引理⟨𝑝⟩为极大理想知𝑅/⟨𝑝⟩为域进而为整环
从而不妨𝑎 + ⟨𝑝⟩ = 0 + ⟨𝑝⟩，进而𝑝 | 𝑎，即证𝑝为素元素，故满足素条件．

Theorem 3.24 (主理想整环的𝐵𝑒𝑧𝑜𝑢𝑡定理)
设𝑅为主理想整环，𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅，且𝑑为𝑎, 𝑏的一个最大公因子，则存在𝑢, 𝑣 ∈ 𝑅使得𝑑 = 𝑢𝑎 + 𝑣𝑏

Proof 由𝑅为主理想整环，从而存在𝑑1使得 ⟨𝑑1 ⟩ = ⟨𝑎, 𝑏⟩，故有𝑑1 | 𝑎, 𝑏，从而𝑑1 | 𝑑
又𝑑1 ∈ ⟨𝑎, 𝑏⟩，从而存在𝑢1, 𝑣1使得𝑑1 = 𝑢1𝑎 + 𝑣1𝑏 =⇒可知𝑑 | 𝑎, 𝑏进而𝑑 | 𝑑1
故𝑑 ∼ 𝑑1，进而存在单位𝜀使得𝑑 = 𝑢1𝜀𝑎 + 𝑣1𝜀𝑏 = 𝑢𝑎 + 𝑣𝑏，即证．
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Theorem 3.25 (主理想整环上的素理想与极大理想的等价)
主理想整环上

(
交换幺环 +理想都为主理想

)
,有素理想⇐⇒极大理想

Proof 原因非常简单仅仅只需以下几条：1. 𝑎是不可约元⇐⇒ 𝑅𝑎是 𝑅的极大的主理想。2. 𝑎是素元⇐⇒ 𝑅𝑎是 𝑅的非零素理

想。

Proof 对任意素理想 (𝑎)，注意这里𝑎一定为素元，因此任意 (𝑎) ⊆ (𝑏)，则𝑏 | 𝑎，因此𝑏 = 𝑎或为单位

这即表明任何一个比 (𝑎)大的理想只能是 (𝑎)或者𝑅，即证．

Proposition 3.31 (PID上等价性质)
R为 PID，0 ≠ 𝑎 ∈ 𝑅, 𝐼 = 𝑅𝑎,则下列命题等价：
1. 𝐼 为极大理想；
2. 𝐼 为素理想；
3. 𝑎为素元
4. 𝑎是不可约元

Theorem 3.26
𝑈𝐹𝐷是𝑃𝐼𝐷 ⇐⇒ 𝑈𝐹𝐷中每个素理想是极大理想

Proof 一方面是显然的我们主要来证明 : 𝑈𝐹𝐷 +素理想是极大理想能够推出𝑈𝐹𝐷是𝑃𝐼𝐷
先证明：两个素元

(
不可约元

)
𝑝, 𝑞要么𝑝 ∼ 𝑞要么∃𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅使得𝑎𝑝 + 𝑏𝑞 = 1

(
这也等价于 (𝑝, 𝑞) = 1

)
若𝑝 ≁ 𝑞，能够断言 ⟨𝑝⟩与 ⟨𝑞⟩无包含关系，此时 ⟨𝑝⟩ ⟨𝑞⟩均为素理想亦是极大理想
此时 ⟨𝑞⟩ ⊊ ⟨𝑝, 𝑞⟩由 ⟨𝑞⟩是极大理想那么 ⟨𝑝, 𝑞⟩ = 𝑅 =⇒ ∃𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅使得𝑎𝑝 + 𝑏𝑞 = 1

再证明：对于𝑐, 𝑑 ∈ 𝑅∗ −𝑈，若𝑐与𝑑的因子分解中，𝑐的不可约因子与𝑑的不可约因子互不相伴
则存在𝑎, 𝑏使得𝑎𝑐 + 𝑏𝑑 = 1

我们只需证明：对于不可约元𝑝1, 𝑝2, 𝑞若 (𝑝1, 𝑞) = 1且 (𝑝2, 𝑞) = 1 =⇒ (𝑝1𝑝2, 𝑞) = 1这利用
(
等价于 (𝑝, 𝑞) = 1

)
即可

那么再将上一行的结论应用于𝑐，𝑑的因子分解归纳下去即可

最后来证明𝑅是一个𝑃𝐼𝐷，令𝐼是一个理想若𝐼为零理想则可写为 ⟨0⟩，若𝐼不为零理想，从𝐼中挑选一个𝑥
使得𝑥有数目最少的素因子，我们说明𝐼 = ⟨𝑥⟩
若能够取到𝑦 ∈ 𝐼 − ⟨𝑥⟩则𝑦 ≁ 𝑥，令𝑑 = (𝑥, 𝑦)，𝑥 = 𝑑𝑥𝑑且𝑦 = 𝑑𝑦𝑑且𝑥𝑑 , 𝑦𝑑无公共的素因子那么
就有𝑎𝑥𝑑 + 𝑏𝑦𝑑 = 1 =⇒ 𝑎𝑥 + 𝑏𝑦 = 𝑑又𝑥 ∈ 𝐼，𝑦 ∈ 𝐼 =⇒ 𝑑 ∈ 𝐼与𝑥的定义矛盾

Definition 3.29 (欧几里得环（𝐸𝐷）：𝐸𝑢𝑐𝑙𝑖𝑑𝑒𝑎𝑛 𝐷𝑜𝑚𝑎𝑖𝑛)
设𝑅为整环，如果存在从𝑅∗到N（包含0）的一个映射𝛿

使∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅, 𝑏 ≠ 0，存在𝑞, 𝑟 ∈ 𝑅使得𝑎 = 𝑞𝑏 + 𝑟，其中𝑟 = 0或𝛿(𝑟) < 𝛿(𝑏)，则称 (𝑅, 𝛿)为欧几里得环．

�
Note你可能在其他书上看到的要求还有额外一条那就是要求 𝛿(𝑎) ⩽ 𝛿(𝑎𝑏) 对所有 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅∗ 成立。但是事实上我们可以没有强

制必要要求有这一条，如果我们有我们的 ED的定义，我们可以造出一个新的映射 𝛿∗满足我们的要求：

𝛿∗ (𝑎) = min{𝛿(𝑎𝑏) | 𝑏 ∈ 𝑅∗}

显然 𝛿∗也是从 𝑅∗到 N ∪ {0}的映射，并且对于任意的 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅∗，我们有

𝛿∗ (𝑎𝑏) = min{𝛿(𝑎𝑏𝑐) | 𝑐 ∈ 𝑅∗} ⩾ min{𝛿(𝑎𝑐) | 𝑐 ∈ 𝑅∗} = 𝛿∗ (𝑎)

因此 𝛿∗满足额外的要求，并且我们也可以验证 (𝑅, 𝛿∗) 仍然是一个欧几里得环。
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Theorem 3.27
欧几里得环一定是主理想整环进而是唯一分解整环

Proof 设𝐼为欧几里得环𝑅的理想，𝛿为定义中的映射
若𝐼只包含零元，则𝐼 = ⟨0⟩
若𝐼包含非零元，则非负整数的集合{𝛿(𝑥) | 𝑥 ∈ 𝐼, 𝑥 ≠ 0} ⊆ N ∪ {0}中必存在最小者
设𝑎 ∈ 𝑅∗ ∩ 𝐼且𝛿(𝑎)达到最小值，则对任何𝑥 ∈ 𝐼, 𝑥 ≠ 0有𝛿(𝑥) ⩾ 𝛿(𝑎)
由定义对任何𝑏 ∈ 𝐼，存在𝑞, 𝑟 ∈ 𝑅使得𝑏 = 𝑞𝑎 + 𝑟，其中𝑟 = 0或𝛿(𝑟) < 𝛿(𝑎)．由于𝑎, 𝑏 ∈ 𝐼，故𝑟 = 𝑏 − 𝑞𝑎 ∈ 𝐼
若𝑟 ≠ 0，则𝑟 ∈ 𝐼且𝛿(𝑟) < 𝛿(𝑎)，与𝑎的取法矛盾
故𝑟 = 0，即𝑏 = 𝑞𝑎

由𝑏的任意性我们得𝐼 = ⟨𝑎⟩。故𝑅是主理想整环．

Proposition 3.32
𝐺𝑎𝑢𝑠𝑠整数环是欧几里得环

Proof 对于𝛽 = 𝑎 + 𝑏
√
−1 ∈ Z[

√
−1]，定义𝛿(𝛽) = |𝛽 |2 = 𝑎2 + 𝑏2

设𝛽 = 𝑎1 + 𝑏1
√
−1 ≠ 0，则对任何𝑐1 + 𝑑1

√
−1，有 𝑐1 + 𝑑1

√
−1

𝑎1 + 𝑏1
√
−1

= 𝑠 + 𝑡
√
−1其中𝑠, 𝑡 ∈ Q

故存在𝑐2, 𝑑2 ∈ Z使 |𝑐2 − 𝑠 | ⩽
1

2
, |𝑑2 − 𝑡 | ⩽

1

2
令𝑞 = 𝑐2 + 𝑑2

√
−1，𝑟 = 𝑐1 + 𝑑1

√
−1 − 𝑞𝛽，则𝑐1 + 𝑑1

√
−1 = 𝑞𝛽 + 𝑟，且

𝛿(𝑟) = 𝛿(𝛽(𝑠 + 𝑡
√
−1) − 𝑞𝛽)

= 𝛿(𝛽)𝛿(𝑠 + 𝑡
√
−1 − 𝑞)

⩽
(
1

4
+ 1

4

)
𝛿(𝛽) < 𝛿(𝛽).

Proposition 3.33
1.Z是一个欧几里得环其中𝛿 : Z∗ → N ∪ {0} 𝛿 (𝑚) = |𝑚 |
2.设P为数域，则P上的一元多项式环P [𝑥]是欧几里得环其中𝛿 ( 𝑓 (𝑥)) = deg 𝑓 (𝑥) ( 𝑓 (𝑥) ≠ 0)
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3.9 环上的多项式

3.9.1 一般环上的多项式

Definition 3.30
设1 ∈ 𝑅 ⊆ 𝑅1都为交换幺环，设𝑢 ∈ 𝑅1，此时有包含𝑅与𝑢的最小的𝑅1的子环称之为添加𝑢的𝑅的环
且有𝑅 [𝑢] =

{
𝑎0 + 𝑎1𝑢 + 𝑎2𝑢2 + · · · + 𝑎𝑛𝑢𝑛 |𝑎𝑖 ∈ 𝑅

}
Definition 3.31
若𝑅上有有限个元𝑎0, 𝑎1 · · · 𝑎𝑛不全为零，使得𝑎0 + 𝑎1𝑢 + · · · + 𝑎𝑛𝑢𝑛 = 0

此时称𝑢为𝑅上的代数元，像这样的组合可能并不唯一，次数最小的称为该代数元在𝑅上的次数

Definition 3.32
若𝑎0 + 𝑎1𝑢 + · · · + 𝑎𝑛𝑢𝑛 = 0 =⇒ 𝑎𝑖 = 0 (∀𝑖)则称为𝑢为𝑅上的代数元

Definition 3.33
设1 ∈ 𝑅 ⊆ 𝑅1都为交换幺环，设𝑢 ∈ 𝑅1，此时有包含𝑅与𝑢的最小的𝑅1的子环称之为添加𝑢的𝑅的环
且有𝑅 [𝑢] =

{
𝑎0 + 𝑎1𝑢 + 𝑎2𝑢2 + · · · + 𝑎𝑛𝑢𝑛 |𝑎𝑖 ∈ 𝑅

}
当𝑢为不定元时则称𝑅 [𝑢] =

{
𝑎0 + 𝑎1𝑢 + 𝑎2𝑢2 + · · · + 𝑎𝑛𝑢𝑛 |𝑎𝑖 ∈ 𝑅

}
为环上的𝑢的多项式

Proposition 3.34
两个环上的多项式相等当且仅当其系数全部的相等，这里利用超越元即可

Theorem 3.28 (交换幺环诱导多项式环的存在性)
设𝑅为可交换幺环，则环上的𝑅 [𝑢]多项式环必定存在

Proof 构造集合𝑆 =
{
(𝑎0, 𝑎1 · · · 𝑎𝑛 · · · ) |𝑎𝑖 ∈ 𝑅且只有有限个𝑎𝑖 ≠ 0

}
定义

𝑓 = {𝑎0, 𝑎1, 𝑎2, · · · } , 𝑔 = {𝑏0, 𝑏1, 𝑏2, · · · } ,
𝑓 + 𝑔 = {𝑎0 + 𝑏0, 𝑎1 + 𝑏1, 𝑎2 + 𝑏2, · · · }
𝑓 𝑔 = {𝑎0𝑏0, 𝑎0𝑏1 + 𝑎1𝑏0, 𝑎0𝑏2 + 𝑎1𝑏1 + 𝑎2𝑏0, · · · } = {𝑐𝑘}其中𝑐𝑘 =

∑
𝑖+ 𝑗=𝑘 𝑎𝑖𝑏 𝑗 , 𝑘 = 0, 1, 2, · · ·

则容易证明，𝑆在上述加法和乘法下构成一个环

若𝑅是么环，则𝑆也是么环；若𝑅是交换环，则𝑆也是交换环

𝑆的零元是{0, 0, 0, · · · }，而 𝑓 = {𝑎0, 𝑎1, 𝑎2, · · · }的负元是 − 𝑓 = {−𝑎0,−𝑎1,−𝑎2, · · · }
如果1是𝑅的么元，则{1, 0, 0, · · · }是𝑆的幺元
取𝑅0 = {(𝑎0, 0, 0 · · · ) |𝑎0 ∈ 𝑅}于是𝑅0为𝑆的子交换幺环
构造𝜑 : 𝑅0 → 𝑅 (𝑎0, 0, 0 · · · ) → 𝑎0为一个环同构映射

取𝑢 = (0, 1, 0 · · · )此时其作为𝑅上的不定元 不难发现𝑢𝑘 =
©­­­«0 · · · 0︸︷︷︸

𝑘个

，1, 0 · · ·
ª®®®¬(

若𝑎0 + 𝑎1𝑢 + · · · + 𝑎𝑛𝑢𝑛 = 0 =⇒ (𝑎0, 𝑎1 · · · 𝑎𝑛) = 0 =⇒ 𝑎𝑖 = 0
)

且易知𝑅0 [𝑢] = 𝑆

Theorem 3.29 (可交换幺环的诱导多项式环同态)
设𝑅, 𝑆为可换幺环，且𝜑为𝑅到𝑆的环同态，𝜑 (1𝑅) = 1𝑆 = 1′，任取𝑢 ∈ 𝑆
则𝜑可唯一的扩充为𝑅 [𝑥]到𝑆的一个环同态𝜑𝑢，𝜑𝑢 (𝑥) = 𝑢且𝜑𝑢 |𝑅 = 𝜑
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Proof ∀𝑎0 + 𝑎1𝑥 + · · · + 𝑎𝑛𝑥𝑛 ∈ 𝑅 [𝑥]其中𝑎𝑖 ∈ 𝑅
𝜑𝑢 (𝑎0 + 𝑎1𝑥 + · · · + 𝑎𝑛𝑥𝑛) = 𝜑𝑢 (𝑎0) + 𝜑𝑢 (𝑎1) 𝜑𝑢 (𝑥) + · · · + 𝜑𝑢 (𝑎𝑛) 𝜑𝑢 (𝑥𝑛) = 𝜑 (𝑎0) + 𝜑 (𝑎1) 𝑢 + · · · + 𝜑 (𝑎𝑛) 𝑢𝑛

因此满足条件的映射是唯一的

构造𝜑𝑢即为𝜑𝑢 (𝑎0 + 𝑎1𝑥 + · · · + 𝑎𝑛𝑥𝑛) = 𝜑 (𝑎0) + 𝜑 (𝑎1) 𝑢 + · · · + 𝜑 (𝑎𝑛) 𝑢𝑛

不难说明𝜑𝑢是𝑅 [𝑥]到𝑆的一个环同态𝜑𝑢，且𝜑𝑢 |𝑅 = 𝜑，𝜑𝑢 (𝑥) = 𝜑𝑢 (1 · 𝑥) = 1′𝑢 = 𝑢

𝑅
R[x] 𝑆

𝜑

u

𝜑𝑢

Corollary 3.8 (可交换幺环多项式环的唯一性)

♡

设𝑅为可换幺环，𝑅 [𝑥] , 𝑅 [𝑦]都是𝑅上的一元多项式环则𝑅 [𝑥] � 𝑅 [𝑦]
考察嵌入映射 𝑓 : 𝑅 → 𝑅 ⊆ 𝑅 [𝑦]
那么由定理知道 𝑓可唯一扩充为 𝑓̃ : 𝑅 [𝑥] → 𝑅 [𝑦]的环同态且 𝑓̃ (𝑥) = 𝑦且 𝑓̃ |𝑅 = 𝑓

下说明 𝑓̃即为环同构就说明单满射，满射是显然的，单射也显然

𝑅

𝑅[y]

𝑅

𝑅[𝑥]

嵌入 f

𝑓

Corollary 3.9

♡

设𝑅为可换幺环，𝑅也为可换幺环且1 ∈ 𝑅 ⊆ 𝑅，且𝑢 ∈ 𝑅
证明：存在𝑅 [𝑥]上的理想𝐼使得𝐼 ∩ 𝑅 = {0}使得𝑅 [𝑢] � 𝑅 [𝑥] /𝐼，且𝑢为𝑅的代数元⇐⇒ 𝐼 ≠ {0}

𝑅

𝑅

𝑅

𝑅[𝑥]

𝐼

𝑓

嵌入映射

𝑢

𝑅[𝑢]

𝑓𝑢

Proof 考察𝑅到𝑅 ⊆ 𝑅的嵌入映射 𝑓由定理知道，存在唯一的 𝑓𝑢是𝑅 [𝑥]到𝑅的环同态， 𝑓𝑢 (𝑥) = 𝑢且 𝑓𝑢 |𝑅 = 𝑓

我们考察 𝑓𝑢 : 𝑅 [𝑥] → 𝑅 [𝑢]这就为一个满同态，令𝐼 = Ker 𝑓𝑢

则由环同构基本定理𝑅 [𝑢] � 𝑅 [𝑥] /𝐼，且∀𝑎 ∈ 𝐼 ∩ 𝑅有𝑎 = 𝑓 (𝑎) = 𝑓𝑢 (𝑎) = 0 =⇒ 𝐼 ∩ 𝑅 = {0}
𝑢为𝑅上代数元⇐⇒存在不全为零的𝑎0, 𝑎1 · · · 𝑎𝑛使得𝑎0 + 𝑎1𝑢 + · · · + 𝑎𝑛𝑢𝑛 = 0

⇐⇒ 0 ≠ 𝑎0 + 𝑎1𝑥 + · · · + 𝑎𝑛𝑥𝑛 ∈ 𝐼 ⇐⇒ 𝐼 ≠ {0}
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Corollary 3.10

♡

设𝑅为可换幺环, 𝑅 [𝑥]为𝑅的一元多项式环，且𝐼是𝑅 [𝑥]的理想且𝐼 ∩ 𝑅 = {0}且𝐼 ≠ {0}
证明 : 𝑅 [𝑥] /𝐼是𝑅上添加一个代数元所构成的环

Proof 构造𝜋 : 𝑅 [𝑥] → 𝑅 [𝑥] /𝐼为自然同态且 Ker𝜋 = 𝐼

此时𝜋 |𝑅 : 𝑅 → 𝜋 (𝑅) ⊆ 𝑅 [𝑥] /𝐼为满同态且 Ker𝜋 |𝑅 = 𝑅 ∩ 𝐼 = {0}故𝜋 |𝑅为同构映射 =⇒ 𝑅 � 𝜋 (𝑅)
令𝑢 = 𝜋 (𝑥)
因为𝐼 ≠ {0} =⇒所以𝐼中存在非零元素0 ≠ 𝑎0 + 𝑎1𝑥 + · · · · 𝑎𝑛𝑥𝑛 ∈ 𝐼

(
即𝑎0 ∼ 𝑎𝑛不全为0

)
又因为𝑅 � 𝜋 (𝑅)故𝜋 (𝑎0) ∼ 𝜋 (𝑎𝑛)不全为零 =⇒ 𝜋 (𝑎0) + 𝜋 (𝑎1) 𝑢 + · · · + 𝜋 (𝑎𝑛) 𝑢𝑛 = 0 =⇒ 𝑢为代数元

𝑅 [𝑥] /𝐼 = 𝜋 (𝑅 [𝑥]) = 𝜋 (𝑅) [𝜋 (𝑥)] = 𝜋 (𝑅) [𝑢]证毕

Theorem 3.30 (整环上的次数公式与带余除法)
1.设𝑅为整环， 𝑓 (𝑥) , 𝑔 (𝑥) ∈ 𝑅 [𝑥]设𝑔 (𝑥)的首项系数不是零因子则 deg ( 𝑓 (𝑥) 𝑔 (𝑥)) = deg ( 𝑓 (𝑥)) + deg (𝑔 (𝑥))
2.设𝑅为整环， 𝑓 (𝑥) , 𝑔 (𝑥) ∈ 𝑅 [𝑥] .且𝑔 (𝑥) ≠ 0又𝑔 (𝑥)的首项系数为𝑅中乘法可逆元，进一步其实 R为交换幺环，g的首项系数为非零因子即可
=⇒存在唯一多项式𝑞 (𝑥) , 𝑟 (𝑥)使得 𝑓 (𝑥) = 𝑞 (𝑥) 𝑔 (𝑥) + 𝑟 (𝑥)且 deg (𝑟 (𝑥)) < deg (𝑔 (𝑥))

Corollary 3.11

♡

Let 𝑅 be a commutative ring, and let 𝑓 (𝑥) ∈ 𝑅[𝑥], 𝑟 ∈ 𝑅. Then there exists a unique 𝑞(𝑥) ∈ 𝑅[𝑥] such that

𝑓 (𝑥) = (𝑥 − 𝑟)𝑞(𝑥) + 𝑓 (𝑟).

Proof Since 𝑥 − 𝑟 is a monic polynomial, by the division algorithm 3.4.2, there exists a unique 𝑞(𝑥) ∈ 𝑅[𝑥] and 𝑠 ∈ 𝑅 such that

𝑓 (𝑥) = (𝑥 − 𝑟)𝑞(𝑥) + 𝑠.

Substituting 𝑥 = 𝑟 , we get 𝑓 (𝑟) = 𝑠.

Proposition 3.35
1.𝑅为交换幺环⇐⇒ 𝑅 [𝑥]为交换幺环
2.𝑅为整环⇐⇒ 𝑅 [𝑥]为整环
3.设𝑅为交换幺环， 𝑓 (𝑥) , 𝑔 (𝑥) ∈ 𝑅 [𝑥]
若 𝑓 , 𝑔 ∈ 𝑅 [𝑥] , deg 𝑓 (𝑥) = 𝑚, deg𝑔 (𝑥) = 𝑛，则
（1）deg( 𝑓 + 𝑔) ⩽ max (𝑚, 𝑛)
（2）deg( 𝑓 𝑔) ⩽ deg 𝑓 (𝑥) + deg𝑔 (𝑥)，等号成立当且仅当 𝑓的首项系数𝑎𝑚与𝑔的首项系数𝑏𝑛的乘积𝑎𝑚𝑏𝑛不为零

4.𝑅为交换幺环，且𝑔 (𝑥)首项系数不是零因子则：deg ( 𝑓 (𝑥) 𝑔 (𝑥)) = deg ( 𝑓 (𝑥)) + deg (𝑔 (𝑥))
5.𝑅为整环则𝑅 [𝑥]中的单位就是𝑅中的单位

Corollary 3.12

♡

Let 𝑅 be a ring. Let 𝑓 (𝑥), 𝑔(𝑥) ∈ 𝑅[𝑥], and assume deg 𝑓 (𝑥) = 𝑛 ≥ 0, deg 𝑔(𝑥) ≤ 𝑛.
1. If 𝑟1, . . . , 𝑟𝑘 ∈ 𝑅 are distinct roots of 𝑓 (𝑥), then

𝑓 (𝑥) = (𝑥 − 𝑟1)(𝑥 − 𝑟2) · · · (𝑥 − 𝑟𝑘)𝑔(𝑥).

2. The function 𝑓 (𝑥) has at most 𝑛 distinct roots in 𝑅.
3. If there are 𝑛 + 1 distinct elements 𝑟1, . . . , 𝑟𝑛, 𝑟𝑛+1 ∈ 𝑅 such that

𝑓 (𝑟𝑖) = 𝑔(𝑟𝑖), 𝑖 = 1, . . . , 𝑛, 𝑛 + 1,

then in 𝑅[𝑥], 𝑓 (𝑥) = 𝑔(𝑥).
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Proof (1). For 𝑘 = 1, this is the result from the previous proposition. Let 𝑓 (𝑥) = (𝑥 − 𝑟1)𝑞(𝑥); for 𝑗 ≠ 1, we have

(𝑟 𝑗 − 𝑟1)𝑞(𝑟 𝑗 ) = 𝑓 (𝑟 𝑗 ) = 0,

but 𝑟 𝑗 − 𝑟1 ≠ 0, so
𝑞(𝑟 𝑗 ) = 0, 𝑗 = 2, . . . , 𝑘 .

By induction, 𝑞(𝑥) = (𝑥 − 𝑟2) · · · (𝑥 − 𝑟𝑘)𝑔(𝑥); hence

𝑓 (𝑥) = (𝑥 − 𝑟1)(𝑥 − 𝑟2) · · · (𝑥 − 𝑟𝑘)𝑔(𝑥).

(2). If 𝑓 (𝑥) has 𝑛 + 1 distinct roots 𝑟1, . . . , 𝑟𝑛, 𝑟𝑛+1 in 𝑅, by the previous result, we have

𝑓 (𝑥) = (𝑥 − 𝑟1) · · · (𝑥 − 𝑟𝑛)(𝑥 − 𝑟𝑛+1)𝑔(𝑥).

Then deg 𝑓 (𝑥) ≥ 𝑛 + 1.
(3). Let ℎ(𝑥) = 𝑓 (𝑥) − 𝑔(𝑥) ∈ 𝑅[𝑥]. Then deg ℎ(𝑥) ≤ 𝑛, and by the condition

ℎ(𝑟 𝑗 ) = 0, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛 + 1,

this implies ℎ(𝑥) = 0. Therefore, 𝑓 (𝑥) = 𝑔(𝑥).

3.9.2 域上的多项式

Theorem 3.31 (域上的多项式的带余除法与性质)
1.设𝐹为域，𝐹 [𝑥]中任一 𝑓 (𝑥) , 𝑔 (𝑥) ≠ 0必定存在唯一的𝑞 (𝑥) , 𝑟 (𝑥)使得 𝑓 (𝑥) = 𝑞 (𝑥) 𝑔 (𝑥) + 𝑟 (𝑥)
其中 deg𝑟 (𝑥) < deg𝑔 (𝑥)
2.𝐹 [𝑥]为欧几里得环其中𝛿 : 𝐹 [𝑥] → N ∪ {0} 𝑓 (𝑥) → 2deg 𝑓 (𝑥 )

3.𝐹 [𝑥]进而为𝑃𝐼𝐷为𝑈𝐹𝐷

Proposition 3.36
1. 𝑓1 (𝑥) ≡ 𝑓2 (𝑥) (mod𝑔 (𝑥)) ⇐⇒ 𝑔 (𝑥) | 𝑓1 − 𝑓2

2. 𝑓 (𝑥) ∈ 𝐹 (𝑥)，𝑐 ∈ 𝐹则 𝑓 (𝑥) ≡ 𝑓 (𝑐) (mod (𝑥 − 𝑐))
3.在𝐹 [𝑥]上考虑有：若𝑐1 ∼ 𝑐𝑘是 𝑓 (𝑥)互不相等的根，则 (𝑥 − 𝑐1) · · · (𝑥 − 𝑐𝑘) | 𝑓 (𝑥)从而𝑘 ⩽ deg 𝑓 (𝑥)
4.设𝑅为交换幺环，且𝑅 ⊆ 𝑆其中𝑆为无零因子交换环，则 𝑓 (𝑥)在𝑆中的不同根的个数不超过 deg 𝑓 (𝑥)
其注意上述无零因子交换环无法去掉例如 : 𝑥2 − 1 ∈ Z8 [𝑥]取𝑆 = 𝑅 = Z8 [𝑥]有根1̄3̄5̄7̄

例如可换也无法去掉例如四元数体𝑥2 + 1

5.那么作为4.的推论取𝑅 = 𝑆为整环，则有 𝑓 (𝑥)在𝑅上的根的个数不超过𝑑𝑒𝑔 𝑓 (𝑥)

Proof 2.由带余除法 𝑓 (𝑥) = 𝑞 (𝑥) (𝑥 − 𝑐) + 𝑟
考察𝐹 → 𝐹的嵌入映射从而对于𝑐 ∈ 𝐹诱导出𝐹 [𝑥] → 𝐹的同态𝜑且𝜑 (𝑥) = 𝑐
从而𝜑 ( 𝑓 (𝑥)) = 𝑓 (𝑐)从而用𝜑作用得到 𝑓 (𝑐) = 𝑞 (𝑐) (𝑐 − 𝑐) + 𝑟 =⇒ 𝑓 (𝑐) = 𝑟
从而由1.即可

3.一反面：𝑥 − 𝑐1的因子只可能为零次或者一次的，则𝑥 − 𝑐1 = 𝑔 (𝑥) ℎ (𝑥)则𝑔 (𝑥) , ℎ (𝑥)次数要么零要么1

则要么相伴与𝑥 − 𝑐1要么为单位
此时由带余除法 𝑓 (𝑥) = (𝑥 − 𝑐1) 𝑞 (𝑥) + 𝑟 =⇒带入𝑐1得到𝑥 − 𝑐1 | 𝑓 (𝑥) =⇒ 𝑓 (𝑥) = 𝑞1 (𝑥) (𝑥 − 𝑐1)
同理得到 𝑓 (𝑥) = 𝑞2 (𝑥) (𝑥 − 𝑐2) =⇒ 𝑞1 (𝑥) (𝑥 − 𝑐1) = 𝑞2 (𝑥) (𝑥 − 𝑐2)
=⇒ 𝑥 − 𝑐1 | 𝑞2 (𝑥) (𝑥 − 𝑐2)又互不相伴且𝐹 [𝑥]为𝑈𝐹𝐷则𝑥 − 𝑐1 | 𝑞2 (𝑥)
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同理类似下去得到 (𝑥 − 𝑐1) · · · (𝑥 − 𝑐𝑘) | 𝑓 (𝑥)从而𝑘 ⩽ deg 𝑓 (𝑥)

4.设𝐹为𝑆的分式域则 𝑓 (𝑥) ∈ 𝑅 [𝑥] ⊆ 𝐹 [𝑥]则根据3.知道 𝑓 (𝑥)在𝐹中不同根的个数不超过 deg 𝑓 (𝑥)
那么在𝑆中更不超过了

Theorem 3.32
设𝑅为一整环，𝑅∗ = 𝑅 − {0}构成了交换幺半群，则𝑅∗的任一有限子群是循环群

Proof 1.设𝐺为𝑅∗的一个有限子群，𝐺为𝐴𝑏𝑒𝑙群，对每个正整数𝑚根据命题知道𝑥𝑚 − 1在𝑅上最多有𝑚个根

由群论习题知道𝐺为循环群

2.设𝐺为𝑅∗的一个有限子群，𝐺为𝐴𝑏𝑒𝑙群，取𝑔为𝐺中阶最大的元素设𝑜 (𝑔) = 𝑚
⟨𝑔⟩ =

{
1, 𝑔 · · · 𝑔𝑛−1

}
⊆ 𝐺其次∀ℎ ∈ 𝐺设𝑜 (ℎ) = 𝑚1

𝑊𝑇𝑆 : ℎ为𝑥𝑚 − 1的根而我们知道𝑥𝑚 − 1在𝑅上最多有𝑚个根，而
{
1, 𝑔 · · · 𝑔𝑛−1

}
已经是𝑚个根了

则𝐺 ⊆ ⟨𝑔⟩从而完成证明
ℎ𝑚 = 𝑒 ⇐⇒ 𝑚1 | 𝑚
反证𝑚1 ∤ 𝑚则必有素数𝑝使得𝑚1 = 𝑝𝑠𝑙且𝑚 = 𝑝𝑟 𝑘且 (𝑝, 𝑙) = (𝑝, 𝑘) = 1 =⇒ (𝑝, 𝑙𝑘) = 1

且有𝑠 > 𝑟或者𝑙 > 𝑘严格成立

若𝑠 > 𝑟则𝑜
(
ℎ𝑙

)
= 𝑝𝑠且𝑜

(
𝑔𝑝

𝑟 )
= 𝑘因为可换与互素 =⇒ 𝑜

(
ℎ𝑙𝑔𝑝

𝑟 )
= 𝑝𝑠𝑘 > 𝑚

这与𝑔的取法矛盾

若𝑙 > 𝑘则𝑜
(
ℎ𝑝

𝑠 )
= 𝑙且𝑜

(
𝑔𝑘

)
= 𝑝𝑟则𝑜

(
𝑔𝑘ℎ𝑝

𝑠 )
= 𝑝𝑟 𝑙 > 𝑚

同样与𝑔的取法矛盾

故证毕

Proposition 3.37
设𝐹为数域， 𝑓 (𝑥) ∈ 𝐹 [𝑥]为不可约多项式，则 ⟨ 𝑓 (𝑥)⟩为极大理想，因此𝐹 [𝑥] /⟨ 𝑓 (𝑥)⟩

Theorem 3.33 (Newton-Lagrange Interpolation Theorem)

Let 𝐹 be a field, let 𝑎1, . . . , 𝑎𝑘 ∈ 𝐹 be pairwise distinct, and set 𝑡 (𝑥) =
∏𝑘
𝑖=1 (𝑥 − 𝑎𝑖). Then for any 𝑏1, . . . , 𝑏𝑘 ∈ 𝐹 there exists a

unique polynomial ℎ(𝑥) ∈ 𝐹 [𝑥] of degree < 𝑘 such that:
(1) ℎ(𝑎𝑖) = 𝑏𝑖 , 𝑖 = 1, . . . , 𝑘 .
(2) If 𝑓 (𝑥) ∈ 𝐹 [𝑥] satisfies 𝑓 (𝑎𝑖) = 𝑏𝑖 , 𝑖 = 1, . . . , 𝑘 , then there exists a unique 𝑔(𝑥) ∈ 𝐹 [𝑥] such that 𝑓 (𝑥) = ℎ(𝑥) + 𝑔(𝑥)𝑡 (𝑥).

Proof For 𝑖 ≠ 𝑗 , we have (𝑥 − 𝑎𝑖) − (𝑥 − 𝑎 𝑗 ) = 𝑎 𝑗 − 𝑎𝑖 ≠ 0; hence

1 = (𝑎 𝑗 − 𝑎𝑖)−1 (𝑎 𝑗 − 𝑎𝑖) = (𝑎 𝑗 − 𝑎𝑖)−1
(
(𝑥 − 𝑎𝑖) − (𝑥 − 𝑎 𝑗 )

)
∈ 𝐹 [𝑥] (𝑥 − 𝑎𝑖) + 𝐹 [𝑥] (𝑥 − 𝑎 𝑗 ).

Thus 𝐹 [𝑥] (𝑥 − 𝑎𝑖) + 𝐹 [𝑥] (𝑥 − 𝑎 𝑗 ) = 𝐹 [𝑥]; i.e., the ideals 𝐹 [𝑥] (𝑥 − 𝑎𝑖) and 𝐹 [𝑥] (𝑥 − 𝑎 𝑗 ) are coprime.
By the definition of 𝑡 (𝑥), the ideal it generates satisfies 𝐹 [𝑥]𝑡 (𝑥) ⊆ 𝐹 [𝑥] (𝑥−𝑎𝑖) for 𝑖 = 1, . . . , 𝑘; hence 𝐹 [𝑥]𝑡 (𝑥) ⊆ ⋂𝑘

𝑖=1 𝐹 [𝑥] (𝑥−𝑎𝑖).
Conversely, suppose 𝑓 (𝑥) ∈ ⋂𝑘

𝑖=1 𝐹 [𝑥] (𝑥 − 𝑎𝑖). Then for each 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘 , we have 𝑓 (𝑥) ∈ 𝐹 [𝑥] (𝑥 − 𝑎𝑖), so we may write 𝑓 (𝑥) =

ℎ𝑖 (𝑥)(𝑥 − 𝑎𝑖), whence 𝑓 (𝑎𝑖) = 0. By Corollary 3.4.6(1), there exists 𝑔(𝑥) ∈ 𝐹 [𝑥] such that 𝑓 (𝑥) = 𝑔(𝑥)𝑡 (𝑥). Therefore 𝑓 (𝑥) ∈ 𝐹 [𝑥]𝑡 (𝑥).
Combining the inclusions we obtain

𝐹 [𝑥]𝑡 (𝑥) =
𝑘⋂
𝑖=1

𝐹 [𝑥] (𝑥 − 𝑎𝑖).

By the Chinese Remainder Theorem we obtain a ring isomorphism:

𝐹 [𝑥]/𝐹 [𝑥]𝑡 (𝑥) �−→ 𝐹 [𝑥]/𝐹 [𝑥] (𝑥 − 𝑎1) ⊕ · · · ⊕ 𝐹 [𝑥]/𝐹 [𝑥] (𝑥 − 𝑎𝑘),

129



抽
象
代
数
讲
义

3.9 环上的多项式

𝑓 (𝑥) + 𝐹 [𝑥]𝑡 (𝑥) ↦−→
(
𝑓 (𝑥) + 𝐹 [𝑥] (𝑥 − 𝑎1), . . . , 𝑓 (𝑥) + 𝐹 [𝑥] (𝑥 − 𝑎𝑘)

)
.

So there exists a 𝑔(𝑥) ∈ 𝐹 [𝑥],such that 𝑔(𝑥) + 𝐹 [𝑥] (𝑥 − 𝑎𝑖) = 𝑏𝑖 + 𝐹 [𝑥] (𝑥 − 𝑎𝑖). Hence 𝑔(𝑎𝑖) = 𝑏𝑖 for 𝑖 = 1, . . . , 𝑘 .Then we use division
, 𝑔(𝑥) = 𝑞(𝑥)𝑡 (𝑥) + 𝑟 (𝑥) and 𝑑𝑒𝑔(𝑟 (𝑥)) < 𝑑𝑒𝑔(𝑡 (𝑥) = 𝑘), 𝑟 (𝑎𝑖) = 𝑏𝑖 .

Now we have shown the existance of such a polynomial ℎ(𝑥). To show uniqueness, suppose there are two such polynomials ℎ1 (𝑥)
and ℎ2 (𝑥) of degree < 𝑘 satisfying ℎ1 (𝑎𝑖) = 𝑏𝑖 and ℎ2 (𝑎𝑖) = 𝑏𝑖 for 𝑖 = 1, . . . , 𝑘 . Then the polynomial ℎ1 (𝑥) − ℎ2 (𝑥) has degree < 𝑘 and
has 𝑘 distinct roots 𝑎1, . . . , 𝑎𝑘 . By Corollary ,this implies that ℎ1 (𝑥) − ℎ2 (𝑥) = 0, hence ℎ1 (𝑥) = ℎ2 (𝑥). This completes the proof.

�
Note

For (𝑏1, . . . , 𝑏𝑘) ∈ F ⊕ · · · ⊕ F, how can we concretely find a polynomial ℎ(𝑥) satisfying conditions (1) and (2) of the interpolation
theorem? From the Chinese Remainder Theorem, the key is to find polynomials ℓ𝑖 (𝑥) such that

ℓ𝑖 (𝑥) ≡

1 (mod 𝑥 − 𝑎 𝑗 ), if 𝑖 = 𝑗 ,

0 (mod 𝑥 − 𝑎 𝑗 ), if 𝑖 ≠ 𝑗 .

Let 𝑡𝑖 (𝑥) = 𝑡 (𝑥)/(𝑥 − 𝑎𝑖), where 𝑡 (𝑥) is as in the theorem, then 𝑡𝑖 (𝑎𝑖) ≠ 0. The following polynomials, called Lagrange polynomials,
satisfy the above requirements:

ℓ𝑖 (𝑥) =
𝑡 (𝑥)
𝑡𝑖 (𝑎𝑖)

=

∏
𝑗≠𝑖 (𝑥 − 𝑎 𝑗 )∏
𝑗≠𝑖 (𝑎𝑖 − 𝑎 𝑗 )

, 𝑖 = 1, . . . , 𝑘;

then

ℎ(𝑥) =
𝑘∑
𝑖=1

𝑏𝑖ℓ𝑖 (𝑥).

3.9.3 唯一分解整环与域上的多项式

Definition 3.34

1.设𝑅为𝑈𝐹𝐷则 𝑓 (𝑥) =
𝑛∑
𝑘=0

𝑎𝑘𝑥
𝑘 ∈ 𝑅 [𝑥]，称𝑐 ( 𝑓 ) = (𝑎0, 𝑎1 · · · 𝑎𝑛)为 𝑓的容度

2.设0 ≠ 𝑓 (𝑥) ∈ 𝑅 [𝑥]且𝑐 ( 𝑓 ) ∼ 1则称 𝑓为本原多项式

Proposition 3.38
设𝑅为𝑈𝐹𝐷且记𝑆为𝑅 [𝑥]中所有本原多项式的集合
1.0 ≠ 𝑓 (𝑥) ∈ 𝑅 [𝑥]则有𝑑 ∈ 𝑅∗, 𝑓1 (𝑥) ∈ 𝑆,使得 𝑓 (𝑥) = 𝑑𝑓1 (𝑥)，且该分解在相伴意义下唯一
2.若 𝑓 (𝑥)为不可约元且𝑑𝑒𝑔 𝑓 > 0则 𝑓 (𝑥)为本原多项式,但反之不对例如𝑥2 − 1

3.两个本原多项式乘积仍然为本原多项式

Proof 1. 𝑓 (𝑥) =
𝑛∑
𝑘=0

𝑎𝑘𝑥
𝑘 = 𝑐 ( 𝑓 )

𝑛∑
𝑘=0

𝑎′𝑘𝑥
𝑘 = 𝑑𝑓1 (𝑥)此时𝑐 ( 𝑓 ) = 𝑑断言不会等于0因为首项系数一定不会为0

这就说明了分解的存在性

其次，若 𝑓 (𝑥) = 𝑑1 𝑓1 (𝑥) = 𝑑2 𝑓2 (𝑥)其中𝑑1, 𝑑2 ∈ 𝑅∗, 𝑓1 (𝑥) , 𝑓2 (𝑥) ∈ 𝑆
则𝑐 ( 𝑓 ) = 𝑑1𝑐 ( 𝑓1) = 𝑑2𝑐 ( 𝑓2) =⇒ 𝑑1 ∼ 𝑑2故𝑑1 = 𝑢𝑑2 =⇒ 𝑢 𝑓1 (𝑥) = 𝑓2 (𝑥) =⇒ 𝑓1 ∼ 𝑓2

2.设𝑑 = 𝑐 ( 𝑓 )，则 𝑓 (𝑥) = 𝑑𝑓1 (𝑥)且𝑑 ∈ 𝑅∗, 𝑓1 (𝑥) ∈ 𝑆此时𝑑为 𝑓的真因子，由 𝑓不可约则𝑑 ∼ 1故 𝑓 ∈ 𝑆
3.仿照高等代数𝐺𝑎𝑢𝑠𝑠引理证明
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Proposition 3.39
设𝑅为𝑈𝐹𝐷且记𝑆为𝑅 [𝑥]中所有本原多项式的集合，记𝐹为𝑅的分式域，则𝑅 [𝑥] ⊆ 𝐹 [𝑥]
记𝑅 [𝑥]中相伴为∼

𝑅
,记𝐹 [𝑥]的相伴为∼

𝐹
,显然相伴∼

𝑅
一定为相伴∼

𝐹

1.0 ≠ 𝑓 (𝑥) ∈ 𝐹 [𝑥]，必定存在𝑔 (𝑥)为𝑅 [𝑥]的本原多项式使得 𝑓 (𝑥) ∼
𝐹
𝑔 (𝑥)且𝑔 (𝑥)在相伴∼

𝑅
下唯一

且若有两个非零多项式ℎ (𝑥) , 𝑘 (𝑥) ∈ 𝐹 [𝑥]使得ℎ (𝑥) ∼
𝐹
𝑘 (𝑥) =⇒ 𝑘 (𝑥) ∼

𝑅
ℎ (𝑥)

2.设 𝑓1 (𝑥) , 𝑓2 (𝑥) ∈ 𝐹 [𝑥]且𝑔 (𝑥) , 𝑔1 (𝑥) , 𝑔2 (𝑥)为𝑅 [𝑥]的本原多项式
若 𝑓1 ∼

𝐹
𝑔1， 𝑓2 ∼

𝐹
𝑔2， 𝑓1 𝑓2 ∼

𝐹
𝑔 =⇒ 𝑔1𝑔2 ∼

𝑅
𝑔

3. 𝑓 (𝑥) ∈ 𝑅 [𝑥]且𝑑𝑒𝑔 𝑓 (𝑥) > 1， 𝑓 (𝑥)在𝑅 [𝑥]中不可分解为两个次数较低的多项式乘积
则 𝑓 (𝑥)在𝐹 [𝑥]也不可分解为两个次数较低的多项式乘积

Proof 1. 𝑓 (𝑥) =
𝑛∑
𝑘=0

𝑎𝑘
𝑏𝑘
𝑥𝑘 =

1

𝑏1 × · · · × 𝑏𝑛

𝑛∑
𝑘=0

𝑎1𝑏2 · · · 𝑏𝑛𝑥 + · · · = 𝑜 (∗)
𝑏1 × · · · × 𝑏𝑛︸           ︷︷           ︸

≠0且∈𝐹即𝐹中的平凡因子

𝑛∑
𝑘=0

ℎ𝑘𝑥
𝑘︸︷︷︸

∈𝑆︸     ︷︷     ︸
称为𝑔 (𝑥 )

故 𝑓 (𝑥) ∼
𝐹
𝑔 (𝑥) ,若有 𝑓 (𝑥) ∼

𝐹
𝑔1 (𝑥)，此时𝑔 (𝑥) ∼

𝐹
𝑔1 (𝑥)即存在

𝑣

𝑢
∈ 𝐹∗使得𝑔 (𝑥) = 𝑣

𝑢
𝑔1 (𝑥)

=⇒ 𝑢𝑔 (𝑥) = 𝑣𝑔1 (𝑥)左右两端就是𝑅 [𝑥]中的，再由上个命题的1得到∼
𝑅
相伴

2.此时相伴关系为同余关系则𝑔1𝑔2 ∼
𝐹
𝑔,而𝑔1本原𝑔2本原由上个命题知道𝑔1𝑔2本原，且𝑔本原

由本命题1.知道∼
𝑅
相伴

3.反证法若 𝑓 (𝑥)在𝐹 [𝑥]可分解为两个次数较低的多项式乘积， 𝑓 (𝑥) = 𝑓1 𝑓2其中 𝑓1 ∈ 𝐹 [𝑥] , 𝑓2 ∈ 𝐹 [𝑥]
由本命题1.知道 𝑓1 ∼

𝐹
𝑔1且 𝑓2 ∼

𝐹
𝑔2且 𝑓 (𝑥) ∼

𝐹
𝑔 (𝑥)其中𝑔1, 𝑔2, 𝑔为𝑅 [𝑥]中的本原多项式

且相伴不改变次数故𝑔1𝑔2次数与 𝑓1 𝑓2一样都是比 𝑓低的

由相伴关系为同余关系 =⇒ 𝑔 (𝑥) ∼
𝐹
𝑔1𝑔2 =⇒ 𝑔 (𝑥) ∼

𝑅
𝑔1𝑔2 =⇒ 𝑔 (𝑥) = 𝑢𝑔1 (𝑥) 𝑔2 (𝑥) 𝑢 ∈ 𝑅∗

由上个命题1.知道 𝑓 (𝑥) = 𝑑𝑔 (𝑥)其中𝑑 ∈ 𝑅∗, 𝑔 (𝑥)为𝑅 [𝑥]中的本原多项式
注意上一行从 𝑓 (𝑥) ∼

𝐹
𝑔 (𝑥)是只看到𝐹相伴为什么𝑅相伴还是𝑔 (𝑥)因为上个命题的1.说明分解在𝑅相伴下唯一

故 𝑓 (𝑥) = 𝑑𝑔 (𝑥) = (𝑑𝑢𝑔1 (𝑥)) 𝑔2 (𝑥)故 𝑓在𝑅 [𝑥]上分解成了两个次数较低的多项式的乘积

Theorem 3.34
设𝑅为𝑈𝐹𝐷则𝑅 [𝑥]也是𝑈𝐹𝐷，𝑆为𝑅 [𝑥]上的本原多项式集合

Proof 1.有限分解条件：若 𝑓 (𝑥)次数等于零则 𝑓 (𝑥) ∈ 𝑅则可以有限分解故不妨设 𝑓 (𝑥)次数大于零
由命题 𝑓 (𝑥) = 𝑑𝑔 (𝑥)其中𝑑 ∈ 𝑅∗, 𝑔 (𝑥) ∈ 𝑆
不妨假设𝑑 ∉ 𝑈否则放着与后面𝑔 (𝑥)的因子配对，则𝑑 ∈ 𝑅∗ −𝑈
=⇒ 𝑑 = 𝑝1 · · · 𝑝𝑡其中𝑝𝑖为𝑅中不可约元自然也为𝑅 [𝑥]中不可约元
记𝐹为𝑅的分式域，在𝐹 [𝑥]中𝑔 (𝑥)可分解为𝑔 (𝑥) = 𝑔1 (𝑥) · · · 𝑔𝑟 (𝑥)其中𝑔𝑖 (𝑥)是𝐹 [𝑥]中不可约元
由命题知𝑔𝑖 (𝑥) ∼

𝐹
𝑝𝑖 (𝑥)其中𝑝𝑖 (𝑥) ∈ 𝑆，而𝑔𝑖 (𝑥)在𝐹 [𝑥]中不可约自然相伴的𝑝𝑖 (𝑥)在𝐹 [𝑥]中不可约

=⇒ 𝑔 (𝑥) ∼
𝐹
𝑝1 (𝑥) · · · 𝑝𝑟 (𝑥) =⇒ 𝑔 (𝑥) ∼

𝑅
𝑝1 (𝑥) · · · 𝑝𝑟 (𝑥) =⇒ 𝑔 (𝑥) = 𝑢𝑝1 (𝑥) · · · 𝑝𝑟 (𝑥)其中𝑢 ∈ 𝑅∗

且𝑝𝑖 (𝑥) ∈ 𝑆且𝑝𝑖 (𝑥)在𝐹 [𝑥]中不可约 =⇒ 𝑝𝑖 (𝑥)在𝑅 [𝑥]中不可约
(
这里推出的条件要注意例如3𝑥2 + 6在Z [𝑥]

)
于是 𝑓 (𝑥) = 𝑝1 · · · 𝑝𝑡 (𝑢𝑝1 (𝑥)) · · · 𝑝𝑟 (𝑥)

2.唯一分解条件：若有 𝑓 (𝑥) = 𝑞1 · · · 𝑞𝑡 ′𝑞1 (𝑥) · · · 𝑞𝑠 (𝑥) = 𝑝1 · · · 𝑝𝑡 𝑝1 (𝑥) · · · 𝑝𝑟 (𝑥)
𝑞𝑖 (𝑥)为𝑅 [𝑥]上不可约元，且𝑞𝑖 (𝑥)次数大于0由引理知道𝑞𝑖 (𝑥) ∈ 𝑆

(
该性质对于𝑝𝑖 (𝑥)一样

)
根据命题我们就知𝑞1 · · · 𝑞𝑡 ′ ∼

𝑅
𝑝1 · · · 𝑝𝑡且𝑝1 (𝑥) · · · 𝑝𝑟 (𝑥) ∼

𝑅
𝑞1 (𝑥) · · · 𝑞𝑠 (𝑥)

故不妨设𝑝1 · · · 𝑝𝑡 = 𝑞1 · · · 𝑞𝑡 ′在𝑅为𝑈𝐹𝐷上有𝑡 = 𝑡′且在相差一个置换下𝑅相伴
同理不妨设𝑝1 (𝑥) · · · 𝑝𝑟 (𝑥) = 𝑞1 (𝑥) · · · 𝑞𝑠 (𝑥)
由𝑞𝑖 (𝑥)为𝑅 [𝑥]上不可约元，deg𝑞𝑖 (𝑥) > 0，𝑞𝑖 (𝑥) ∈ 𝑆故命题知道𝑞𝑖 (𝑥)在𝑅 [𝑥]上不可分解为两个次数较低的多项式的乘积
则𝑞𝑖 (𝑥)在𝐹 [𝑥]上不可分解为两个次数较低的多项式乘积 =⇒ 𝑞𝑖 (𝑥)在𝐹 [𝑥]上不可约
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𝑝1 (𝑥) · · · 𝑝𝑟 (𝑥) = 𝑞1 (𝑥) · · · 𝑞𝑠 (𝑥)在𝐹 [𝑥]上就是两种分解故由𝐹 [𝑥]为𝑈𝐹𝐷知道𝑟 = 𝑠且在置换下𝑝𝑖 (𝑥) ∼
𝐹
𝑞𝑖 (𝑥)

又他们本原故𝑝𝑖 (𝑥) ∼
𝑅
𝑞𝑖 (𝑥)
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Theorem 3.35
Z𝑝𝑞 ≃ Z𝑝 ⊕ Z𝑞 ⇐⇒ 𝑝和𝑞互素

Proof 若𝑝, 𝑞互素我们下面就来证明 : Z𝑝𝑞 � Z𝑝 ⊕ Z𝑞
事实上此时Z𝑝𝑞 � Z𝑝 ⊕ Z𝑞都是环实际上为环同构
构造映射𝜑 : Z𝑝𝑞 → Z𝑝 ⊕ Z𝑞 𝑎 ↦→ (𝑥̃, 𝑦̃)其中𝑥̃ ≡ 𝑎mod (𝑝)且𝑦̃ ≡ 𝑎mod (𝑞)
首先我们来说明映射的合理性对于𝑎1 = 𝑘1𝑝𝑞 + 𝑎与𝑎2 = 𝑘2𝑝𝑞 + 𝑎于是𝑥1 = 𝑎mod (𝑝) = 𝑥2
注意到 :

��Z𝑝𝑞 �� = ��Z𝑝 ⊕ Z𝑞 �� = 𝑝𝑞故我们只需要说明𝜑为单射就可以顺带带出满射从而是双射
𝑎1 = 𝑎2 ⇐⇒ 𝑝𝑞 | 𝑎1 − 𝑎2 =⇒ 𝑝 | 𝑎1 − 𝑎2与𝑞 | 𝑎1 − 𝑎2 ⇐⇒ 𝑥1 = 𝑥2与𝑦1 = 𝑦2

且注意到𝑝, 𝑞互素故上行的 =⇒可以进一步改为⇐⇒
故𝑎1 = 𝑎2 ⇐⇒ 𝑥1 = 𝑥2与𝑦1 = 𝑦2至此说明了单射从而为双射

下面说明同态 : 𝜑 (𝑎1𝑎2) = 𝜑 (𝑎1𝑎2) = (𝑥1𝑥2, 𝑦1𝑦2) = (𝑥1, 𝑦1) (𝑥2, 𝑦2) = 𝜑 (𝑎1) 𝜑 (𝑎2)
同理𝜑 (𝑎1 + 𝑎2) = 𝜑 (𝑎1) + 𝜑 (𝑎2)故为环同构

另一方面 :若Z𝑝𝑞 ≃ Z𝑝 ⊕ Z𝑞我们就知道了Z𝑝 ⊕ Z𝑞是一个循环群我们去证明若𝑝, 𝑞不互素,则Z𝑝 ⊕ Z𝑞不是循环群
证它的逆否命题 :设 (𝑚1, 𝑚2) ≠ 1,去证群

(
Z𝑚1 ⊕ Z𝑚2 , +

)
不是循环群.

只要证
(
Z𝑚1 ⊕ Z𝑚2 , +

)
的任一元素

(
𝑎1, ˜̃𝑎2

)
的阶都小于群

(
Z𝑚1 ⊕ Z𝑚2 , +

)
的阶𝑚1𝑚2就可以了.

设 (𝑚1, 𝑚2) = 𝑑 > 1,则𝑚1 = 𝑘1𝑑, 1 ⩽ 𝑘1 < 𝑚1;𝑚2 = 𝑘2𝑑, 1 ⩽ 𝑘2 < 𝑚2.由于 (Z𝑚1 , +)是𝑚1阶循环群,因此1̃的阶为𝑚1.

同理, ˜̃1的阶为𝑚2.于是有

𝑘1𝑑𝑘2

(
𝑎1, ˜̃𝑎2

)
=

(
𝑘1𝑑𝑘2𝑎1, 𝑘1𝑑𝑘2 ˜̃𝑎2

)
=

(
𝑘2𝑚1𝑎1, 𝑘1𝑚2

˜̃𝑎2

)
=

(
𝑘2𝑚11̃𝑎1, 𝑘1𝑚2

˜̃1 ˜̃𝑎2

)
=

(
𝑘20̃𝑎1, 𝑘2

˜̃0 ˜̃𝑎2

)
= (0̃, 0̃).

从而
(
𝑎1, ˜̃𝑎2

)
的阶𝑠 | 𝑘1𝑑𝑘2.由于𝑘1𝑑𝑘2 = 𝑚1𝑘2 < 𝑚1𝑚2,因此𝑠 < 𝑚1𝑚2.于是

(
Z𝑚1 ⊕ Z𝑚2 , +

)
不是循环群.

Lemma 3.13
1.一个至少含有两个元素且无零因子的有限环是一个除环

2.有限整环为域

3.有限无零因子环为除环

4.Z𝑝为无零因子环⇐⇒ 𝑝为一个素数

5.Z𝑝为域⇐⇒ 𝑝为一个素数

Proof 1.设 (𝑅, +, ·)是一个至少含有两个元素且无零因子的有限环
要证它是一个除环,只需证 (𝑅∗, ·)是一个群.因为𝑅中至少含有两个元素,所以, 𝑅∗是一个非空集合.

又因为𝑅中无零因子,所以,∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅∗,即𝑎 ≠ 0, 𝑏 ≠ 0,得𝑎𝑏 ≠ 0,也就是说, 𝑅∗关于乘法运算是封闭的.

从而得到 (𝑅∗, ·)是一个满足消去律的有限半群,得 (𝑅∗ ）是一个群。所以, 𝑅是一个除环

2.3.利用有限半群满足消去律为群

4. =⇒：显然若𝑛不为素数那么就有𝑛 = 𝑎𝑏；所以𝑎𝑏 = 0̄

⇐=:若𝑎𝑏 = 0̄且𝑎 ≠ 0̄且𝑏 ≠ 0̄那么有𝑝 |𝑎𝑏又因为𝑝为素数那么𝑝 |𝑎或者𝑝 |𝑏此时但𝑎与𝑏小于𝑝矛盾
5.利用3.4.就知道Z𝑝为整环，除环，域

Proposition 3.40 (整数环的讨论)
(Z, +, ·) :
1.无零因子环 交换性 具有乘法幺元
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2.整环

3.非除环 非域

Proposition 3.41 (模 n整数环的讨论)

(Z𝑛, +, ·)
(
𝑛为一个合数

)
:

{
交换性

具有乘法幺元

1.交换性 具有乘法幺元

2.非整环 是一个非无零因子环 不是域

Proposition 3.42 (模 p整数环的讨论)(
Z𝑝 , +, ·

) (
𝑝为一个素数

)
1.交换性 具有乘法幺元 无零因子环

2.整环 除环 域

3.Z𝑝上的自同态只有零同态和𝑖𝑑

Proof 3.若𝑝 = 2显然下设𝑝为一个奇素数 设 𝑓 : Z𝑝 → Z𝑝，则 𝑓 (0) = 0，设 𝑓 (1) = 𝑘 ∈ {0, 1, · · · , 𝑝 − 1}
则 𝑓 (2) = 2𝑘, 𝑓 (2) = 𝑓 (1) 𝑓 (2) = 2𝑘2，即2𝑘2 ≡ 2𝑘 (mod𝑝) =⇒ 𝑝 | 𝑘2 − 𝑘 =⇒则可知𝑘 = 0或1

故 𝑓为零同态或恒等同态，即证
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第 4章 模论

4.1 模的基础概念

Definition 4.1
设𝑅为么环，𝑀是一个交换群（其运算用加法表示），如果有一个从𝑅 × 𝑀到𝑀的映射 (𝑎, 𝑥) ↦→ 𝑎𝑥满足条件

（1）对任何𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅及𝑥 ∈ 𝑀, (𝑎 + 𝑏)𝑥 = 𝑎𝑥 + 𝑏𝑥
（2）对任何𝑎 ∈ 𝑅及𝑥, 𝑦 ∈ 𝑀, 𝑎(𝑥 + 𝑦) = 𝑎𝑥 + 𝑎𝑦
（3）对任何𝑥 ∈ 𝑀, 1𝑥 = 𝑥，其中1为𝑅的幺元

（4）对任何𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅及𝑥 ∈ 𝑀, 𝑎(𝑏𝑥) = (𝑎𝑏)𝑥
则称𝑀为一个左𝑅模。

Remark一般的在本章中若无特殊指出若𝑅为交换环，则我们直接定义右𝑅模：𝑥𝑎 := 𝑎𝑥
(
其中𝑥 ∈ 𝑀, 𝑎 ∈ 𝑅

)
若𝑅不是交换环，则说𝑀是一个𝑅模意思是左𝑅模

�
Note 1.任何域𝐹上的线性空间𝑉一定是𝐹作为么环上的左模
事实上，线性空间定义中的前四个条件恰好说明𝑉本身具有交换群的结构，而后面的四个条件正好是左模定义中的条件

2.设𝐺为一个交换群，定义Z × 𝐺到𝐺的映射：(𝑚, 𝑥) ↦→ 𝑚𝑥

则容易验证上述映射满足条件这样任何一个交换群就可以看成整数环上的左模

这一观点将导出有限生成交换群的分类

3.任何一个环𝑅都可以看成一个𝑅－模

事实上，如果我们只考虑加法，则𝑀 = {𝑅;+}成为一个交换群，而通过环的乘法就可以将交换群𝑀看成环𝑅上的模
4.在1.中说明任何域𝐹上的线性空间𝑉都可以看成𝐹上的模

现在我们给定𝑉上的一个线性变换A，则可以将𝑉看成𝐹上的一元多项式环𝐹 [𝜆]上的左模
事实上，对任何多项式 𝑓 (𝜆)以及𝑉中的一个向量𝑣，定义 𝑓 (𝜆)𝑣 = 𝑓 (A)(𝑣)则容易验证模的条件全部是成立的
因此𝑉成为𝐹 [𝜆]上的一个模．这一观点将导出一般域上线性空间上的线性变换的标准形理论．

Proposition 4.1
1.设𝑀为𝑅模，此时∀𝑎 ∈ 𝑅有𝑎0𝑀 = 0𝑀

2.设𝑀为𝑅模，此时∀𝑥 ∈ 𝑀有0𝑅𝑀 = 0𝑀

3.有𝑎 (−𝑥) = (−𝑎) 𝑥 = − (𝑎𝑥)

4.

(
𝑛∑
𝑖=1

𝑎𝑖

) ©­«
𝑚∑
𝑗=1

𝑥 𝑗
ª®¬ =

𝑛∑
𝑖=1

𝑚∑
𝑗=1

𝑎𝑖𝑥 𝑗

Definition 4.2 (子模)
1.设𝑅为幺环，𝑅上的模𝑀的一个非空子集𝑁称为𝑀的子模，如果𝑁在𝑀的加法运算和𝑅与𝑀的纯量乘法运算下成为一个𝑅模

Proposition 4.2
𝑁为𝑀的子模的充分必要条件是：（1）𝑁是加法群𝑀的子群；（2）对任何𝑎 ∈ 𝑅, 𝑥 ∈ 𝑁，有𝑎𝑥 ∈ 𝑁

Proof 一方面若𝑁为𝑀的子模，则已经蕴含着𝑁是一个交换群且𝑁是𝑀的子集，故𝑁是𝑀的子群，且由模的定义
纯量乘法：𝑅 × 𝑁 → 𝑁故𝑎 ∈ 𝑅, 𝑥 ∈ 𝑁，有𝑎𝑥 ∈ 𝑁
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4.1 模的基础概念

另一方面：若𝑁是加法群𝑀的子群；对任何𝑎 ∈ 𝑅, 𝑥 ∈ 𝑁，有𝑎𝑥 ∈ 𝑁
此时∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑁,∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅则
𝑎 (𝑥 + 𝑦) = 𝑎𝑥 + 𝑎𝑦其中能写出等号是将𝑥, 𝑦看成𝑀上的元素，其次利用 (2) 𝑎𝑥, 𝑎𝑦就属于𝑁，又𝑁为𝑀子群故𝑎𝑥 + 𝑎𝑦 ∈ 𝑁
(𝑎 + 𝑏) 𝑥 = 𝑎𝑥 + 𝑏𝑥同理
1𝑅𝑥 = 𝑥同理

𝑎 (𝑏𝑥) = (𝑏𝑎) 𝑥同理

�
Note（1）域𝐹上线性空间𝑉的一个非空子集𝑊是子模当且仅当𝑊是𝑉的线性子空间

（2）交换群𝐺的非空子集𝐻是𝐺作为Z－模的子模当且仅当𝐻是𝐺的子群

（3）将环𝑅看成𝑅－模，则𝑅的非空子集𝑅1是子模当且仅当𝑅1是𝑅的左理想

（4）如果A是域𝐹上线性空间𝑉上的线性变换，且将𝑉看成𝐹 [𝜆]－模，则𝑉的非空子集𝑊是子模，当且仅当𝑊是A的不变子空间

Proposition 4.3 (子模的和与交)
1.给定𝑅－模𝑀的两个子模𝑀1, 𝑀2，容易看出交集𝑀1 ∩ 𝑀2也是𝑀的子模

2.如果定义𝑀1 + 𝑀2 = {𝑥1 + 𝑥2 | 𝑥1 ∈ 𝑀1, 𝑥2 ∈ 𝑀2}则𝑀1 + 𝑀2也是𝑀的子模，称为子模𝑀1与𝑀2的和

值得注意的是，任意多个（可以无穷）子模的交一定是子模，而关于子模的和的结论只能推广到任何有限多个子模的和的情形

Definition 4.3
现设𝑆 ⊂ 𝑀为一个非空子集，则𝑀中所有包含𝑆的子模（例如，𝑀本身就是一个）的交还是𝑀的一个子模，称为由𝑆生成的子模，记为 [𝑆]
一般地，如果 [𝑆] = 𝑀，则称𝑆为𝑀的一个生成组
如果模𝑀中存在一个元素𝑦使得 [𝑦] = 𝑀，则称𝑀为循环模
模𝑀称为有限生成的，如果存在𝑀中的一个有限子集𝑆1，使得 [𝑆1] = 𝑀
显然，一个交换群𝐺作为Z－模是循环模当且仅当𝐺是循环群；而𝐺作为Z－模是有限生成模当且仅当𝐺是有限生成群

Proposition 4.4

试证明 [𝑆] =
{
𝑚∑
𝑖=1

𝑎𝑖𝑦𝑖 | 𝑚 ∈ N, 𝑎𝑖 ∈ 𝑅, 𝑦𝑖 ∈ 𝑆
}
．特别地𝑆 = {𝑥1 · · · 𝑥𝑘}有 [𝑆] = 𝑅𝑥1 + · · · + 𝑅𝑥𝑘

Definition 4.4 (模的内直和)
设𝑀的子模𝑀1, 𝑀2, · · · , 𝑀𝑠满足𝑀 = 𝑀1 + 𝑀2 + · · · + 𝑀𝑠
任意𝑀中元素𝑢表示成𝑢 = 𝑎1 + 𝑎2 + · · · + 𝑎𝑠 , 𝑎𝑖 ∈ 𝑀𝑖的方法是唯一的
则称𝑀为𝑀1, 𝑀2, · · · , 𝑀𝑠的（内）直和，记为𝑀 = 𝑀1 ⊕ 𝑀2 ⊕ · · · ⊕ 𝑀𝑠

Theorem 4.1
设𝑀𝑖 , 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑠为模𝑀的子模，且𝑀 = 𝑀1 + 𝑀2 + · · · + 𝑀𝑠，则下面三个条件等价
（1）𝑀 = 𝑀1 ⊕ 𝑀2 ⊕ · · · ⊕ 𝑀𝑠
（2）如果𝑎𝑖 ∈ 𝑀𝑖 , 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑠使得𝑎1 + 𝑎2 + · · · + 𝑎𝑠 = 0，则𝑎1 = 𝑎2 = · · · = 𝑎𝑠 = 0，简言之，0的表示法唯一．

（3）对任何𝑖，我们有𝑀𝑖 ∩ ©­«
∑
𝑗≠𝑖

𝑀 𝑗
ª®¬ = {0}.

Definition 4.5 (模的外直和)
设𝑁1, 𝑁2, · · · , 𝑁𝑛为𝑅－模，在直积集合𝑁 = 𝑁1 × 𝑁2 × · · · × 𝑁𝑛上定义加法以及𝑅与𝑁的纯量乘法如下
(𝑥1, · · · , 𝑥𝑛) + (𝑦1, · · · , 𝑦𝑛) = (𝑥1 + 𝑦1, · · · , 𝑥𝑛 + 𝑦𝑛)
𝑎 (𝑥1, · · · , 𝑥𝑛) = (𝑎𝑥1, · · · , 𝑎𝑥𝑛) , 𝑥𝑖 , 𝑦𝑖 ∈ 𝑁𝑖 , 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛, 𝑎 ∈ 𝑅
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4.1 模的基础概念

则𝑁成为一个𝑅－模，称为𝑁1, 𝑁2, · · · , 𝑁𝑛的外直和，记为𝑁 = 𝑁1 ⊗ · · · ⊗ 𝑁𝑛

Theorem 4.2
设𝑁 = 𝑁1 ⊗ 𝑁2 ⊗ · · · ⊗ 𝑁𝑛为𝑅模𝑁1, 𝑁2, · · · , 𝑁𝑛的外直和
令𝑁 ′

𝑖 = {(0, 0, · · · , 0, 𝑥𝑖 , 0, · · · , 0) ∈ 𝑁 | 𝑥𝑖 ∈ 𝑁𝑖}则𝑁 ′
𝑖为𝑁的子模，而且𝑁是𝑁

′
1, 𝑁

′
2, · · · , 𝑁 ′

𝑛的内直和

Proof 显然，对任何𝛼1, 𝛼2 ∈ 𝑁 ′
𝑖，有𝛼1 − 𝛼2 ∈ 𝑁 ′

𝑖，因此𝑁
′
𝑖是𝑁的加法子群

此外，对任何𝑎 ∈ 𝑅, 𝑥𝑖 ∈ 𝑁𝑖，有𝑎 (0, · · · , 0, 𝑥𝑖 , 0, · · · , 0) = (0, · · · , 0, 𝑎𝑥𝑖 , 0, · · · , 0) ∈ 𝑁 ′
𝑖，因此𝑁

′
𝑖是𝑁的子模

又对任何𝑥𝑖 ∈ 𝑁𝑖 , 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛， (𝑥1, · · · , 𝑥𝑛) = (𝑥1, 0, · · · , 0) + · · · + (0, · · · , 0, 𝑥𝑛)因此𝑁 = 𝑁 ′
1 + 𝑁 ′

2 + · · · + 𝑁 ′
𝑛

此外，条件显然成立，因此𝑁 = 𝑁 ′
1 ⊕ 𝑁 ′

2 ⊕ · · · ⊕ 𝑁 ′
𝑛．

Definition 4.6 (商模)
设𝑁为𝑅－模𝑀的子模，则作为加法群𝑁为𝑀的正规子群，因此商群𝑀/𝑁是交换群
现在定义𝑅与𝑀/𝑁的纯量乘法如下
𝑎(𝑥 + 𝑁) = 𝑎𝑥 + 𝑁, 𝑎 ∈ 𝑅, 𝑥 ∈ 𝑀则𝑀/𝑁在上述两种运算下成为一个𝑅－模，称为𝑀对𝑁的商模

Proof 我们先验证纯量乘法的定义是合理的．事实上，如果𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝑀，使得𝑥1 + 𝑁 = 𝑥2 + 𝑁，则𝑥1 − 𝑥2 ∈ 𝑁
因𝑁为子模，故∀𝑎 ∈ 𝑅, 𝑎 (𝑥1 − 𝑥2) = 𝑎𝑥1 − 𝑎𝑥2 ∈ 𝑁，从而𝑎𝑥1 + 𝑁 = 𝑎𝑥2 + 𝑁．这证明了纯量乘法的合理性
容易验证定义中的条件（1）－（4）成立，因此𝑀/𝑁是𝑅－模。

Definition 4.7 (模同态与模同构)
设𝑀1, 𝑀2为两个𝑅－模，一个由𝑀1到𝑀2的映射𝜙称为模同态，如果𝜙满足条件

（1）对任何𝑥, 𝑦 ∈ 𝑀1，有𝜙(𝑥 + 𝑦) = 𝜙(𝑥) + 𝜙(𝑦)
（2）对任何𝑎 ∈ 𝑅及𝑥 ∈ 𝑀1有𝜙(𝑎𝑥) = 𝑎𝜙(𝑥)
条件（1）说明𝜙是加法群𝑀1到𝑀2的群同态．如果一个模同态𝜙是满射，则称𝜙为满同态；如果模同态𝜙为双射，则称𝜙为模同构

显然，两个模同态的复合映射是模同态，一个模同构的逆映射也是模同构

如果模𝑀1与𝑀2之间存在一个同构，则称𝑀1与𝑀2是同构的，记为𝑀1 ≃ 𝑀2．显然，同构关系是𝑅－模的集合中的一种等价关系．

Proposition 4.5
设𝑅为幺环，𝑀1，𝑀2都为𝑅模，𝜑 : 𝑀1 → 𝑀2为模同态

1.Ker𝜑为𝑀1子模

2.Im𝜑为𝑀2子模

Theorem 4.3 (模同态基本定理)
设𝑅为幺环，𝑀1，𝑀2都为𝑅模，且𝜑为𝑀1 → 𝑀2的满模同态

1.𝑀1/Ker𝜑 � 𝑀2

2.𝜑建立了𝑀1中包含 Ker𝜑的子模与𝑀2中子模的一一对应

且若𝐻为子模且 Ker𝜑 ⊆ 𝐻则𝑀1/𝐻 � 𝑀2/𝜑 (𝐻)
3.若𝐻为𝑀1的子模，则𝐻 +Ker𝜑是𝜑 (𝐻)的完全原像且𝜑 (𝐻) = 𝜑 (𝐻 +Ker𝜑)
4.𝐻/𝐻 ∩Ker𝜑 � 𝜑 (𝐻) = 𝜑 (𝐻 +Ker𝜑)

�
Note [由一个交换群确定一个模]
对于任意的交换群𝐺，定义由该群结构唯一确定的环.

设𝐺为一加法交换群，记 End (𝐺)为𝐺上所有自同态的集合，并在其上定义∀𝑥 ∈ 𝐺
( 𝑓 + 𝑔) (𝑥) := 𝑓 (𝑥) + 𝑔 (𝑥) ( 𝑓 𝑔) (𝑥) := 𝑓 (𝑔 (𝑥))
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4.1 模的基础概念

则 End (𝐺)为一个幺环.
1.加法幺元为𝐺上的零同态， 𝑓的加法逆元为 − 𝑓其中 (− 𝑓 ) (𝑥) = − 𝑓 (𝑥)
2.乘法幺元为𝐺上的𝑖𝑑

此时我们可以将𝐺看成 End (𝐺)上的模

Definition 4.8 (模的自同态环)
现在考虑已知一个幺环𝑅，设𝑀为𝑅上的模，则考察所有模𝑀上的自同态集合记为 EndR (𝐺)
1.由模同态定义知道 EndR (𝐺) ⊆ End (𝐺)
2.其次 EndR (𝐺)为 End (𝐺)的幺子环
∀ 𝑓 , 𝑔 ∈ EndR (𝐺)与∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐺与∀𝑎 ∈ 𝑅此时
断言 𝑓 − 𝑔 ∈ EndR (𝐺)
因为 ( 𝑓 − 𝑔) (𝑥 + 𝑦) = 𝑓 (𝑥 + 𝑦) − 𝑔 (𝑥 + 𝑦) = 𝑓 (𝑥) − 𝑔 (𝑥) + 𝑓 (𝑦) − 𝑔 (𝑦) = 𝑓 (𝑥 + 𝑦) − 𝑔 (𝑥 + 𝑦)
这实际上是有 𝑓 , 𝑔 ∈ End (𝐺)继承过来的
且另外， ( 𝑓 − 𝑔) (𝑎𝑥) = 𝑓 (𝑎𝑥) − 𝑔 (𝑎𝑥) = 𝑎 𝑓 (𝑥) − 𝑎𝑔 (𝑥) = 𝑎 ( 𝑓 − 𝑔) (𝑥)

断言 𝑓 𝑔 ∈ End𝑅 (𝐺)这是因为， 𝑓 𝑔 (𝑥 + 𝑦) = 𝑓 (𝑔 (𝑥 + 𝑦)) = 𝑓 (𝑔 (𝑥) + 𝑔 (𝑦)) = 𝑓 (𝑔 (𝑥)) + 𝑓 (𝑔 (𝑦)) = 𝑓 𝑔 (𝑥) + 𝑓 𝑔 (𝑦)
另外 𝑓 𝑔 (𝑎𝑥) = 𝑓 (𝑔 (𝑎𝑥)) = 𝑓 (𝑎𝑔 (𝑥)) = 𝑎 𝑓 (𝑔 (𝑥)) = 𝑎 ( 𝑓 𝑔) (𝑥)
故 EndR (𝐺)为 End (𝐺)的幺子环
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4.2 自由模与其线性代数

4.2 自由模与其线性代数

Definition 4.9 (模上线性无关)
设𝑅为幺环，𝑀为一个𝑅模，若存在𝑀中元素𝑢1 · · · 𝑢𝑛满足
𝑛∑
𝑖=1

𝑎𝑖𝑢𝑖 = 0 ⇐⇒ 𝑎𝑖 = 0𝑎𝑖 ∈ 𝑅

则称𝑢1 · · · 𝑢𝑛线性无关

Definition 4.10 (模上的基)
设𝑅为幺环，𝑀为一个𝑅模，若存在𝑀中元素𝑢1 · · · 𝑢𝑛满足
1.𝑢1, · · · 𝑢𝑛生成𝑀，有：𝑀 = 𝑅𝑢1 + 𝑅𝑢2 + · · · + 𝑅𝑢𝑛亦即𝑀 = ⟨𝑢1 · · · 𝑢𝑛⟩
2.𝑢1 · · · 𝑢𝑛线性无关
则我们称𝑢1 · · · 𝑢𝑛𝑅模𝑀上的一组基

Corollary 4.1

♡此时我们类似于线性空间的知识能够知道模M的元素在选定基底下的表法唯一

�
Note设𝑅为幺环，定义集合𝑅 (𝑛) = 𝑅 × 𝑅 · · · × 𝑅 = {(𝑎1, 𝑎2 · · · 𝑎𝑛) |𝑎𝑖 ∈ 𝑅}
定义 : (𝑎1, 𝑎2 · · · 𝑎𝑛) + (𝑏1, 𝑏2 · · · 𝑏𝑛) = (𝑎1 + 𝑏1, 𝑎2 + 𝑏2 · · · 𝑎𝑛 + 𝑏𝑛)与𝑘 ∈ 𝑅且𝑘 (𝑎1, 𝑎2 · · · 𝑎𝑛) = (𝑘𝑎1, 𝑘𝑎2 · · · 𝑘𝑎𝑛)
1.𝑅 (𝑛)是𝐴𝑏𝑒𝑙群

2.𝑅 (𝑛)是一个左𝑅模

3.𝑅 (𝑛)上有基 {𝑒1 · · · 𝑒𝑛}其中𝑒𝑖 = (0, · · · 0, 1, 0 · · · 0)

Definition 4.11 (自由模)
设幺环𝑅，若幺环𝑅上的模𝑀与𝑅 (𝑛)同构，我们则称模𝑀为秩为𝑛的自由模

Theorem 4.4
设𝑅为幺环，则𝑀为秩为𝑛的自由模⇐⇒ 𝑀中存在𝑢1 · · · 𝑢𝑛作为𝑀的一组基

Proof 一方面：若𝑀为秩为𝑛的自由模，则𝑀 � 𝑅 (𝑛)设𝑅 (𝑛)到𝑀的模同构为𝜑

则容易验证𝜑 (𝑒1) · · · 𝜑 (𝑒𝑛)为𝑀的一组基

另一方面：若𝑀中有基 {𝑢1 · · · 𝑢𝑛}，那么构造映射𝜑 : 𝑀 → 𝑅 (𝑛) 𝜑

(
𝑛∑
𝑖=1

𝑎𝑖𝑢𝑖

)
=

𝑛∑
𝑖=1

𝑎𝑖𝑒𝑖

此时容易验证该映射是模同态 +满射 +单射

Theorem 4.5
设𝑅为幺环，𝑀是𝑅模，𝑢1 · · · 𝑢𝑛为𝑀中𝑛个元素
则𝑀是秩为𝑛的自由模，且一组基为𝑢1 · · · 𝑢𝑛
⇐⇒对于任一𝑅模𝑁及任意𝑛个𝑣1 · · · 𝑣𝑛为𝑁中元素，存在唯一的𝑀到𝑁的模同态𝜑使得𝜑 (𝑢1) = 𝑣𝑖

Proof 先证必要性：已知𝑀是秩为𝑛的自由模，且一组基为𝑢1 · · · 𝑢𝑛.此时对于任一𝑅模𝑁及任意𝑛个𝑣1 · · · 𝑣𝑛为𝑁中元素

先来说明唯一性，∀𝑥 ∈ 𝑀不妨设𝑥 =
𝑛∑
𝑖=1

𝑎𝑖𝑢𝑖那么𝜑 (𝑥) = 𝜑
(
𝑛∑
𝑖=1

𝑎𝑖𝑢𝑖

)
=

𝑛∑
𝑖=1

𝑎𝑖𝑣𝑖

故若这样的𝜑同态是存在的则其一定为如上形式

下证存在性，构造𝜑：𝑀 → 𝑁

𝑛∑
𝑖=1

𝑎𝑖𝑢𝑖 ↦→
𝑛∑
𝑖=1

𝑎𝑖𝑣𝑖

1.𝜑的确为一映射，因为∀𝑥 ∈ 𝑀则𝑥在基𝑢1 · · · 𝑢𝑛下的系数是唯一的，则在𝜑下的像亦唯一
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4.2 自由模与其线性代数

2.𝜑保持加法

3.𝜑保持乘法运算

4.𝜑把𝑢𝑖映到𝑣𝑖

这都是非常容易验证的

再来证明充分性：已知对于任一𝑅模𝑁及任意𝑛个𝑣1 · · · 𝑣𝑛为𝑁中元素，存在唯一的𝑀到𝑁的模同态𝜑使得𝜑 (𝑢1) = 𝑣𝑖
根据上个定理知道，我们只需证明𝑢1 · · · 𝑢𝑛为𝑀的一组基即可
1.说明𝑢1 · · · 𝑢𝑛生成𝑀即可，令𝑀1 = ⟨𝑢1 · · · 𝑢𝑛⟩，下说明𝑀1 = 𝑀

根据题意存在唯一的模同态A：𝑀 → 𝑀1且选取𝑀1当中的元素恰为𝑢1 · · · 𝑢𝑛
又设𝑖𝑛𝑐𝑙𝑢𝑠𝑖𝑜𝑛 L为𝑀1到𝑀中的嵌入映射

则L A为𝑀到𝑀的模同态且L A (𝑢𝑖) = 𝑢𝑖
但我们知道𝑀到𝑀自然有恒等映射𝑖𝑑，则根据题目条件就知道若取特殊的𝑁恰为𝑀本身就有

L A = 𝑖𝑑 =⇒ L为满射故𝑀1 = 𝑀

2.下说明𝑢1 · · · 𝑢𝑛线性无关

对于任一线性组合
𝑛∑
𝑖=1

𝑎𝑖𝑢𝑖 = 0此时根据题干取特殊的𝑁为𝑅 (𝑛)特殊的𝑣𝑖就为𝑒𝑖

𝜓模同态：𝑀 → 𝑅 (𝑛) 𝜓 (𝑢𝑖) = 𝑒𝑖

则
𝑛∑
𝑖=1

𝑎𝑖𝑢𝑖 = 0 =⇒ 𝜓

(
𝑛∑
𝑖=1

𝑎𝑖𝑢𝑖

)
= 0 =⇒

𝑛∑
𝑖=1

𝑎𝑖𝑒𝑖 = 0 =⇒ 𝑎𝑖 = 0证毕

�
Note设交换幺环 𝑅，且 𝑀 为 𝑅 上的 𝑛秩自由模，取定 𝑀 上的一组基记为 {𝑢1 · · · 𝑢𝑛}，此时对于任意 𝑀 中元素 𝑥，𝑥 可以被

基底唯一表出并且可以形式记作 𝑥 = (𝑢1 · · · 𝑢𝑛) (𝑎1 · · · 𝑎𝑛)𝑇 我们类似的将 (𝑎1 · · · 𝑎𝑛)𝑇 称之为坐标向量，且坐标向量显然是唯一
的。类似的我们也有两组基之间的过渡矩阵的说法，且关于行列式的计算可以平行的推广到这里来。

Theorem 4.6
设𝑅是交换幺环，𝑀是自由𝑅模，𝑢1, 𝑢2, · · · , 𝑢𝑛与𝑣1, 𝑣2, · · · , 𝑣𝑚是𝑀的两组基，则𝑚 = 𝑛

Proof 因为𝑢1, 𝑢2, · · · , 𝑢𝑛为基．作𝑅上的𝑛 × 𝑚矩阵𝑨满足 (𝑣1 · · · 𝑣𝑚) = (𝑢1 · · · 𝑢𝑛) 𝐴
同理 (𝑢1 · · · 𝑢𝑛) = (𝑣1 · · · 𝑣𝑚) 𝐵
=⇒ (𝑢1 · · · 𝑢𝑛) = (𝑢1 · · · 𝑢𝑛) 𝐴𝐵 =⇒ 𝐴𝐵 = 𝐼𝑛同理𝐵𝐴 = 𝐼𝑚

假设𝑛 < 𝑚．作𝑚阶方阵𝑨1，满足 row𝑖𝑨1 =

{
row𝑖𝑨, 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛

0, 𝑛 + 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑚
即𝑨1 =

(
𝑨

𝑶

)
再作𝑚阶方阵𝑩1满足 col𝑖𝑩1 =

{
col𝑖𝑩, 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛

0, 𝑛 + 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑚
即有𝑩1 =

(
𝑩 𝑶

)
于是有𝑩1𝑨1 = 𝑩𝑨 = 𝑰𝑚与数域P上方阵的行列式一样，可定义𝑅上的方阵的行列式，并有相应的性质

于是 det 𝑩1 · det 𝑨1 = 1但是 det 𝑩1 = det 𝑨1 = 0，矛盾，故𝑛 ⩾ 𝑚．类似可证𝑚 ⩾ 𝑛，故𝑚 = 𝑛．

Corollary 4.2

♡设𝑅为交换幺环，𝑀与𝑁都为𝑅上的自由模，则𝑀 � 𝑁 ⇐⇒ 𝑀与𝑁有相同的秩

Proposition 4.6
Z为秩为1的自由Z模，且1是基，但是对于元素2来说其是线性无关的，但是并不是基

Z为秩为1的自由Z模，且1是基， {2}是线性无关的且 {1, 2}是线性相关的，但是1不能由2线性表出
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Theorem 4.7
设𝑅为交换幺环，𝑀为𝑅上的秩为𝑛的自由模，则𝐸𝑛𝑑𝑅 (𝑀) � 𝑀𝑛 (𝑅)为环同构，其中𝑀𝑛 (𝑅)为环𝑅上的𝑛阶矩阵环

Proof 取定𝑀的基 {𝑢1 · · · 𝑢𝑛}，取定𝜑 ∈ 𝐸𝑛𝑑𝑅 (𝑀)，则我们有𝜑在基下的表示阵𝑀 (𝜑)这由𝜑唯一确定
即𝜑 (𝑢1 · · · 𝑢𝑛) = (𝑢1 · · · 𝑢𝑛) 𝑀 (𝜑)
故上述过程确定了一个映射𝜎 : 𝐸𝑛𝑑𝑅 (𝑀) → 𝑀𝑛 (𝑅) 𝝋 ↦→ 𝑀 (𝜑)
接下去需要说明上述𝜎为双射且为一个环同态

1.单射，若𝑀 (𝜑1) = 𝑀 (𝜑2)，那么我们就知道𝜑1与𝜑2在基 {𝑢1 · · · 𝑢𝑛}下的像是一样的
故∀𝑥 ∈ 𝑀故𝜑1与𝜑2在𝑥下的像都一样故𝜑1 = 𝜑2

2.满射：取定𝐴 ∈ 𝑀𝑛 (𝑅)，则存在𝑣1 · · · 𝑣𝑛 ∈ 𝑀使得 (𝑣1 · · · 𝑣𝑛) = (𝑢1 · · · 𝑢𝑛) 𝐴
那么由自由模泛性质的刻画知：对于𝑅上的自由模𝑀及其𝑣1 · · · 𝑣𝑛，存在唯一的𝑀到𝑀的模同态𝜓使得𝜓 (𝑢𝑖) = 𝑣𝑖
故𝜓 (𝑢1 · · · 𝑢𝑛) = (𝑢1 · · · 𝑢𝑛) 𝐴故满射证毕
3.下说明𝜎是一个环同态

设𝜂, 𝜉 ∈ 𝐸𝑛𝑑𝑅 (𝑀)，说明𝜎 (𝜂 + 𝜉) = 𝜎 (𝜂) + 𝜎 (𝜉)与𝜎 (𝜂𝜉) = 𝜎 (𝜂) 𝜎 (𝜉)
对于任意的𝑢𝑖我们有 (𝜂 + 𝜉) (𝑢𝑖) = 𝜂 (𝑢𝑖) + 𝜉 (𝑢𝑖) =⇒ (𝜂 + 𝜉) (𝑢1 · · · 𝑢𝑛) = 𝜂 (𝑢1 · · · 𝑢𝑛) + 𝜉 (𝑢1 · · · 𝑢𝑛)
=⇒ (𝑢1 · · · 𝑢𝑛) 𝑀 (𝜂 + 𝜉) = (𝑢1 · · · 𝑢𝑛) 𝑀 (𝜉) + (𝑢1 · · · 𝑢𝑛) 𝑀 (𝜂) =⇒ 𝑀 (𝜂 + 𝜉) = 𝑀 (𝜉) + 𝑀 (𝜂) =⇒ 𝜎 (𝜂 + 𝜉) = 𝜎 (𝜂) + 𝜎 (𝜉)
再者 (𝜂𝜉) (𝑢𝑖) = 𝜂 (𝜉 (𝑢𝑖)) = 𝜂 ((𝑢1 · · · 𝑢𝑛) col𝑖𝑀 (𝜉)) = (𝜂 (𝑢1) · · · 𝜂 (𝑢𝑛)) col𝑖𝑀 (𝜉) = (𝑢1 · · · 𝑢𝑛) 𝑀 (𝜂) col𝑖𝑀 (𝜉)
则有 col𝑖 (𝑀 (𝜂𝜉)) = 𝑀 (𝜂) col𝑖𝑀 (𝜉) = col𝑖 (𝑀 (𝜂) 𝑀 (𝜉)) =⇒ 𝑀 (𝜂𝜉) = 𝑀 (𝜂) 𝑀 (𝜉)
证毕

Theorem 4.8
设𝑅为可换幺环，𝑀为𝑅上的𝑛秩自由模， {𝑢1 · · · 𝑢𝑛}为𝑀的一组基，且𝜑 ∈ 𝐸𝑛𝑑𝑅 (𝑀)，那么有等价论断
1.𝜑为可逆映射

2.𝜑为𝑀上的模自同构

3.𝜑 (𝑢1) · · · 𝜑 (𝑢𝑛)为一组基
4.𝑀 (𝜑)为可逆阵
5. det (𝑀 (𝜑))为𝑅上可逆元

Proof 1. =⇒ 2.显然

2. =⇒ 3.反证法若𝜑 (𝑢1) · · · 𝜑 (𝑢𝑛)并非为一组基，那么就𝜑 (𝑢1) · · · 𝜑 (𝑢𝑛)要么线性相关要么生成不出𝑀
3. =⇒ 4.此时𝜑在基下的矩阵即两组基之间的过渡矩阵，而过渡矩阵是可逆的

4. =⇒ 5.𝑀 (𝜑)可逆阵则存在𝑀 (𝜑) 𝐵 = 𝐼𝑛取行列式 =⇒ det (𝑀 (𝜑)) · det (𝐵) = 1 =⇒ det (𝑀 (𝜑))为𝑅上可逆元
5. =⇒ 4.构造类似的伴随矩阵即可

4. =⇒ 1.根据𝐸𝑛𝑑𝑅 (𝑀) � 𝑀𝑛 (𝑅)此时，则有𝑀 (𝜑) 𝐵 = 𝐼𝑛 ⇐⇒ 𝜑𝜓 = 𝑖𝑑故𝜑为可逆映射
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4.3 模的直和

Definition 4.12 (外直和)
设𝑅为幺环，且𝑀1 ∼ 𝑀𝑛为𝑅上的模，构造乘积集合

𝑀 = 𝑀1 × · · · × 𝑀𝑛 := {(𝑥1, · · · 𝑥𝑛)：𝑥𝑖 ∈ 𝑀𝑖}并在该集合上定义如下的运算
(𝑥1 · · · 𝑥𝑛) , (𝑦1 · · · 𝑦𝑛) ∈ 𝑀，𝑎 ∈ 𝑅
(𝑥1 · · · 𝑥𝑛) + (𝑦1 · · · 𝑦𝑛) = (𝑥1 + 𝑦1, · · · 𝑥𝑛 + 𝑦𝑛)
𝑎 (𝑥1 · · · 𝑥𝑛) = (𝑎𝑥1 · · · 𝑎𝑥𝑛)

容易验证𝑀为𝑅上的模，将其称之为𝑀𝑖的外直和记作𝑀 =
𝑛⊕
𝑖=1

𝑀𝑖

若记𝑀∗
1 := {(𝑥1, 0, · · · , 0)：𝑥1 ∈ 𝑀1}类似的定义𝑀∗

2 · · ·
此时容易验证𝑀∗

𝑖为𝑀的子模，且构造映射𝜑 : 𝑀∗
1 → 𝑀1 (𝑥1, 0, · · · , 0) ↦→ 𝑥1易知有模同构𝑀

∗
1 � 𝑀1

Theorem 4.9 (外直和的泛性质)
设𝑅为幺环，𝑀1 ∼ 𝑀𝑛都为𝑅上的模，𝑁也为𝑅模，且𝑀𝑖到𝑁有模同态𝜑𝑖

则存在唯一的模同态𝜑：𝑀 =
⊕𝑛

𝑖=1 𝑀𝑖 → 𝑁 且𝜑 ((0, · · · 𝑥𝑖 , 0 · · · 0)) = 𝜑𝑖 (𝑥𝑖)

Proof 先证明唯一性：若存在这样的模同态，则∀ (𝑥1 · · · 𝑥𝑛) ∈ 𝑀

此时𝜑 (𝑥1 · · · 𝑥𝑛) = 𝜑
(
𝑛∑
𝑖=1

𝑥∗𝑖

)
=

𝑛∑
𝑖=1

𝜑𝑖 (𝑥𝑖)故说明了𝜑的作用像是不依赖于𝜑的故唯一性证毕

存在性只需定义𝜑的作用即为
𝑛∑
𝑖=1

𝜑𝑖 (𝑥𝑖)即可

Definition 4.13 (内直和)
设𝑅为幺环，𝑀为𝑅上的模，𝑁1 ∼ 𝑁𝑘为𝑀的子模，且有
1.𝑀 = 𝑁1 + 𝑁2 + · · · + 𝑁𝑘
2.𝑁𝑖 ∩ (𝑁1 + · · · + 𝑁𝑖−1 + 𝑁𝑖+1 + · · · + 𝑁𝑘) = {0} (∀1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑘)
则称𝑀为𝑁1 ∼ 𝑁𝑘的内直和

Theorem 4.10
设𝑅为幺环，𝑀为𝑅上的模，𝑁1 ∼ 𝑁𝑘为𝑀的子模，且满足
1.𝑀 = 𝑁1 + 𝑁2 + · · · + 𝑁𝑘
2.𝑁𝑖 ∩ (𝑁1 + · · · + 𝑁𝑖−1 + 𝑁𝑖+1 + · · · + 𝑁𝑘) = {0} (∀1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑘)
此时构造如下的映射

𝜑：
⊕𝑘

𝑖=1 𝑁𝑖 → 𝑀 (𝑥1 · · · 𝑥𝑘) ↦→ 𝑥1 + · · · + 𝑥𝑘 则𝜑建立了模同构
⊕𝑘

𝑖=1 𝑁𝑖 � 𝑀

Proof 一方面满射显然有内直和的1.保证

另一方面若𝑥1 + · · · + 𝑥𝑘 = 𝑦1 + · · · + 𝑦𝑘 =⇒ 𝑥1 − 𝑦1 = 𝑦2 − 𝑥2 + · · · + 𝑦𝑘 − 𝑥𝑘
=⇒ 𝐿𝐻𝑆 ∈ 𝑁1; 𝑅𝐻𝑆 ∈ 𝑁2 + · · · + 𝑁𝑘 =⇒ 𝑥1 − 𝑦1 = 𝑦2 − 𝑥2 + · · · + 𝑦𝑘 − 𝑥𝑘 = 0

=⇒ 𝑥1 = 𝑦1且有𝑥2 + · · · + 𝑥𝑘 = 𝑦2 + · · · + 𝑦𝑘类似的下去得到所有𝑥𝑖 = 𝑦𝑖
再者模同态容易验证
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4.3 模的直和

Definition 4.14 (模无关的定义)
设𝑅为幺环，设𝑀1 ∼ 𝑀𝑛为𝑅上的模，若𝑀𝑖 ∩ (𝑀1 + · · · + 𝑀𝑖−1 + 𝑀𝑖 + · · · + 𝑀𝑛) = {0} (∀1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛)
则称𝑀1 ∼ 𝑀𝑛这些模是无关的

Proposition 4.7
设𝑅为幺环，𝑀是𝑅模，若𝑥1 · · · 𝑥𝑛是𝑀中𝑛个线性无关的向量
则𝑅𝑥𝑖是𝑀的子模，且是无关的。但是逆命题不对

Proof 先证明𝑅𝑥𝑖是子模，有定义𝑅𝑥𝑖 := {𝑟𝑥𝑖：𝑟 ∈ 𝑅}
此时𝑟1𝑥𝑖 − 𝑟2𝑥𝑖 = (𝑟1 − 𝑟2) 𝑥𝑖 ∈ 𝑅𝑥𝑖且𝑟1 · 𝑟2𝑥𝑖 = (𝑟1𝑟2) 𝑥𝑖 ∈ 𝑅𝑥𝑖
所以𝑅𝑥𝑖是𝑀的子模

此时∀𝑥 ∈ 𝑅𝑥1 ∩ (𝑅𝑥2 + · · · + 𝑅𝑥𝑛)；故不妨设𝑥 = 𝑟1𝑥1 = 𝑟2𝑥2 + · · · + 𝑟𝑛𝑥𝑛
=⇒ 𝑟1𝑥1 − 𝑟2𝑥2 − · · · − 𝑟𝑛𝑥𝑛 = 0 =⇒ 𝑟1 = 𝑟2 = · · · = 𝑟𝑛 = 0故此时𝑥 = 0类似的可以证明其他交也为零

但是逆命题不对，例如增加一个𝑥𝑛+1 = 0,此时𝑅𝑥𝑖仍然后无关的，但是𝑥1 · · · 𝑥𝑛, 𝑥𝑛+1显然是线性相关的

Corollary 4.3

♡但是把上述命题的 R幺环改为域则此时子模无瓜与向量线性无关就等价了

Proposition 4.8
设𝑅为幺环，𝑀1, 𝑀2为𝑅上自由模

1.𝑀 = 𝑀1 ⊕ 𝑀2为自由𝑅模且”和的秩 =秩的和”。和的基 =基的并

Theorem 4.11

设𝑀为模，𝑀1 ∼ 𝑀𝑠为𝑀的子模且𝑀 =
𝑠⊕
𝑖=1

𝑀𝑖，又𝑁为𝑀的子模，且𝑁 =
𝑠⊕
𝑖=1

𝑁𝑖且𝑁𝑖 ⊆ 𝑀𝑖

则𝑀/
𝑠⊕
𝑖=1

𝑁𝑖 =
𝑠⊕
𝑖=1

𝑀𝑖/
𝑠⊕
𝑖=1

𝑁𝑖 �
𝑠⊕
𝑖=1

(𝑀𝑖/𝑁𝑖)
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4.4 主理想整环上的有限生成模

4.4 主理想整环上的有限生成模

4.4.1 p.i.d上的有限生成模结构 1

Example 4.1一般环上的自由模的子模未必是自由模
例如Z6上的模Z6,是自由模因为有基

{
1̄
}
,但其子模

〈
2̄
〉
=

{
0̄, 2̄, 4̄

}
并不是自由模

一方面：
〈
2̄
〉
=

{
0̄, 2̄, 4̄

}
并不是零模，且也不是秩大于等于1的自由模，因为若是必然有线性无关的元素

但是3̄乘去全为0̄

Proposition 4.9
主理想整环上的自由模的子模必定是自由模，而且子模的秩不超过模本身的秩.

Proof 以主理想整环设为𝐷设𝑀为𝐷上的自由模，设其秩为𝑟 (𝑀)，𝑀的子模记为𝑁
我们对𝑟 (𝑀)做归纳法，当𝑟 (𝑀) = 0时，此时𝑁 ⊆ 𝑀 = {0}，故𝑟 (𝑁) = 0为零模

假设𝑟 (𝑀) = 𝑛 − 1时成立，此时当𝑟 (𝑀) = 𝑛时

取定𝑀的一组基 {𝑒1 · · · 𝑒𝑛}，构造集合𝐼 =
{
𝑎1 ∈ 𝐷：

𝑛∑
𝑖=1

𝑎𝑖𝑒𝑖 ∈ 𝑁
} (
即𝑁中元素写成基表示之后𝑒1的系数

)
断言𝐼是𝐷上的理想原因如下：

1.∀𝑎1, 𝑎∗1 ∈ 𝐼则存在两个元素𝑎1𝑒1 + 𝑎2𝑒2 + · · · + 𝑎𝑛𝑒𝑛与𝑎∗1𝑒1 + 𝑎∗2𝑒2 + · · · + 𝑎∗𝑛𝑒𝑛都属于𝑁
此时相减得到

(
𝑎1 − 𝑎∗1

)
𝑒1 + · · · +

(
𝑎𝑛 − 𝑎∗𝑛

)
𝑒𝑛由𝑁为子模知道

(
𝑎1 − 𝑎∗1

)
𝑒1 + · · · +

(
𝑎𝑛 − 𝑎∗𝑛

)
𝑒𝑛 ∈ 𝑁

故𝑎1 − 𝑎∗1 ∈ 𝐼
2.∀𝑑 ∈ 𝐷与𝑎1 ∈ 𝐼此时存在元素𝑎1𝑒1 + 𝑎2𝑒2 + · · · + 𝑎𝑛𝑒𝑛属于𝑁，
此时由于𝑁是子模知：𝑑 (𝑎1𝑒1 + 𝑎2𝑒2 + · · · + 𝑎𝑛𝑒𝑛) ∈ 𝑁 =⇒ 𝑑𝑎1 ∈ 𝐼
故𝐼是𝐷上的理想

故有𝑑 ∈ 𝐷使得 ⟨𝑑⟩ = 𝐼
若𝑑 = 0则𝐼 = 0，这也意味着𝑁中元素拆为基底表示后𝑒1前系数均为0，则𝑁 ⊆ ⟨𝑒2 · · · 𝑒𝑛⟩
利用归纳假设知，𝑁为自由模，且𝑁的秩小于等于𝑛 − 1进而小于等于𝑛

若𝑑 ≠ 0，那么𝑑 ∈ 𝐼就知道存在元素 𝑓 = 𝑑𝑒1 + · · · + 𝑑𝑛𝑒𝑛 ∈ 𝑁其中𝑑 ≠ 0,此时自然 𝑓 ≠ 0

那么 𝑓 ∉ ⟨𝑒2 · · · 𝑒𝑛⟩
下面断言𝑁 = 𝐷 𝑓 ⊕ (𝑁 ∩ ⟨𝑒2 · · · 𝑒𝑛⟩)
先说明𝑁 = 𝐷 𝑓 + (𝑁 ∩ ⟨𝑒2 · · · 𝑒𝑛⟩)
1.𝑅𝐻𝑆 ⊆ 𝐿𝐻𝑆显然

2.∀𝑔 ∈ 𝑁不妨设𝑔 = 𝑎1𝑒1 + · · · + 𝑎𝑛𝑒𝑛 𝑎1 ∼ 𝑎𝑛 ∈ 𝐷
其中𝑎1 ∈ 𝐼 = ⟨𝑑⟩故有𝑎∗1 ∈ 𝐷使得𝑎∗1𝑑 = 𝑎1

故𝑔 − 𝑎∗1 𝑓 =
(
𝑎2 − 𝑎∗1𝑑2

)
𝑒2 +

(
𝑎3 − 𝑎∗1𝑑3

)
𝑒3 + · · · +

(
𝑎𝑛 − 𝑎∗1𝑑𝑛

)
𝑒𝑛

此时𝑔 ∈ 𝑁且 𝑓 ∈ 𝑁 =⇒ 𝑔 − 𝑎∗1 𝑓 ∈ 𝑁 =⇒
(
𝑎2 − 𝑎∗1𝑑2

)
𝑒2 +

(
𝑎3 − 𝑎∗1𝑑3

)
𝑒3 + · · · +

(
𝑎𝑛 − 𝑎∗1𝑑𝑛

)
𝑒𝑛 ∈ 𝑁

且
(
𝑎2 − 𝑎∗1𝑑2

)
𝑒2 +

(
𝑎3 − 𝑎∗1𝑑3

)
𝑒3 + · · · +

(
𝑎𝑛 − 𝑎∗1𝑑𝑛

)
𝑒𝑛 ∈ ⟨𝑒2 · · · 𝑒𝑛⟩

故
(
𝑎2 − 𝑎∗1𝑑2

)
𝑒2 +

(
𝑎3 − 𝑎∗1𝑑3

)
𝑒3 + · · · +

(
𝑎𝑛 − 𝑎∗1𝑑𝑛

)
𝑒𝑛 ∈ (𝑁 ∩ ⟨𝑒2 · · · 𝑒𝑛⟩)

故𝑔 = 𝑎∗1 𝑓 +
(
𝑎2 − 𝑎∗1𝑑2

)
𝑒2 +

(
𝑎3 − 𝑎∗1𝑑3

)
𝑒3 + · · · +

(
𝑎𝑛 − 𝑎∗1𝑑𝑛

)
𝑒𝑛 ∈ 𝐷 𝑓 + (𝑁 ∩ ⟨𝑒2 · · · 𝑒𝑛⟩)

这就说明了𝐿𝐻𝑆 ⊆ 𝑅𝐻𝑆故𝑁 = 𝐷 𝑓 + (𝑁 ∩ ⟨𝑒2 · · · 𝑒𝑛⟩)
3.在说明𝐷 𝑓 + (𝑁 ∩ ⟨𝑒2 · · · 𝑒𝑛⟩)的和是直和
∀𝑥 ∈ 𝐷 𝑓 ∩ (𝑁 ∩ ⟨𝑒2 · · · 𝑒𝑛⟩)则可以设𝑥 = ℎ 𝑓 = 𝑏2𝑒2 + · · · + 𝑏𝑛𝑒𝑛

(
其中ℎ, 𝑏2 ∼ 𝑏𝑛均属于𝐷

)
=⇒ ℎ𝑑𝑒1 + ℎ𝑑2𝑒2 + · · · + ℎ𝑑𝑛𝑒𝑛 = 𝑏2𝑒2 + · · · + 𝑏𝑛𝑒𝑛 =⇒又 {𝑒1 · · · 𝑒𝑛}为一组基 =⇒ ℎ𝑑 = 0

=⇒ 𝑑 ≠ 0且𝐷为主理想整环自然是无零因子环故ℎ = 0

=⇒ 𝑥 = 0故为直和
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4.4 主理想整环上的有限生成模

综上𝑁 = 𝐷 𝑓 ⊕ (𝑁 ∩ ⟨𝑒2 · · · 𝑒𝑛⟩)
此时𝐷 𝑓即为1秩自由模，𝑁 ∩ ⟨𝑒2 · · · 𝑒𝑛⟩ ⊆ ⟨𝑒2 · · · 𝑒𝑛⟩
利用归纳假设故𝑁 ∩ ⟨𝑒2 · · · 𝑒𝑛⟩为一个自由模且其秩小于等于𝑛 − 1

再利用自由模的直和为自由模且和的秩等于秩的和与和的基等于基的并

证毕

Corollary 4.4

♡主理想整环有限生成模的子模仍然是有限生成模

Proof 设𝐷为主理想整环，𝐷上的一有限生成模𝑀，其子模𝑁
下说明𝑁也是有限生成的

设𝑀的一有限的生成组为 {𝑔1 · · · 𝑔𝑛}则 ⟨𝑔1 · · · 𝑔𝑛⟩ = 𝑀
构造自由模𝐷𝑛并设其一组基𝑒1 · · · 𝑒𝑛，由自由模的泛性质知道存在唯一的模同态𝜑使得𝜑 (𝑒𝑖) = 𝑔𝑖
且因为𝑔1 · · · 𝑔𝑛为𝑀的生成组，故很简单知道𝜑还是满同态
由模同构基本定理知道，𝜑建立了𝐷𝑛中包含 Ker𝜑的子模与𝑀中子模的一一对应
故𝜑建立了𝜑−1 (𝑁)与𝑁的对应.而由上个命题𝑃𝐼𝐷上的自由模的子模仍然是自由模，且秩变小
故𝜑−1 (𝑁)是𝐷𝑛的子模，是一个自由模，且其秩小于等于𝑛，不妨设其一组基为 𝑓1 · · · 𝑓𝑟
此时𝜑 ( 𝑓1) · · · 𝜑 ( 𝑓𝑟 )就生成了𝑁
因为∀𝑥 ∈ 𝑁其𝜑−1 (𝑥) ∈ 𝜑−1 (𝑁) = ⟨ 𝑓1 · · · 𝑓𝑟 ⟩故𝜑−1 (𝑥) = 𝑎1 𝑓1 + · · · + 𝑎𝑟 𝑓𝑟 =⇒ 𝑥 = 𝑎1𝜑 ( 𝑓1) + · · · + 𝑎𝑟𝜑 ( 𝑓𝑟 )
故𝑁也是有限生成的证毕

Definition 4.15
1.设𝑅为幺环，设𝑀为𝑅上的模，设𝑥 ∈ 𝑀
若存在0 ≠ 𝑎 ∈ 𝑅使得𝑎𝑥 = 0则称𝑥为扭元

(
显然0为扭元

)
若不存在这样的0 ≠ 𝑎或者说只有零元能做到则称𝑥为非扭元

(
自由元

)
2.设𝑅为幺环，设𝑀为𝑅上的模

若𝑀中每个元素都是扭元则称扭模

若𝑀中每个非零元素都是自由元则称无扭模

3.设𝑅为幺环，𝑀为𝑅上的模，𝑥 ∈ 𝑀则记
𝑎𝑛𝑛𝑖ℎ𝑖𝑙𝑎𝑡𝑜𝑟 (𝑥) = 𝑎𝑛𝑛 (𝑥) = {𝑎 ∈ 𝑅：𝑎𝑥 = 0}为𝑥的零化子
显然𝑎𝑛𝑛 (𝑥)为𝑅的左理想，且若𝑅可换则为双边理想，且𝑥 ≠ 0此时𝑥为扭元⇐⇒ 𝑎𝑛𝑛 (𝑥) ≠ {0}
4.设𝑅为整环，𝑀为𝑅模，

若𝑅为交换环，𝑀为𝑅模则设所有扭元集合构成𝑡𝑜𝑟𝑖𝑠𝑜𝑛 𝑠𝑢𝑏𝑚𝑜𝑑𝑒𝑙为𝑀的子模𝑇𝑜𝑟 (𝑀) 𝑇𝑜𝑟 (𝑀) ={
𝑥 ∈ 𝑀：∃𝑎 ∈ 𝑅使得𝑎𝑥 = 0

}
若𝑅为交换环且为无零因子环

(
进一步为整环

)
则且商模𝑀/𝑇𝑜𝑟 (𝑀)为无扭模

Problem 4.1 1.𝑀为有限𝐴𝑏𝑒𝑙群，则𝑀作为Z模是扭模

2.设𝑀为域𝐹上的线性空间，则𝑀作为𝐹模是无扭模

3.设𝑉是域𝐹上的有限维线性空间，A是𝑉上的线性变换，𝐹 [𝜆]是𝐹上的一元多项式环，
𝑓 (𝜆) ∈ 𝐹 [𝜆]则 𝑓 (𝜆) (𝛼) := 𝑓 (A ) (𝛼)，此时𝑉为扭模
4.整环𝑅上的自由模一定为无扭模

(
设一组基证

)
5.有理数加群Q作为Z模是无扭模，但不是Z上的自由模

(
可看为4.的逆命题不真

)
©­­«
无扭模显然，且容易证明Q中任意两个元素都是线性相关，故若是自由模则秩小于等于2，且Q中有非零元

故Q的秩为1，设Q =

〈
𝑞

𝑝

〉
,则

𝑞

𝑝
+ 1

2𝑝
不能由其表示矛盾

ª®®¬
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4.4 主理想整环上的有限生成模

Lemma 4.1
设𝑀为主理想整环𝐷上的有限生成的无扭模，则𝑀为𝐷上的自由模

Proof 不妨设𝑀的生成组为：𝑥1 · · · 𝑥𝑚 ∈ 𝑀且𝑥𝑖均不为0有 ⟨𝑥1 · · · 𝑥𝑚⟩ = 𝑀
显然 {𝑥1}一定线性无关否则𝑥1即为扭元矛盾，那么类似于极大线性无关组的想法(
这里利用无扭模证明了极大无关组的存在性

)
我们可以不妨设极大无关组为 ⟨𝑥1 · · · 𝑥𝑟 ⟩此时有
𝑟∑
𝑘=1

𝑎𝑘 𝑗𝑥𝑘 + 𝑎 𝑗𝑥 𝑗 = 0
(
∀𝑟 + 1 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑚且𝑎𝑘 𝑗与0 ≠ 𝑎 𝑗 ∈ 𝐷

)
记作𝑎 = 𝑎𝑟+1 × · · · × 𝑎𝑚因为𝐷无零因子则𝑎 ≠ 0

构造映射𝜑：𝑀 → 𝑀 𝑥 ↦→ 𝑎𝑥

容易验证𝜑为模同态则𝜑 : 𝑀 → 𝜂 (𝑀)为一满同态故𝑀/Ker𝜑 � 𝜑 (𝑀)
而 Ker𝜑 = {𝑥 ∈ 𝑀：𝜑 (𝑥) = 0} = {𝑥 ∈ 𝑀：𝑎𝑥 = 0} 因为无扭模

============ {0}故𝑀 � 𝜑 (𝑀)
我们希望𝜑 (𝑀)即为𝐷上的自由模即可
而我们知道主理想整环上的自由模的子模是自由模所以我们希望𝜑 (𝑀)是某一个𝐷上的自由模的子模

令𝑁 = ⟨𝑥1 · · · 𝑥𝑟 ⟩ = 𝐷𝑥1 + · · · + 𝐷𝑥𝑟下面说明𝜑 (𝑀)是𝑁的子模即可
而模同态像仍为模，故𝜑 (𝑀)是模只需证明𝜑 (𝑀) ⊆ 𝑁即可

注意到𝑥1 · · · 𝑥𝑚是𝑀的生成组故𝜑 (𝑥1) · · · 𝜑 (𝑥𝑚)是𝜑 (𝑀)生成组
所以要证明𝜑 (𝑀) ⊆ 𝑁只需证明𝜑 (𝑥1) · · · 𝜑 (𝑥𝑚) ∈ 𝑁 = ⟨𝑥1 · · · 𝑥𝑟 ⟩
而𝜑 (𝑥1) = 𝑎𝑥1 · · · · · · 𝜑 (𝑥𝑟 ) = 𝑎𝑥𝑟 ∈ 𝑁

但是𝜑 (𝑥𝑟+1) = 𝑎𝑥𝑟+1 = 𝑎𝑟+1 × · · · × 𝑎𝑚𝑥𝑟+1 = 𝑎𝑟+2 × · · · × 𝑎𝑚 (−𝑎1𝑟+1𝑥1 − · · · − 𝑎𝑟𝑟+1𝑥𝑟 ) = 𝑎𝑟+1 × · · · × 𝑎𝑚 ×
(
−

𝑟∑
𝑘=1

𝑎𝑘𝑟+1𝑥𝑘

)
∈ 𝑁

一般的对于𝑟 + 1 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑚有𝜑
(
𝑥 𝑗

)
= 𝑎𝑟+1 × · · · 𝑎 𝑗 × · · · 𝑎𝑚 ×

(
−

𝑟∑
𝑘=1

𝑎𝑘 𝑗𝑥𝑘

)
∈ 𝑁

Theorem 4.12 (主理想整环上有限生成模的分解结构 1)
设𝐷为一个主理想整环，𝑀是有限生成的𝐷模，则存在𝑀的自由子模𝑁使得𝑀 = 𝑇𝑜𝑟𝑀 ⊕ 𝑁
且𝑁在同构意义下唯一

Proof 令𝑀 = 𝑀/𝑇𝑜𝑟𝑀由前文知道这是一个无扭模 设𝑀的生成组为𝑥1 · · · 𝑥𝑚则有 ⟨𝑥1 · · · 𝑥𝑚⟩ = 𝑀
设𝜋为𝑀到𝑀的自然映射，于是𝜋 (𝑥1) · · · · · · 𝜋 (𝑥𝑚)为𝑀的生成组，
则由引理知道𝑃𝐼𝐷上有限生成的无扭模是自由模即𝑀是自由模

故存在𝑒1 · · · 𝑒𝑟 ∈ 𝑀使得𝜋 (𝑒1) · · · 𝜋 (𝑒𝑟 )是𝑀的一组基
令𝑁 = ⟨𝑒1 · · · 𝑒𝑟 ⟩ = 𝐷𝑒1 + · · · + 𝐷𝑒𝑟
此时断言𝑒1 · · · 𝑒𝑟线性无关
若𝑎1𝑒1 + · · · + 𝑎𝑟 𝑒𝑟 = 0 =⇒ 𝑎1𝜋 (𝑒1) + · · · + 𝑎𝑟𝜋 (𝑒𝑟 ) = 0̄ =⇒ 𝑎1 = 𝑎2 = · · · = 𝑎𝑟 = 0

故𝑁是一个𝑟秩自由模

下说明𝑀 = 𝑇𝑜𝑟𝑀 + 𝑁
一方面𝑅𝐻𝑆 ⊆ 𝐿𝐻𝑆,另一方面∀𝑥 ∈ 𝑀则𝜋 (𝑥) ∈ 𝑀/𝑇𝑜𝑟𝑀
=⇒ 𝜋 (𝑥) = 𝑏1𝜋 (𝑒1) + · · · + 𝑏𝑟𝜋 (𝑒𝑟 ) =⇒ 𝑥 + 𝑇𝑜𝑟𝑀 = 𝑏1𝑒1 + · · · + 𝑏𝑟 𝑒𝑟 + 𝑇𝑜𝑟𝑀
=⇒ 𝑥 − 𝑏1𝑒1 − · · · − 𝑏𝑟 𝑒𝑟 ∈ 𝑇𝑜𝑟𝑀故𝐿𝐻𝑆 ⊆ 𝑅𝐻𝑆

再者，∀𝑧 ∈ 𝑇𝑜𝑟𝑀 ∩ 𝑁，因为𝑧 ∈ 𝑇𝑜𝑟𝑀故𝑧为𝑀中扭元，
且𝑧 ∈ 𝑁 = ⟨𝑒1 · · · 𝑒𝑟 ⟩即𝑁是主理想整环上的自由模一定为无扭模
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4.4 主理想整环上的有限生成模

故𝑧在𝑁中只有零是扭元故𝑧 = 0故为直和

其次若存在这样的𝑁则有𝑁 � 𝑀/𝑇𝑜𝑟𝑀

4.4.2 p.i.d上有限生成的扭模结构
�

Note在上文我们已经清楚了
若𝐷为一𝑝.𝑖.𝑑.且𝑀为𝐷上有限生成模，则存在𝑀的自由子模𝑁与𝑀上的有限生成扭模𝑇𝑜𝑟𝑀

成立𝑀 = 𝑇𝑜𝑟𝑀 ⊕ 𝑁故我们希望搞清楚主理想整环上有限生成的扭模结构

Definition 4.16
设𝐷为𝑝.𝑖.𝑑.且𝑀是𝐷上有限生成的扭模，∀𝑎 ∈ 𝐷
定义：𝑀 (𝑎) = {𝑥 ∈ 𝑀：𝑎𝑥 = 0}

1.𝑀 (𝑎)为𝑀的子模
(
关键是利用系数环的交换性

)
且𝑀 (0) = 𝑀且若𝑎为系数环的可逆元则𝑀 (𝑎) = {0}

2.若𝑎 |𝑏 =⇒ 𝑀 (𝑎) ⊆ 𝑀 (𝑏)
3.𝑀 (𝑎) ∩ 𝑀 (𝑏) = 𝑀 (𝑔𝑐𝑑 (𝑎, 𝑏))

(
利用2.与𝑝.𝑖.𝑑上存在𝐵𝑒𝑧𝑜𝑢𝑡定理

)
4.若 (𝑎, 𝑏) = 1 =⇒ 𝑀 (𝑎𝑏) = 𝑀 (𝑎) ⊕ 𝑀 (𝑏)
5.若𝑎相伴𝑏 =⇒ 𝑀 (𝑎) = 𝑀 (𝑏)

Proposition 4.10
设𝐷为𝑝.𝑖.𝑑且𝑀为𝐷上有限生成的扭模，又𝑎 ∈ 𝐷∗ −𝑈
并设𝑎的素因子分解：𝑎 = 𝑢𝑝𝑛11 𝑝𝑛22 · · · 𝑝𝑛𝒓𝑟

(
𝑢为𝐷中可逆元，𝑝𝑖互不相伴

)
则𝑀 (𝑎) = 𝑀

(
𝑝𝑛11

)
⊕ 𝑀

(
𝑝𝑛22

)
⊕ · · · ⊕ 𝑀

(
𝑝𝑛𝒓𝑟

)
Proof 利用归纳法不难证明

Definition 4.17 (模的 p分支)
设𝐷为𝑝.𝑖.𝑑且𝑝为𝐷上一个素元素，模𝑀为𝐷上的模

称𝑀𝑝 =
∞⋃
𝑖=1

𝑀
(
𝑝𝑖

)
为模𝑀的𝑝分支又若𝑀 = 𝑀𝑝则称𝑀为𝑝模

1.𝑀
(
𝑝𝑖

)
⊆ 𝑀

(
𝑝𝑖+1

)
⊆ · · · · · ·

2.𝑀𝑝是𝑀的子模

3.𝑝模的子模和商模都是𝑝模

Definition 4.18 (子模的零化子)
设𝑅为幺环，𝑀是𝑅模，𝑅的子集𝑎𝑛𝑛𝑀 := {𝑎 ∈ 𝑅：𝑎𝑥 = 0,∀𝑥 ∈ 𝑀}称为𝑀的零化子
1.𝑎𝑛𝑛𝑀 =

⋂
𝑥∈𝑀

𝑎𝑛𝑛𝑥

2.𝑎𝑛𝑛𝑀是𝑅的理想
(
一般是左模对应左理想

)
3.𝑁1，𝑁2均是𝑀的子模则𝑁1 ⊆ 𝑁2 =⇒ 𝑎𝑛𝑛𝑁2 ⊆ 𝑎𝑛𝑛𝑁1

4.若𝑅是可交换环，则∀𝑥 ∈ 𝑀有𝑎𝑛𝑛𝑥 = 𝑎𝑛𝑛𝑅𝑥

147



抽
象
代
数
讲
义

4.4 主理想整环上的有限生成模

Lemma 4.2
设𝐷为𝑝.𝑖.𝑑，𝑀为𝐷上的扭模

1.∀𝑥 ∈ 𝑀，∃𝑎𝑥 ∈ 𝐷使得𝑎𝑛𝑛𝑥 = ⟨𝑎𝑥⟩且在相伴意义下𝑎𝑥被𝑥唯一确定
又∃𝑎𝑀 ∈ 𝐷使得𝑎𝑛𝑛𝑀 = ⟨𝑎𝑀⟩在相伴意义下𝑎𝑀被𝑀唯一确定，𝑎𝑀是 {𝑎𝑥：𝑥 ∈ 𝑀}的最小公倍式
2.𝑀 = 𝑀 (𝑎𝑀 ) = {𝑥 ∈ 𝑀：𝑎𝑀𝑥 = 0}
3.若𝑀 ≠ {0}且𝑀是由𝑥1 · · · 𝑥𝑟有限生成的，则𝑎𝑀 =

[
𝑎𝑥1 · · · 𝑎𝑥𝒓

]
且𝑎𝑛𝑛𝑀是𝐷的非平凡理想

Proof 1.∀𝑥 ∈ 𝑀，𝑎𝑛𝑛𝑥为𝐷的理想，则𝐷为主理想整环则∃𝑎𝑥 ∈ 𝐷使得𝑎𝑛𝑛𝑥 = ⟨𝑎𝑥⟩
且因为𝑀是扭模故𝑎𝑛𝑛𝑥 ≠ {0} =⇒ 𝑎𝑥 ≠ 0则若有𝑎𝑛𝑛𝑥 = ⟨𝑎𝑥⟩ =

〈
𝑎′𝑥

〉
=⇒ 𝑎𝑥 = 𝑎′𝑥𝑠 𝑎′𝑥 = 𝑎𝑥𝑡 =⇒ 𝑎𝑥 = 𝑎′𝑥𝑡𝑠 =⇒ 𝑡𝑠 = 1 =⇒ 𝑎𝑥与𝑎

′
𝑥相伴

同理𝑎𝑛𝑛𝑀 = ⟨𝑎𝑀⟩此时若有𝑎𝑛𝑛𝑀 = ⟨𝑎𝑀⟩ =
〈
𝑎′𝑀

〉
再分情况讨论若𝑎𝑛𝑛𝑀 = {0}则𝑎𝑀 = 𝑎′𝑀 = 0则二者显然相伴

若𝑎𝑛𝑛𝑀 ≠ {0}则𝑎𝑀 ≠ 0, 𝑎′𝑀 ≠ 0同理可以证𝑎𝑀与𝑎
′
𝑀相伴

此时显然有𝑎𝑛𝑛𝑀 ⊆ 𝑎𝑛𝑛𝑥 =⇒ ⟨𝑎𝑀⟩ ⊆ ⟨𝑎𝑥⟩ =⇒ 𝑎𝑥 |𝑎𝑀 =⇒ 𝑎𝑀是 {𝑎𝑥：𝑥 ∈ 𝑀}的公倍式
此时任取𝑠为 {𝑎𝑥：𝑥 ∈ 𝑀}的公倍式故𝑠能够把所有𝑥 ∈ 𝑀化零，故𝑠 ∈ ⟨𝑎𝑀⟩ =⇒ 𝑠 = 𝑎𝑀 𝑡 =⇒ 𝑎𝑀 |𝑠
故为最小公倍式

2.显然𝑀 (𝑎𝑀 ) ⊆ 𝑀此时∀𝑥 ∈ 𝑀,因为𝑎𝑛𝑛𝑀 = ⟨𝑎𝑀⟩则𝑎𝑀是能够把𝑀中所有元素化零
而𝑀 (𝑎𝑀 ) = {𝑥 ∈ 𝑀：𝑎𝑀𝑥 = 0}故𝑀 (𝑎𝑀 ) = 𝑀

3.同理由1.𝑎𝑀是将𝑀中所有元素化零的，所以𝑎𝑀同理亦为𝑎𝑥1 · · · 𝑎𝑥𝒓的公倍式
其次任取𝑐为𝑎𝑥1 · · · 𝑎𝑥𝒓的公倍式，∀𝑥 ∈ 𝑀则𝑥 = 𝑏1𝑥1 + · · · + 𝑏𝑟𝑥𝑟
𝑐𝑥 = 𝑏1 (𝑐𝑥1) + · · · + 𝑏𝑟 (𝑐𝑥𝑟 ) = 0故𝑐 ∈ ⟨𝑎𝑀⟩ =⇒ 𝑎𝑀 |𝑐 =⇒ 𝑎𝑀 =

[
𝑎𝑥1 · · · 𝑎𝑥𝒓

]
下面说明𝑎𝑛𝑛𝑀 = ⟨𝑎𝑀⟩是𝐷的非平凡理想
一方面说明𝑎𝑛𝑛𝑀 = ⟨𝑎𝑀⟩ ≠ {0}只要说明𝑎𝑀 ≠ 0只要说明𝑎𝑀 =

[
𝑎𝑥1 · · · 𝑎𝑥𝒓

]
≠ 0

只要说明𝑎𝑥1 · · · 𝑎𝑥𝑟都 ≠ 0而𝑎𝑛𝑛𝑥1 =
〈
𝑎𝑥1

〉
因为𝑀是扭模故𝑎𝑛𝑛𝑥1 ≠ {0}故𝑎𝑥1 ≠ 0其余同理

再者说明𝑎𝑛𝑛𝑀 ≠ 𝐷反证法若𝑎𝑛𝑛𝑀 = 𝐷，此时1 ∈ 𝑎𝑛𝑛𝑀 = ⟨𝑎𝑀⟩ =⇒ 𝑎𝑀 × ℎ = 1 =⇒ 𝑎𝑀为单位

=⇒ 𝑀 (𝑎𝑀 ) = {0} = 𝑀这与已知矛盾

Theorem 4.13 (主理想整环上有限生成扭模的分解形式 1)
设𝐷为𝑝.𝑖.𝑑，𝑀为𝐷上有限生成的扭模，且𝑎𝑛𝑛𝑀 = ⟨𝑎𝑀⟩ , 𝑎𝑀 = 𝑢𝑝𝑛11 · · · 𝑝𝑛𝒓𝑟
其中𝑢为𝐷上单位，𝑝1 · · · 𝑝𝑟为素元素且互不相伴，则有

1.∀𝑝为𝐷中素元素，则模𝑀的𝑝分支𝑀𝑝 =
∞⋃
𝑘=1

𝑀
(
𝑝𝑘

)
=

∞⋃
𝑘=1

{
𝑥 ∈ 𝑀：𝑝𝑘𝑥 = 0

}
=

{
𝑀

(
𝑝𝑛𝒊𝑖

)
𝑝与𝑝𝑖相伴

{0} 𝑝与诸𝑝𝑖均不相伴
2.𝑀 = 𝑀𝑝1 ⊕ · · · ⊕ 𝑀𝑝𝒓

Proof 设𝐷为𝑝.𝑖.𝑑，𝑀为𝐷上有限生成的扭模，且𝑎𝑛𝑛𝑀 = ⟨𝑎𝑀⟩ , 𝑎𝑀 = 𝑢𝑝𝑛11 · · · 𝑝𝑛𝒓𝑟
其中𝑢为𝐷上单位，𝑝1 · · · 𝑝𝑟为素元素且互不相伴，则有

1.∀𝑝为𝐷中素元素，则模𝑀的𝑝分支𝑀𝑝 =
∞⋃
𝑘=1

𝑀
(
𝑝𝑘

)
=

∞⋃
𝑘=1

{
𝑥 ∈ 𝑀：𝑝𝑘𝑥 = 0

}
=

{
𝑀

(
𝑝𝑛𝒊𝑖

)
𝑝与𝑝𝑖相伴

{0} 𝑝与诸𝑝𝑖均不相伴
2.𝑀 = 𝑀𝑝1 ⊕ · · · ⊕ 𝑀𝑝𝒓

Corollary 4.5

♡

设𝐷为𝑝.𝑖.𝑑且𝑀为𝐷上有限生成的扭模，设𝑁为𝑀的子模, 𝑎𝑛𝑛𝑀 = ⟨𝑎𝑀⟩ , 𝑎𝑀 = 𝑢𝑝𝑛11 · · · 𝑝𝑛𝒓𝑟
(
标准分解

)
则有𝑁 =

𝑟⊕
𝑖=1

𝑁𝒑𝒊，𝑁𝑝𝒊 = 𝑁 ∩ 𝑀𝑝𝒊 .其中𝑀𝑝𝒊 , 𝑁𝑝𝒊都为模分支

Proof 设𝑎𝑛𝑛𝑁 = ⟨𝑏⟩ ,则由于𝑁 ⊆ 𝑀知𝑎𝑛𝑛𝑀 ⊆ 𝑎𝑛𝑛𝑁 =⇒ ⟨𝑎𝑀⟩ ⊆ ⟨𝑏⟩ =⇒ 𝑏 |𝑎𝑀
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故𝑏 = 𝑢∗𝑝𝑘11 · · · 𝑝𝑘𝑟𝑟 的形式，其中𝑢∗为单位, 0 ⩽ 𝑘1 · · · 𝑘𝑟 ⩽ 𝑛1 · · · 𝑛𝑟

仿照上个定理同样可以证明𝑁 =
𝑟⊕
𝑖=1

𝑁𝒑𝒊

这里的𝑁𝑝𝒊 = 𝑁
(
𝑝𝑘𝒊𝑖

)
所以当𝑘𝑖 = 0时𝑁𝑝𝒊 = 𝑁

(
𝑝𝑘𝒊𝑖

)
= 𝑁 (1) = {0}不影响

接下来说明𝑁𝑝𝒊 = 𝑁 ∩ 𝑀𝑝𝒊

𝑁 ∩ 𝑀𝑝𝒊 = 𝑁 ∩
∞⋃
𝑘=1

𝑀
(
𝑝𝑘𝑖

)
= 𝑁 ∩

{
𝑥 ∈ 𝑀：∃𝑘 ∈ Z+使得𝑝𝑘𝑖 𝑥 = 0

} 𝑁⊆𝑀
========

{
𝑥 ∈ 𝑁：∃𝑘 ∈ Z+使得𝑝𝑘𝑖 𝑥 = 0

}
= 𝑁𝑝𝒊

故证毕
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4.4.3 p.i.d上有限生成的 p模结构
�

Note于是我们对于𝑝.𝑖.𝑑上的有限生成的扭模得到了一个分解，其中𝑀𝑝𝑖 = 𝑀
(
𝑝𝑛𝒊𝑖

)
为𝑀的子模

若将𝑀𝑝𝒊看成新的完整模有𝑀𝑝𝒊 =
∞⋃
𝑘=1

𝑀
(
𝑝𝑘𝑖

)
，则𝑀𝑝𝒊为一个𝑝模，所以我们接下来继续思考𝑝.𝑖.𝑑上有限生成的𝑝模结构

Lemma 4.3
设𝐷为𝑝.𝑖.𝑑，且𝑀为𝐷上𝑛秩自由模，𝑁是𝑀的子模，商模𝑀/𝑁为𝑝模
则存在𝑀的基 {𝑒1 · · · 𝑒𝑛}以及非负整数组𝑘1 · · · 𝑘𝑛使得𝑝𝑘1𝑒1 · · · 𝑝𝑘𝑛𝑒𝑛为𝑁的一组基

Proof 我们对秩𝑛做数学归纳法
当𝑛 = 1时，设𝑒为𝑀的基生出𝑀，故𝑒 = 𝑒 + 𝑁是𝑀/𝑁的生成元，又因为𝑀/𝑁是𝑝模
故存在𝑝的某个方幂把𝑒化零，可设𝑎𝑛𝑛𝑒 =

〈
𝑝𝑘

〉
，其中𝑘 ⩾ 0

(
取能够把𝑒化零的最小的𝑘

)
下说明

{
𝑝𝑘𝑒

}
为𝑁的基

一方面𝑝𝑘𝑒线性无关，若𝑎𝑝𝑘𝑒 = 0
𝑒线性无关
=⇒ 𝑎𝑝𝑘 = 0

整环
=⇒ 𝑎 = 0

另一面𝑝𝑘𝑒生出𝑁，因为𝑁 ⊆ 𝑀 = ⟨𝑒⟩故取𝑁中任何一元素形如𝑎𝑒
𝑎𝑒 ∈ 𝑁取等价类则𝑎𝑒 = 0̄ =⇒ 𝑎 ∈ 𝑎𝑛𝑛𝑒 =

〈
𝑝𝑘

〉
=⇒ 𝑎 = 𝑝𝑘 × 𝑡 =⇒ 𝑁中任何一元素𝑎𝑒 = 𝑡 ·

(
𝑝𝑘𝑒

)
故当𝑛 = 1证毕

下设当秩为𝑛 − 1成立去证明秩为𝑛情况

取𝑀的一组基 { 𝑓1 · · · 𝑓𝑛}

构造集合𝐼𝑖 =

{
𝑎𝑖：𝑥 ∈ 𝑁, 𝑥 =

𝑛∑
𝑖=1

𝑎𝑖 𝑓𝑖

}
不难证明𝐼𝑖为𝐷的理想，而𝐷为主理想整环 =⇒ 𝐼𝑖 = ⟨𝑐𝑖⟩
因为𝑀/𝑁为𝑝模故存在𝑝𝑛𝑖 𝑓𝑖 = 0̄ =⇒ 𝑝𝑛𝒊 ( 𝑓𝑖 + 𝑁) = 0 + 𝑁 =⇒ 𝑝𝑛𝒊 𝑓𝑖 ∈ 𝑁 =⇒ 𝑝𝑛𝒊 ∈ 𝐼𝑖 = ⟨𝑐𝑖⟩
=⇒ 𝑐𝑖 |𝑝𝑛𝒊

素元素方幂的因子
=⇒ 𝑐𝑖 ∼ 𝑝𝑙𝒊

(
相伴

)
=⇒ 𝐼𝑖 = ⟨𝑐𝑖⟩ =

〈
𝑝𝑙𝒊

〉
=⇒ 𝐼𝑖 =

{
𝑎𝑖：𝑥 ∈ 𝑁, 𝑥 =

𝑛∑
𝑖=1

𝑎𝑖 𝑓𝑖

}
=

〈
𝑝𝑙𝒊

〉
不妨设𝑙1是诸位𝑙𝑖中最小的则有𝑝

𝑙1 |𝑝𝑙∗ | · · · · · ·
此时𝑝𝑙1 ∈ 𝐼1故存在𝑁中元素𝑔 = 𝑝𝑙1 𝑓1 + 𝑎2 𝑓2 + · · · + 𝑎𝑛 𝑓𝑛 ∈ 𝑁
此时𝑎2 ∼ 𝑎𝑛 ∈ 𝐼2 ∼ 𝐼𝑛故𝑎2 ∼ 𝑎𝑛 ∈

〈
𝑝𝑙2

〉
∼

〈
𝑝𝑙𝒏

〉
故𝑎2 ∼ 𝑎𝑛是𝑝𝑙2 ∼ 𝑝𝑙𝒏的倍式更是𝑝𝑙1的倍式

=⇒ 𝑔 = 𝑝𝑙1
(
𝑓1 + 𝑎′1 𝑓2 + · · · + 𝑎′𝑛 𝑓𝑛

)
:= 𝑝𝑙1𝑒1

(
其中𝑒1 = 𝑓1 + 𝑎′1 𝑓2 + · · · + 𝑎′𝑛 𝑓𝑛

)
此时 (𝑒1, 𝑓1, 𝑓2 · · · 𝑓𝑛) = ( 𝑓1, 𝑓2 · · · 𝑓𝑛)

©­­­­­­«

1 0 0 0

𝑎′1 1 0 0
...

...
...

...

𝑎′𝑛 0 0 1

ª®®®®®®¬
=⇒ {𝑒1, 𝑓1 · · · 𝑓𝑛}为𝑀的一组基
𝑀 = ⟨𝑒1, 𝑓1 · · · 𝑓𝑛⟩ = 𝐷𝑒1 ⊕ 𝐷 𝑓1 ⊕ · · · ⊕ 𝐷 𝑓𝑛
故令𝑀1 = 𝐷 𝑓1 ⊕ · · · ⊕ 𝐷 𝑓𝑛并且记𝑁1 = 𝑁 ∩ 𝑀1则𝑁1是𝑀1的子模

由模同构基本定理：𝑀1/𝑁1 = 𝑀1/(𝑀1 ∩ 𝑁) � (𝑀1 + 𝑁) /𝑁 ⊆ 𝑀/𝑁
而𝑀/𝑁是𝑝模且𝑝模的子模是𝑝模则𝑀1/𝑁1是𝑝模

下证：𝑁 = 𝐷𝑔 ⊕ 𝑁1(
因为我们利用归纳假设思路就是要𝑀 = 𝐷𝑒1 ⊕ 𝑀1, 𝑁 = 𝐷𝑔 ⊕ 𝑁1对应的基是𝑒1, 𝑓1 · · · 𝑓𝑛与𝑔 = 𝑝𝑙1𝑒1 · · · · · ·

)
显然𝑔 ∈ 𝑁故𝐷𝑔 ∈ 𝑁, 𝑁1 ⊆ 𝑁故𝐷𝑔 + 𝑁1 ⊆ 𝑁

此时∀𝑥 ∈ 𝑁 𝑥 = 𝑏1 𝑓1 + · · · + 𝑏𝑛 𝑓𝑛此时想去说明𝑥 − 𝑔的倍式在𝑁1里且𝑔 = 𝑝𝑙1
(
𝑓1 + 𝑎′1 𝑓2 + · · · + 𝑎′𝑛 𝑓𝑛

)
且𝑏1 ∈ 𝐼1
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4.4 主理想整环上的有限生成模

不妨设𝑥 = 𝑡 𝑝𝑙1 𝑓1 + 𝑏2 𝑓2 + · · · + 𝑏𝑛 𝑓𝑛
所以𝑥 − 𝑡𝑔 =

(
𝑏2 − 𝑡 𝑝𝑙1𝑎′2

)
𝑓2 + · · · +

(
𝑏𝑛 − 𝑡 𝑝𝑙1𝑎′𝑛

)
𝑓𝑛想去说明𝑥 − 𝑡𝑔 ∈ 𝑁1 = 𝑀1 ∩ 𝑁

一方面𝑥 ∈ 𝑁, 𝑔 ∈ 𝑁 =⇒ 𝑥 − 𝑡𝑔 ∈ 𝑁,且𝑥 − 𝑡𝑔 ∈ ⟨ 𝑓2 · · · 𝑓𝑛⟩ = 𝑀1

故𝑁 = 𝐷𝑔 + 𝑁1

下证𝐷𝑔 + 𝑁1 = 𝐷𝑔 ⊕ 𝑁1

此时𝐷𝑔 ∩ 𝑁1 ⊆ 𝐷𝑒1 ∩ 𝑁1 ⊆ 𝐷𝑒1 ∩ 𝑀1 = {0}
故：𝑁 = 𝐷𝑔 ⊕ 𝑁1

利用归纳假设针对𝑀1，𝑁1，𝑀1/𝑁1利用归纳假设

由𝑀1的一组基 {𝑒2 · · · 𝑒𝑛} , 𝑁1的一组基 {𝑝𝑚2𝑒2 · · · · · · 𝑝𝑚𝒏𝑒𝑛}
所以𝑀得一组基为 {𝑒1, 𝑒2 · · · 𝑒𝑛} , 𝑁的一组基为 {𝑔, 𝑝𝑚2𝑒2 · · · 𝑝𝑚𝑛𝑒𝑛} =

{
𝑝𝑙1𝑒1, 𝑝

𝑚2𝑒2 · · · 𝑝𝑚𝒏𝑒𝑛
}

证毕

Theorem 4.14
设𝐷是𝑝.𝑖.𝑑, 𝑀 ′是𝐷上有限生成的𝑝模

则𝑀 ′ =
𝑚⊕
𝑖=1

𝐷𝑦𝑖 𝑎𝑛𝑛 (𝑦𝑖) =
〈
𝑝𝑘𝑖

〉
1 ⩽ 𝑘1 ⩽ 𝑘2 ⩽ · · · ⩽ 𝑘𝑚且数𝑚与𝑘1 · · · 𝑘𝑚唯一被𝑀 ′确定

Proof 设𝑀 ′的一组生成元为 {𝑥1 · · · 𝑥𝑛} ,构造𝐷上的𝑛秩自由模𝑀一组基为 { 𝑓1 · · · 𝑓𝑛}
由自由模的泛性质知：存在唯一的𝑀 → 𝑀 ′的模同态𝜂使得𝜂 ( 𝑓𝑖) = 𝑥𝑖 (∀1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑛)
由因为𝑀 ′的一组生成元为 {𝑥1 · · · 𝑥𝑛}，所以𝜂为𝑀 → 𝑀 ′的满模同态

=⇒ 𝑀/Ker𝜂 � 𝑀 ′并将 Ker𝜂 := 𝑁且𝑀 ′是𝐷上有限生成的𝑝模 =⇒ 𝑀/Ker𝜂是𝐷上有限生成的𝑝模

故要去证明𝑀 ′结构思考𝑁结构

根据引理知道存在𝑀的一组基 {𝑒1 · · · 𝑒𝑛}使得 {𝑝𝑚1𝑒1 · · · 𝑝𝑚𝑛𝑒𝑛}为𝑁的基
且不妨设𝑚1 ⩽ 𝑚2 ⩽ · · · ⩽ 𝑚𝑛

=⇒ 𝑀 ′ � 𝑀/𝑁 =
𝑛⊕
𝑖=1

𝐷𝑒𝑖/
𝑛⊕
𝑖=1

𝐷𝑝𝑚𝑖 𝑒𝑖 �
𝑛⊕
𝑖=1

𝐷𝑒𝑖/𝐷𝑝𝑚𝑖 𝑒𝑖

发现当𝑚𝑖 = 0时候，𝑝𝑚𝑖 = 𝑝0 = 1, 𝐷𝑒𝑖/𝐷𝑝𝑚𝒊 𝑒𝑖 = {0}则在上行直和式中直和没有效果
把上述没有直和效果的删去，故可以设𝑚1 ∼ 𝑚𝑛中有𝑚个不为0

设0 = 𝑚1 = 𝑚2 = · · · = 𝑚𝑛−𝑚 < 𝑚𝑛−𝑚+1 ⩽ 𝑚𝑛−𝑚+2 ⩽ · · · ⩽ 𝑚𝑛

并记𝑚𝑛−𝑚+1 = 𝑘1，𝑚𝑛−𝑚+2 = 𝑘2 · · ·，𝑚𝑛 = 𝑘𝑚，并记作𝑦′𝑖 = 𝑒𝑛−𝑚+𝑖 + 𝐷𝑝𝑘𝑖 𝑒𝑛−𝑚+𝑖

故
𝑛⊕
𝑖=1

(𝐷𝑒𝑖/𝐷𝑝𝑚𝑖 𝑒𝑖) =
𝑛⊕
𝑖=1

(
𝐷𝑒𝑛−𝑚+𝑖/𝐷𝑝𝑘𝑖 𝑒𝑛−𝑚+𝑖

)
=

𝑚⊕
𝑖=1

𝐷𝑦′𝑖︸                                                 ︷︷                                                 ︸
因为原来𝑒𝑛−𝑚+𝑖是生成元故可以将𝑒𝑛−𝑚+𝑖对应的左陪集作为商模的生成元

注意到𝑎𝑛𝑛
(
𝑦′𝑖

)
=

〈
𝑝𝑘𝑖

〉
总结以上是有 : 𝑀 ′ �

𝑚⊕
𝑖=1

𝐷𝑦′𝑖不妨设中的同构对应为𝑦𝑖 → 𝑦′𝑖

于是𝑀 ′ =
𝑚⊕
𝑖=1

𝐷𝑦𝑖且𝑎𝑛𝑛 (𝑦𝑖) =
〈
𝑝𝑘𝑖

〉
唯一性略去看参考孟道骥老师之书
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4.4 主理想整环上的有限生成模

4.4.4 p.i.d上的有限生成模的标准分解

Theorem 4.15 (标准分解形式 1)
设𝐷为𝑝.𝑖.𝑑且𝑀为𝐷上的有限生成模，则𝑀可以分解为若干个循环模的直和

1.𝑀 = 𝑇𝑜𝑟𝑀 ⊕ 𝑁
(
此时𝑁为𝑀的自由子模其秩由𝑀唯一确定

)
2.并记作𝑎𝑛𝑛 (𝑇𝑜𝑟𝑀) = ⟨𝑎⟩记𝑎 = 𝑢𝑝𝑛11 · · · 𝑝𝑛𝑟𝑟

(
其中𝑎元素与𝑝1 · · · 𝑝𝑟在相伴下与不计先后次序唯一确定

)
此时𝑇𝑜𝑟𝑀 = (𝑇𝑜𝑟𝑀) 𝑝1 ⊕ (𝑇𝑜𝑟𝑀) 𝑝2 ⊕ · · · ⊕ (𝑇𝑜𝑟𝑀) 𝑝𝒓 = 𝑀𝑝1 ⊕ 𝑀𝑝2 ⊕ · · · ⊕ 𝑀𝑝𝒓

3.𝑀𝑝𝒊 =
𝑚𝒊⊕
𝑗=1

𝐷𝑥𝑖 𝑗其中𝑎𝑛𝑛
(
𝑥𝑖 𝑗

)
=

〈
𝑝
𝑘𝒊 𝒋
𝑖

〉
且不妨设1 ⩽ 𝑘𝑖𝑚𝒊 ⩽ · · · ⩽ 𝑘𝑖2 ⩽ 𝑘𝑖1

(
其中𝑚𝑖与𝑘𝑖1 ∼ 𝑘𝑖𝑚𝒊与𝑎𝑛𝑛

(
𝑥𝑖 𝑗

)
唯一确定

)
4.将𝑁的秩记为𝑚0一组基记为

{
𝑥01 · · · 𝑥0𝑚0

}
其中𝑎𝑛𝑛 (𝑥0𝑖) = {0} (1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑚0)

=⇒ 𝑀 =
𝑟⊕
𝑖=0

𝑚𝒊⊕
𝑗=1

𝐷𝑥𝑖 𝑗其中𝑎𝑛𝑛
(
𝑥𝑖 𝑗

)
= {0}或者为准素循环模

我们将𝑝
𝑘𝒊 𝒋
𝑖 称为初等因子，

{
𝑝
𝑘𝒊 𝒋
𝑖

}
(1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑟，1 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑚𝑖)称为初等因子组

Lemma 4.4
设𝐷为𝑝.𝑖.𝑑且𝑀是𝐷上的模，且𝑥, 𝑦 ∈ 𝑀且𝑎𝑛𝑛𝑥 = ⟨𝑎⟩与𝑎𝑛𝑛𝑦 = ⟨𝑏⟩若有𝑎, 𝑏互素
则𝐷𝑥 ⊕ 𝐷𝑦 = 𝐷 (𝑥 + 𝑦)且𝑎𝑛𝑛 (𝑥 + 𝑦) = ⟨𝑎𝑏⟩

推广：若𝑥1 · · · 𝑥𝑟 ∈ 𝑀且𝑎𝑛𝑛𝑥𝑖 = ⟨𝑎𝑖⟩且𝑎𝑖两两互素则
𝑟⊕
𝑖=1

𝐷𝑥𝑖 = 𝐷 (𝑥1 + · · · + 𝑥𝑟 )且𝑎𝑛𝑛 (𝑥1 + · · · + 𝑥𝑟 ) = ⟨𝑎1 · · · 𝑎𝑟 ⟩

Proof 一方面𝐷 (𝑥 + 𝑦) ⊆ 𝐷𝑥 + 𝐷𝑦显然
另一方面， (𝑎, 𝑏) = 1 =⇒ 𝑢𝑎 + 𝑣𝑏 = 1 =⇒ 𝑥 = 𝑣𝑏𝑥 =⇒ 𝑥 = 𝑣𝑏 (𝑥 + 𝑦)
=⇒ 𝑥 ∈ 𝐷 (𝑥 + 𝑦) =⇒ 𝐷𝑥 ⊆ 𝐷 (𝑥 + 𝑦)同理𝐷𝑦 ⊆ 𝐷 (𝑥 + 𝑦) =⇒ 𝐷𝑥 + 𝐷𝑦 ⊆ 𝐷 (𝑥 + 𝑦)
再者，有𝐷𝑥 ∩ 𝐷𝑦 ⊆ 𝑀 (𝑎) ∩ 𝑀 (𝑏) = 𝑀 (𝑔𝑐𝑑 (𝑎, 𝑏)) = 𝑀 (1) = {0}故𝐷𝑥 ∩ 𝐷𝑦 = {0}
故𝐷𝑥 ⊕ 𝐷𝑦 = 𝐷 (𝑥 + 𝑦)
其次，𝑎𝑏 (𝑥 + 𝑦) = 0故𝑎𝑏 ∈ 𝑎𝑛𝑛 (𝑥 + 𝑦) =⇒ ⟨𝑎𝑏⟩ ⊆ 𝑎𝑛𝑛 (𝑥 + 𝑦)
且对于∀𝑐 ∈ 𝑎𝑛𝑛 (𝑥 + 𝑦) =⇒ 𝑐𝑥 + 𝑐𝑦 = 0 =⇒ 0 = 𝑐𝑥 + 𝑐𝑦 ∈ 𝐷𝑥 ⊕ 𝐷𝑦 =⇒ 𝑐𝑥 = 0且𝑐𝑦 = 0

=⇒ 𝑐 ∈ 𝑎𝑛𝑛𝑥 = ⟨𝑎⟩且𝑐 ∈ 𝑎𝑛𝑛𝑦 = ⟨𝑏⟩ =⇒ 𝑎 |𝑐且𝑏 |𝑐 =⇒ 𝑎𝑏 |𝑐 =⇒ 𝑐 ∈ ⟨𝑎𝑏⟩ =⇒ 𝑎𝑛𝑛 (𝑥 + 𝑦) ⊆ ⟨𝑎𝑏⟩

Theorem 4.16
设𝐷为𝑝.𝑖.𝑑且𝑀是𝐷上的有限生成模

则有𝑀 =
𝑠⊕
𝑖=1

𝐷𝑧𝑖且𝑎𝑛𝑛𝑧𝑠 ⊆ 𝑎𝑛𝑛𝑧𝑠−1 ⊆ · · · ⊆ 𝑎𝑛𝑛𝑧1,且𝑎𝑛𝑛𝑧𝑖 ≠ 𝐷
(
为保证直和项都不是0

)
并设𝑎𝑛𝑛𝑧𝑖 = ⟨𝑑𝑖⟩且有𝑑𝑖 |𝑑𝑖+1， {𝛼𝑖}在相伴意义下由𝑀唯一确定，其中𝑑𝑖称为不变因子 {𝑑𝑖}为不变因子组

Proof 由于第一标准分解式 :

𝑀 =
𝑟⊕
𝑖=1

𝑚𝑖⊕
𝑗=1

𝐷𝑥𝑖 𝑗 ⊕
𝑚0⊕
𝑗=1

𝐷𝑥0 𝑗其中𝑎𝑛𝑛
(
𝑥𝑖 𝑗

)
=

〈
𝑝
𝑘𝒊 𝒋
𝑖

〉
与𝑎𝑛𝑛

(
𝑥0 𝑗

)
= {0}，𝑝1 · · · 𝑝𝑟为两两互不相伴的素元素

仿照高等代数利用初等因子写不变因子

令𝑚 = max {𝑚1 · · ·𝑚𝑟 }此时
对于𝑖 = 1 · · · 𝑟， 𝑗 = 𝑚𝑖 + 1, 𝑚𝑖 + 2 · · ·𝑚
定义𝑘𝑖 𝑗 = 0与𝐷𝑥𝑖 𝑗 = 0

(
𝑥𝑖 𝑗 = 1

)
故𝑝

𝑘𝒊 𝒋
𝑖 = 1, 𝑎𝑛𝑛

(
𝑥𝑖 𝑗

)
=

〈
𝑝
𝑘𝒊 𝒋
𝑖

〉
= ⟨1⟩ = 𝐷

故令𝑑1 = 𝑝𝑘1𝑚1 𝑝𝑘2𝑚2 · · · 𝑝𝑘𝒓𝒎𝑟 · · · · · · · · · 𝑑𝑚 = 𝑝𝑘111 𝑝𝑘212 · · · 𝑝𝑘𝒓1𝑟
则有𝑑 𝑗 |𝑑 𝑗+1 (∀ 𝑗)
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4.4 主理想整环上的有限生成模

令𝑧1 = 𝑥1𝑚 + 𝑥2𝑚 + · · · + 𝑥𝑟𝑚 · · · · · · 𝑧𝑚 = 𝑥11 + 𝑥21 + · · · + 𝑥𝑟1
且𝑝

𝑘1 𝑗

1 · · · 𝑝𝑘𝒓 𝒋𝑟 (1 ⩽ 𝑗 ⩽ 𝑚)两两互素则根据引理𝐷𝑧1 = 𝐷𝑥1𝑚 ⊕ · · · ⊕ 𝐷𝑥𝑟𝑚 · · · · · ·𝐷𝑧𝑚 = 𝐷𝑥11 ⊕ 𝐷𝑥21 ⊕ · · · ⊕ 𝐷𝑥𝑟1
且𝑎𝑛𝑛𝑧1 =

〈
𝑝𝑘1𝑚1 · · · 𝑝𝑘𝒓𝒎𝑟

〉
= ⟨𝑑1⟩ · · · · · · 𝑎𝑛𝑛𝑧𝑚 =

〈
𝑝𝑘111 · · · 𝑝𝑘𝑟1𝑟

〉
= ⟨𝑑𝑚⟩且𝑎𝑛𝑛𝑧𝑚 ⊆ · · · ⊆ 𝑎𝑛𝑛𝑧1

再𝑧𝑚+1 = 𝑥01 · · · · · · 𝑧𝑠 = 𝑥0𝑚0 (𝑠 = 𝑚 + 𝑚0)

𝑀 =
𝑟⊕
𝑖=1

𝑚⊕
𝑗=1

𝐷𝑥𝑖 𝑗 ⊕
𝑚0⊕
𝑗=1

𝐷𝑥0 𝑗 =
𝑚⊕
𝑗=1

𝑟⊕
𝑖=1

𝐷𝑥𝑖 𝑗 ⊕
𝑚0⊕
𝑗=1

𝐷𝑥0 𝑗 =
𝑚⊕
𝑗=1

𝐷𝑧𝑚+1− 𝑗 ⊕
𝑚0⊕
𝑗=1

𝐷𝑧 𝑗

Proposition 4.11
1.𝑟 (𝑀)与

{
𝑑 𝑗

}
是𝑀的全系不变量

2.两种标准分解式直和项数相等当且仅当模𝑀的扭模部分为零或者为𝑝模

3.𝑎𝑛𝑛𝑀 =
⋂
𝑥∈𝑀

𝑎𝑛𝑛𝑥 =
𝑠⋂
𝑗=1

𝑎𝑛𝑛𝑧 𝑗 = 𝑎𝑛𝑛𝑧𝑠 =

{
0 𝑁 ≠ {0}

⟨𝑑𝑚⟩ 𝑁 = 0

(
其中𝑁为𝑀的自由子模

)

Lemma 4.5
设𝐷为𝑝.𝑖.𝑑，且𝑀是𝐷上的扭模，𝑥 ∈ 𝑀，𝑎𝑛𝑛𝑥 = ⟨𝑎𝑏⟩且 (𝑎, 𝑏) = 1

则存在𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝑀使得𝑥 = 𝑥1 + 𝑥2同时𝐷𝑥 = 𝐷𝑥1 ⊕ 𝐷𝑥2与𝑎𝑛𝑛𝑥1 = ⟨𝑎⟩，𝑎𝑛𝑛𝑥2 = ⟨𝑏⟩

Proof 由于 (𝑎, 𝑏) = 1 =⇒ ∃𝑢, 𝑣 ∈ 𝐷使得𝑢𝑎 + 𝑣𝑏 = 1 =⇒ 𝑥 = 𝑢𝑎𝑥 + 𝑣𝑏𝑥
故令𝑢𝑎𝑥 := 𝑥2，𝑣𝑏𝑥 := 𝑥1即可

此时𝑎𝑛𝑛𝑥1 = 𝑎𝑛𝑛 (𝑣𝑏𝑥)一方面显然𝑎 ∈ 𝑎𝑛𝑛 (𝑣𝑏𝑥) =⇒ ⟨𝑎⟩ ⊆ 𝑎𝑛𝑛 (𝑣𝑏𝑥)
另一方面𝑢𝑎 + 𝑣𝑏 = 1故设 (𝑎, 𝑣) = 𝑑 =⇒ 𝑑 |𝑎且𝑑 |𝑣 =⇒ 𝑑 |1 =⇒ 𝑑单位故在相伴下 (𝑎, 𝑣) = 1

∀𝑐 ∈ 𝑎𝑛𝑛 (𝑣𝑏𝑥) =⇒ 𝑐𝑣𝑏𝑥 = 0 =⇒ 𝑐𝑣𝑏 ∈ 𝑎𝑛𝑛𝑥 =⇒ 𝑐𝑣𝑏 = 𝑎𝑏𝑡 =⇒ 𝑐𝑣 = 𝑎𝑡 =⇒ 𝑎 |𝑐𝑣 =⇒ 𝑎 |𝑐 =⇒ 𝑐 ∈ ⟨𝑎⟩
𝑎𝑛𝑛 (𝑣𝑏𝑥) ⊆ ⟨𝑎⟩故𝑎𝑛𝑛𝑥1 = ⟨𝑎⟩同理𝑎𝑛𝑛𝑥2 = ⟨𝑏⟩
利用4.4.4节前一个引理即可

�
Note设𝑀是R [𝜆]上的模，且𝑀 =

6⊕
𝑖=1

R [𝜆] 𝑥𝑖且有如下零化子

𝑎𝑛𝑛𝑥1 =
〈
(𝜆 + 1)2

(
𝜆2 + 𝜆 + 1

)〉
𝑎𝑛𝑛𝑥2 =

〈
(𝜆 − 1)2

(
𝜆2 − 𝜆 − 1

)3〉
𝑎𝑛𝑛𝑥3 =

〈(
𝜆2 + 𝜆 + 1

)2〉
𝑎𝑛𝑛𝑥4 =

〈(
𝜆2 − 1

) (
𝜆2 + 𝜆 + 1

)〉
𝑎𝑛𝑛𝑥5 = 𝑎𝑛𝑛𝑥6 = ⟨0⟩
求出𝑀的初等因子组与不变因子组与标准分解式

显然𝑎𝑛𝑛𝑥𝑖并不是一个包含一个所以不会是第二标准分解，且生成元并非全是准素元与0也并非第一分解

故这是一个非标准分解，我们采用

非标准分解
继续分解−−−−−−−→第一标准分解 写出−−−→初等因子组 结合−−−→不变因子组 写出−−−→第二标准分解式子

R [𝜆]上的素元素为一次与二次多项式且
(
𝜆2 − 𝜆 − 1

)3
=

(
𝜆 − 1 +

√
5

2

)3 (
𝜆 − 1 −

√
5

2

)3
与

(
𝜆2 − 1

)
= (𝜆 − 1) (𝜆 + 1)

存在𝑦1, 𝑦2使得𝑥1 = 𝑦1 + 𝑦2且R [𝜆] 𝑥1 = R [𝜆] 𝑦1 ⊕ R [𝜆] 𝑦2与𝑎𝑛𝑛𝑦1 =
〈
(𝜆 + 1)2

〉
𝑎𝑛𝑛𝑦2 =

〈(
𝜆2 + 𝜆 + 1

)〉
同理可得到其他的

故初等因子组为(𝜆 + 1)2 , 𝜆2 + 𝜆 + 1, (𝜆 − 1)2 ,
(
𝜆 − 1 +

√
5

2

)3
,

(
𝜆 − 1 −

√
5

2

)3
,
(
𝜆2 + 𝜆 + 1

)2
, (𝜆 − 1) , (𝜆 + 1) ,

(
𝜆2 + 𝜆 + 1

)
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4.5 p.i.d上有限生成模的应用

4.5 p.i.d上有限生成模的应用

4.5.1 有限生成的 Abel群

Theorem 4.17
(1)设𝐺是有限生成的𝐴𝑏𝑒𝑙群，群运算为加法，则存在整数𝑛 ⩾ 0以及正整数组𝑑1 · · · 𝑑𝑘满足
1.𝑑𝑖 |𝑑𝑖+1 (1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑘 − 1)
2.𝐺 � Z ⊕ · · · ⊕ Z︸        ︷︷        ︸

𝑛个

⊕ Z𝑑1 ⊕ · · · ⊕ Z𝑑𝒌

其中𝑛与𝑑1 · · · 𝑑𝑘

(2)设𝐺为有限生成的𝐴𝑏𝑒𝑙群，则𝐺 �
⊕
𝑖, 𝑗

Z𝒅𝒊, 𝒋 ⊕
𝑛⊕
𝑖=1

Z其中𝑑𝑖, 𝑗 = 𝑝
𝑘𝒊 𝒋
𝑖 ，𝑝𝑖为素数

Proof 1.将𝐺看成Z模，𝐺为有限生成的，则由第二分解式子知

𝐺 =
𝑘⊕
𝑖=1

Z𝑦𝑖︸   ︷︷   ︸
非自由模导出循环模

⊕
𝑘+𝑛⊕
𝑖=𝑘+1

Z𝑦𝑖︸    ︷︷    ︸
自由模部分,1秩

�
𝑘⊕
𝑖=1

Z𝑑𝒊 ⊕
𝑘+𝑛⊕
𝑖=𝑘+1

Z

其中𝑎𝑛𝑛𝑦𝑖 = ⟨𝑑𝑖⟩ (1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑘)且𝑑𝑖 |𝑑𝑖+1与𝑎𝑛𝑛𝑦𝑖 = {0} (𝑘 + 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑘 + 𝑛)
2.同理

Corollary 4.6

♡

若𝐺为有限阶的𝐴𝑏𝑒𝑙群
(
自然就是有限生成的

)
，则𝐺的同构式中

𝑛⊕
𝑖=1

Z的部分是不存在的

Proof 这只需要对于我们定理中的同构式子取阶即可

�
Note 6000阶𝐴𝑏𝑒𝑙群的结构在同构意义下有几种？
6000 = 24 × 3 × 53

则2的指数4的划分有4 = 1 + 1 + 1 + 1 4 = 1 + 2 + 1 4 = 1 + 3 4 = 2 + 2 4 = 4共计五种

则3的指数1的划分就1种

则5的指数3的划分就3 = 1 + 1 + 1 3 = 1 + 2 3 = 3共计3种

故根据定理的 (2)形式共计5 × 3 × 1 = 15种

4.5.2 线性变换的标准型
�

Note若A是域𝐹上𝑛维线性空间𝑉的线性变换

此时我们将𝑉视作𝐹 [𝜆]模，其中模乘法 𝑓 (𝜆) · 𝑥 := 𝑓 (A ) (𝑥)，且有𝐶𝑎𝑙𝑒𝑦 − 𝐻𝑎𝑚𝑖𝑙𝑡𝑜𝑛定理知道为扭模
且𝑉是有限生成的我们因为𝑉的一组基即为生成组，系数为零次多项式自然也是属于𝐹 [𝜆]
且𝐹 [𝜆]的域上的一元多项式环为欧几里得环为主理想整环
故由𝑝.𝑖.𝑑上有限生成模的结论我们自然知道

𝑉 =
𝑠⊕
𝑖=1

𝐹 [𝜆] 𝑧𝑖其中𝑧𝑖 ∈ 𝑉且𝑎𝑛𝑛𝑧𝑖 = ⟨𝑑𝑖 (𝜆)⟩且𝑑𝑖 (𝜆) |𝑑𝑖+1 (𝜆) (1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑠 − 1)

不妨记𝐹 [𝜆] 𝑧𝑖 := 𝑉𝑖 需要指出的是𝑉𝑖为A的不变子空间

一方面 𝑓 (𝜆) 𝑧𝑖与𝑔 (𝜆) 𝑧𝑖 ∈ 𝐹 [𝜆] 𝑧𝑖 := 𝑉𝑖则 𝑓 (𝜆) 𝑧𝑖 + 𝑔 (𝜆) 𝑧𝑖 = 𝑓 (A ) (𝑧𝑖) + 𝑔 (A ) (𝑧𝑖) = ( 𝑓 (A ) + 𝑔 (A )) (𝑧𝑖) = ( 𝑓 (𝜆) + 𝑔 (𝜆)) · 𝑧𝑖
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另一方面∀𝑎 ∈ 𝐹则𝑎 𝑓 (𝜆) 𝑧𝑖 = 𝑎 𝑓 (A ) (𝑧𝑖) = (𝑎 𝑓 (A )) (𝑧𝑖) = (𝑎 𝑓 (𝜆)) · 𝑧𝑖
故𝑉𝑖为子空间

此外A ( 𝑓 (𝜆) · 𝑧𝑖) = A ( 𝑓 (A ) (𝑧𝑖)) = (𝜆 𝑓 (𝜆)) · 𝑧𝑖
故𝑉𝑖为不变子空间我们将A |𝑉𝒊 := A𝑖

其中每一个𝑉𝑖均为循环模，故我们寻找A的标准型与基，只需观察每一个循环模𝑉𝑖的结构

Lemma 4.6
设A是域𝐹上的线性空间𝑉的线性变换．由A定义的𝐹 [𝜆]模𝑉的不变因子为𝑑 (𝜆)，即𝑉 = 𝐹 [𝜆]𝑧, 𝑎𝑛𝑛𝑧 = ⟨𝑑 (𝜆)⟩
则有下列结论

(1) deg𝑑 (𝜆) = dim𝑉且𝑧,A𝑧, · · · ,A𝑛−1𝑧为𝑉的一组基

(2)设𝑑 (𝜆) = 𝜆𝑛 + 𝑎𝑛−1𝜆𝑛−1 + · · · + 𝑎1𝜆 + 𝑎0，则A在上述基下的矩阵为𝑴
(
A; 𝑧,A𝑧, · · · ,A𝑛−1𝑧

)
=

©­­­­­­­­­«

0 −𝑎0
1 0 −𝑎1

. . .
...

0 −𝑎𝑛−2
1 −𝑎𝑛−1

ª®®®®®®®®®¬
(3) A在𝑉上的极小多项式与特征多项式相等

(4)此时𝑉称为循环空间，方阵称为A在𝑉上的友阵

Proof 因 ann𝑧 = ⟨𝑑 (𝜆)⟩，即 𝑓 (𝜆)𝑧 = 0当且仅当𝑑 (𝜆) | 𝑓 (𝜆)，故 deg 𝑓 (𝜆) ⩾ deg𝑑 (𝜆) = 𝑛，于是𝑧,A𝑧, · · · ,A𝑛−1𝑧线性无关

又设𝑥 ∈ 𝑉，由𝑉 = 𝐹 [𝜆]𝑧有𝑥 = 𝑓 (𝜆)𝑧．设 𝑓 (𝜆) = 𝑑 (𝜆) · 𝑞(𝜆) + 𝑟 (𝜆)，其中，𝑟 (𝜆) = 0或 deg𝑟 (𝜆) < deg𝑑 (𝜆)
于是𝑥 = 𝑟 (𝜆)𝑧 ∈ 𝐿

(
𝑧,A𝑧, · · · ,A𝑛−1𝑧

)
．结论1）得证

又因A
(
A𝑘𝑧

)
= A𝑘+1𝑧, 0 ⩽ 𝑘 ⩽ 𝑛 − 2,

A
(
A𝑛−1𝑧

)
= A𝑛𝑧 =

(
𝑑 (A) −

𝑛−1∑
𝑘=0

𝑎𝑘A𝑘

)
𝑧 = −

𝑛−1∑
𝑘=0

𝑎𝑘𝜂
𝑘𝑧故结论2）成立．

Theorem 4.18 (有理标准型 I)
设A是域𝐹上的线性空间𝑉的线性变换
由A定义的𝐹 [𝜆]模𝑉的不变因子为𝑑1 (𝜆), 𝑑2 (𝜆), · · · , 𝑑𝑠 (𝜆), 𝑑𝑖 (𝜆) | 𝑑𝑖+1 (𝜆), 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑠 − 1

即利用结论已知𝑉 =
𝑠⊕
𝑖=1

𝐹 [𝜆] 𝑧𝑖 𝑎𝑛𝑛𝑧𝑖 = ⟨𝑑𝑖 (𝜆)⟩ (𝑑𝑖 (𝜆) 也称为线性变换A的不变因子）

则有下列结论

(1)𝑉中存在一组基，使得A在这组基下的矩阵为准对角diag (𝑩1, 𝑩2, · · · , 𝑩𝑠)，其中，𝑩𝑖是𝑑𝑖 (𝜆)的友阵

(2)
𝑠∑
𝑖=1

deg𝑑𝑖 (𝜆) = dim𝑉

(3) ann𝑉 = ⟨𝑑𝑠 (𝜆) ⟩，即A的极小多项式是𝑑𝑠 (𝜆)

(4) A的特征多项式为 𝑓 (𝜆) = det (𝜆id − A ) =
𝑠∏
𝑖=1

𝑑𝑖 (𝜆)

(5) 𝑓 (A ) = 0

Proof 1）𝑉作为由A定义的𝐹 [𝜆]模有循环子模分解𝑉 =
𝑠⊕
𝑖=1

𝐹 [𝜆]𝑧𝑖其中，ann𝑧𝑖 = ⟨𝑑𝑖 (𝜆) ⟩, 𝑑𝑖 (𝜆) | 𝑑𝑖+1 (𝜆), 𝑖 = 1, 2, · · · , 𝑛 − 1

𝑉𝑖 = 𝐹 [𝜆]𝑧𝑖是A的不变子空间， A|𝑉𝑖 = A𝑖，因而知在𝑉𝑖中，𝑧𝑖 ,A𝑧𝑖 , · · ·，A𝑛𝑖−1𝑧𝑖（其中，𝑛𝑖 = deg𝑑𝑖 (𝜆)）是基
A𝑖在这组基下的矩阵为𝑑𝑖 (𝜆)的相伴矩阵由𝑉 = 𝑉1 ⊕ 𝑉2 ⊕ · · · ⊕ 𝑉𝑠知结论1）成立

2）dim𝑉 =
𝑠∑
𝑖=1

dim𝑉𝑖 =
𝑠∑
𝑖=1

deg𝑑𝑖 (𝜆)．

3）设 ann𝑉 = ⟨𝑑 (𝜆)⟩，则𝑑 (𝜆)𝑧𝑖 = 0．因而𝑑 (𝜆) ∈ ann𝑧𝑠 = ⟨𝑑𝑠 (𝜆) ⟩，即𝑑𝑠 (𝜆) | 𝑑 (𝜆)
另一方面，由𝑑𝑖 (𝜆) | 𝑑𝑠 (𝜆) (1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑠)知𝑑𝑠 (𝜆)𝑧𝑖 = 0(1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑠)，因而𝑑𝑠 (𝜆)𝑥 = 0(∀𝑥 ∈ 𝑉)，即𝑑𝑠 (𝜆) ∈ ⟨𝑑 (𝜆)⟩
由此知𝑑 (𝜆) | 𝑑𝑠 (𝜆)，于是𝑑𝑠 (𝜆)是A的极小多项式
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4.5 p.i.d上有限生成模的应用

4） 𝑓 (𝜆) = det (𝜆id − A) =
𝑠∏
𝑖=1

det
(
𝜆id𝑉𝑖 − 𝐵𝑖

)
=

𝑠∏
𝑖=1

𝑑𝑖 (𝜆)．

5） 𝑓 (A) =
𝑠∏
𝑖=1

𝑑𝑖 (A) =
(
𝑠−1∏
𝑖=1

𝑑𝑖 (A)
)
𝑑𝑠 (A) = 0．

Theorem 4.19 (Jordan标准型)
设𝐹为代数封闭域，𝑉是𝐹上的有限维线性空间，A是𝑉上的线性变换

则存在𝑉中一组基，使得A在这组基下的矩阵为准对角阵diag {𝐶1 · · ·𝐶𝑡 }

其中𝐶𝑖 =

©­­­­­­­­­­«

𝜆𝑖

1 𝜆𝑖

1
. . .

. . .
. . .

1 𝜆𝑖

ª®®®®®®®®®®¬
此时diag {𝐶1 · · ·𝐶𝑡 }称为A的𝐽ord𝑎𝑛标准型

Proof 由于𝐹为代数封闭域，即𝐹 [𝜆]的一个多项式的根一定都在𝐹中，故𝐹 [𝜆]中素元素都是一次多项式

根据定理，由A定义的𝐹 [𝜆]模𝑉可分解成循环子模的直和，𝑉 =
𝑡⊕
𝑖=1

𝐹 [𝜆]𝑦𝑖 , ann𝑦𝑖 = ⟨(𝜆 − 𝜆𝑖)𝑟𝑖 ⟩, 𝑖 = 1, 2, · · · , 𝑡

于是𝑉𝑖 = 𝐹 [𝜆]𝑦𝑖是A的不变子空间，而𝑦𝑖 , (A − 𝜆𝑖id) 𝑦𝑖 , · · · , (A − 𝜆𝑖id)𝑟𝑖−1 𝑦𝑖是𝑉𝑖的一组基．由
A (A − 𝜆𝑖id)𝑘𝑖 𝑦𝑖 = 𝜆𝑖 (A − 𝜆𝑖id)𝑘𝑖 𝑦𝑖 + (A − 𝜆𝑖id)𝑘𝑖+1 𝑦𝑖 , 1 ⩽ 𝑘𝑖 ⩽ 𝑟𝑖 − 2,

A (A − 𝜆𝑖id)𝑟𝑖−1 𝑦𝑖 = 𝜆𝑖 (A − 𝜆𝑖id)𝑟𝑖−1 𝑦𝑖
得 A|𝑉𝑖在基𝑦𝑖 , (A − 𝜆𝑖id) 𝑦𝑖 , · · · , (A − 𝜆𝑖id)𝑟𝑖−1 𝑦𝑖下的矩阵为𝑪𝑖

因𝑉 = 𝑉1 ⊕ 𝑉2 ⊕ · · · ⊕ 𝑉𝑡，故在𝑉中有基，使得A在此基下的矩阵为𝐽𝑜𝑟𝑑𝑎𝑛标准形．
且在不计𝐶𝑖次序的情况下A的𝐽ord𝑎𝑛型是唯一的，这是因为A ⇐⇒不变因子组⇐⇒ 𝐽𝑜𝑟𝑎𝑑𝑎𝑛快⇐⇒ 𝐽ord𝑎𝑛标准型

Corollary 4.7

♡只要上述的所有的初等因子都是一次因式的方幂，尽管 F不是代数封闭域，仍然可以得到上述 Jordan标准型
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4.6 p.i.d上的矩阵

4.6 p.i.d上的矩阵

Definition 4.19
设𝐷为𝑝.𝑖.𝑑，𝑨, 𝑩是𝐷上的𝑚 × 𝑛矩阵．若有𝐷上𝑚阶可逆矩阵𝑷, 𝑛阶可逆矩阵𝑸，使得𝐵 = 𝑃𝐴𝑄,则称𝑨与𝑩相抵

容易知道相抵关系是一个等价关系

�
Note先定义𝐷∗ = 𝐷\{0}上的函数𝑙 (𝑎)如下：𝑙 (𝑎) =

{
0, 𝑎 可逆,

𝑠, 𝑎 = 𝑝1𝑝2 · · · 𝑝𝑠 , 𝑝𝑖 为素元数.
显然有下列性质：

若𝑎与𝑏相伴，则𝑙 (𝑎) = 𝑙 (𝑏)．
若𝑎 | 𝑏，但𝑏 ∤ 𝑎，则𝑙 (𝑎) < 𝑙 (𝑏)．
若𝑎 | 𝑏，则𝑙 (𝑎) = 𝑙 (𝑏)当且仅当𝑎, 𝑏相伴
其次𝑬𝑖 𝑗表示第𝑖行，第 𝑗列处为1，其余元素为0的方阵，即 ent𝑘𝑙

(
𝑬𝑖 𝑗

)
= 𝛿𝑘𝑖𝛿𝑙 𝑗再令

𝑷(𝑖, 𝑗) = 𝑬𝑖 𝑗 + 𝑬 𝑗𝑖 +
∑
𝑘≠𝑖, 𝑗

𝑬𝑘𝑘 ,

𝑷(𝑖(𝑐)) = 𝑐𝑬𝑖𝑖 +
∑
𝑘≠𝑖

𝑬𝑘𝑘 , 𝑐 为𝐷 的可逆元,

𝑷( 𝑗 , 𝑖(𝑘)) = 𝑰 + 𝑘𝑬 𝑗𝑖 , 𝑰 为单位矩阵.

显然这三个矩阵都可逆，而用它们左乘（或右乘）某一矩阵就是把该矩阵作相应的初等行（或列）变换

Lemma 4.7
设𝐷为𝑝.𝑖.𝑑，且𝐴是𝐷上𝑚 × 𝑛阶的矩阵

则𝐴相抵于

(
𝐵 𝑂

𝑂 𝑂

)
其中𝐵 =

©­­­­­­«

𝑑1

𝑑2
. . .

𝑑𝑟

ª®®®®®®¬
且𝑑𝑖 |𝑑𝑖+1且𝑑𝑖 ≠ 0这些𝑑𝑖称之为𝐴的不变因子

Lemma 4.8
设𝐷为𝑝.𝑖.𝑑．𝑀为秩𝑚的自由𝐷模，𝑁是𝑀的子模，则存在𝑀的一组基𝑒1, 𝑒2, · · · , 𝑒𝑚及𝐷中𝑟个非零元素𝑑1, 𝑑2, · · · , 𝑑𝑟满足
1）𝑑𝑖 | 𝑑𝑖+1, 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑟 − 1

2）𝑑1𝑒1, 𝑑2𝑒2, · · · , 𝑑𝑟 𝑒𝑟是𝑁的一组基（此时也称𝑑1, 𝑑2, · · · , 𝑑𝑟为𝑁的不变量）

Proof 任取𝑀的一组基𝑒′1, 𝑒′2, · · · , 𝑒′𝑚及𝑁的一生成组 𝑓 ′1, 𝑓
′
2, · · · , 𝑓 ′𝑛．于是有𝐷上𝑚 × 𝑛矩阵𝑨1，使得 𝑓 ′𝑗 =

(
𝑒′1, 𝑒

′
2, · · · , 𝑒′𝑚

)
col 𝑗𝑨1.

由知有𝑚阶可逆矩阵𝑷, 𝑛阶可逆矩阵𝑸，使𝑨 = 𝑷𝑨1𝑸为标准形，而 (𝑒1, 𝑒2, · · · , 𝑒𝑚) =
(
𝑒′1, 𝑒

′
2, · · · , 𝑒′𝑚

)
𝑷−1仍为𝑀的基

令 ( 𝑓1, 𝑓2, · · · , 𝑓𝑛) =
(
𝑓 ′1, 𝑓

′
2, · · · , 𝑓 ′𝑛

)
𝑸仍为𝑁的生成组．

但是

( 𝑓1, 𝑓2, · · · , 𝑓𝑛) =
(
𝑒′1, 𝑒

′
2, · · · , 𝑒′𝑚

)
𝑨1𝑸

= (𝑒1, 𝑒2, · · · , 𝑒𝑚) 𝑷𝑨1𝑸

= (𝑒1, 𝑒2, · · · , 𝑒𝑚) 𝑨,
即 𝑓𝑖 = 𝑑𝑖𝑒𝑖 , 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑟, 𝑓𝑖 = 0, 𝑖 > 𝑟,于是𝑑1𝑒1, 𝑑2𝑒2, · · · , 𝑑𝑟 𝑒𝑟生成𝑁．
显然由𝑒1, 𝑒2, · · · , 𝑒𝑚线性无关可得到𝑑1𝑒1, 𝑑2𝑒2， · · · , 𝑑𝑟 𝑒𝑟线性无关．故𝑑1𝑒1, 𝑑2𝑒2, · · · , 𝑑𝑟 𝑒𝑟是𝑁的基．

Theorem 4.20
设𝐷为𝑝.𝑖.𝑑，𝑀 ′为𝐷上有限生成模

则𝑀 ′ =
⊕𝑟

𝑖=1 𝐷𝑦𝑖 ⊕
⊕𝑚

𝑖=𝑟+1 𝐷𝑦𝑖且𝑎𝑛𝑛𝑦1 ⊇ · · · ⊇ 𝑎𝑛𝑛𝑦𝑟且𝑎𝑛𝑛𝑦𝑟+1 = · · · = 𝑎𝑛𝑛𝑦𝑚 = {0}
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4.6 p.i.d上的矩阵

并且记𝑎𝑛𝑛𝑦1 ∼ 𝑎𝑛𝑛𝑦𝑟 = ⟨𝑑1⟩ ∼ ⟨𝑑𝑟 ⟩且𝑑1, · · · , 𝑑𝑟 ≠ 0

Proof 设𝑀 ′的一组生成组为𝑀 ′ = ⟨𝑥1 · · · 𝑥𝑚⟩
构造𝐷上的𝑚秩自由模𝑀 =

〈
𝑒′1 · · · 𝑒′𝑚

〉
由自由模泛性质知

存在模同态𝜂 : 𝑀 → 𝑀 ′使得𝜂
(
𝑒′𝑖

)
= 𝑥𝑖这是个满同态故记作𝑁 = Ker𝜂

则有𝑀/𝑁 � 𝑀 ′

设𝑁的一组生成组为𝑁 =
〈
𝑓 ′1 · · · 𝑓 ′𝑛

〉
不妨设

(
𝑓 ′1 · · · 𝑓 ′𝑛

)
=

(
𝑒′1 · · · 𝑒′𝑚

)
𝐴𝑚×𝑛

令 (𝑒1 · · · 𝑒𝑚) =
(
𝑒′1 · · · 𝑒′𝑚

)
𝑃−1为𝑀的一组新基

令 ( 𝑓1 · · · 𝑓𝑛) =
(
𝑓 ′1 · · · 𝑓 ′𝑛

)
𝑄为𝑁的一组新生成组

=⇒ ( 𝑓1 · · · 𝑓𝑛) =
(
𝑓 ′1 · · · 𝑓 ′𝑛

)
𝑄 =

(
𝑒′1 · · · 𝑒′𝑚

)
𝐴𝑚×𝑛𝑄 = (𝑒1 · · · 𝑒𝑚) 𝑃𝐴𝑄

=⇒ 𝑓1 = 𝑑1𝑒1 · · · 𝑓𝑟 = 𝑑𝑟 𝑒𝑟， 𝑓𝑟+1 = · · · = 𝑓𝑛 = 0

故𝑁的一组基为 𝑓1 · · · 𝑓𝑟，𝑁 = ⟨ 𝑓1 · · · 𝑓𝑟 ⟩

令 (𝑦1 · · · 𝑦𝑚) = 𝜂 (𝑒1 · · · 𝑒𝑚) = 𝜂
(
𝑒′1 · · · 𝑒′𝑚

)
𝑃−1 = (𝑥1 · · · 𝑥𝑚) 𝑃−1

因为𝜂是满射且𝑒1 · · · 𝑒𝑚是𝑀的一组基故𝑦1 · · · 𝑦𝑚为𝑀 ′的一组生成组

𝑀 ′ = ⟨𝑦1 · · · 𝑦𝑚⟩ = 𝐷𝑦1 + · · · + 𝐷𝑦𝑚

下算零化子

当1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑟时,

𝑑𝑖𝑦𝑖 = 𝑑𝑖𝜂 (𝑒𝑖) = 𝜂 (𝑑𝑖𝑒𝑖) = 𝜂 ( 𝑓𝑖)
𝑓𝑖∈𝑁=Ker𝜂

============== 0 =⇒ 𝑑𝑖 ∈ 𝑎𝑛𝑛𝑦𝑖 =⇒ ⟨𝑑𝑖⟩ ⊆ 𝑎𝑛𝑛𝑦𝑖

∀𝑎 ∈ 𝑎𝑛𝑛𝑦𝑖 =⇒ 𝑎𝑒𝑖 ∈ 𝑁 = Ker𝜂 = ⟨ 𝑓1 · · · 𝑓𝑟 ⟩ = ⟨𝑑1𝑒1 · · · 𝑑𝑟 𝑒𝑟 ⟩ =⇒ 𝑎𝑒𝑖 =
𝑟∑
𝑗=1

𝑏 𝑗𝑑 𝑗𝑒 𝑗 =⇒ 𝑎 = 𝑏𝑖𝑑𝑖 =⇒ 𝑎 ∈ ⟨𝑏𝑖⟩

故𝑎𝑛𝑛𝑦𝑖 = ⟨𝑑𝑖⟩
当𝑟 + 1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑚时

∀𝑎 ∈ 𝑎𝑛𝑛𝑦𝑖 =⇒ 𝑎𝑒𝑖 ∈ 𝑁 = Ker𝜂 = ⟨ 𝑓1 · · · 𝑓𝑟 ⟩ = ⟨𝑑1𝑒1 · · · 𝑑𝑟 𝑒𝑟 ⟩ =⇒ 𝑎𝑒𝑖 =
𝑟∑
𝑗=1

𝑏 𝑗𝑑 𝑗𝑒 𝑗 =⇒ 𝑎 = 0

故𝑎𝑛𝑛𝑦𝑖 = {0}

再证直和，只需证明零向量分解唯一

若
𝑚∑
𝑖=1

𝑐𝑖𝑦𝑖 = 0此时
𝑚∑
𝑖=1

𝑐𝑖𝑦𝑖 ∈ 𝑁 = Ker𝜂 = ⟨𝑑1𝑒1 · · · 𝑑𝑟 𝑒𝑟 ⟩

=⇒
𝑚∑
𝑖=1

𝑐𝑖𝑦𝑖 =
𝑟∑
𝑗=1

𝑙 𝑗𝑑 𝑗𝑒 𝑗 =⇒ 𝑐𝑖 = 𝑙𝑖𝑑𝑖 (1 ⩽ 𝑖 ⩽ 𝑟)且𝑐𝑖 = 0 (𝑖 ⩾ 𝑟 + 1)

故每一项𝑐𝑖𝑦𝑖要么直接为零要么𝑐𝑖𝑦𝑖 = 𝑙𝑖𝑑𝑖𝑦𝑖
⟨𝑑𝒊 ⟩=𝑎𝑛𝑛𝑦𝒊============= 0故证毕

Corollary 4.8

♡
𝑟 (𝑀/𝑁) = 𝑟 (𝑀 ′) = 𝑚 − 𝑟 = 𝑟 (𝑀) − 𝑟 (𝑁)

Proposition 4.12
设𝐷为𝑝.𝑖.𝑑，𝐴与𝐵都是𝐷上𝑚 × 𝑛阶矩阵，若𝐴与𝐵相抵，则在相伴意义下𝐴与𝐵有相同的行列式因子

设𝐷是𝑝.𝑖.𝑑，𝑨是𝐷上的𝑚 × 𝑛矩阵
若𝑑1, 𝑑2, · · · , 𝑑𝑟是𝑨的不变因子．𝐷𝑘 (𝑨)是𝑨的𝑘级行列式因子，则有
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1）𝑑𝑘 ∼ 𝐷𝑘 (𝑨)/𝐷𝑘−1 (𝑨), 𝑘 = 1, 2, · · · , 𝑟
2）𝑑1, 𝑑2, · · · , 𝑑𝑟在相伴的意义下唯一
3）如果𝑩也是𝐷上的𝑚×𝑛矩阵，那么𝑩与𝑨等价当且仅当𝑨与𝑩有相同的不变因子，当且仅当𝑨与𝑩有相同的行列式因子．
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第 5章 域论

5.1 扩域的基本概念

Definition 5.1
只有有限个元素的域称为有限域或者为 Galois域，显然对于素数 p，F𝑝 = Z/𝑝Z为一个有限域

Definition 5.2
设𝐹, 𝐸为域，称映射𝜑 : 𝐹 → 𝐸为域同态，如果𝜑是一个环同态，即

𝜑(𝛼 + 𝛽) = 𝜑(𝛼) + 𝜑(𝛽), 𝜑(𝛼𝛽) = 𝜑(𝛼)𝜑(𝛽), 𝛼, 𝛽 ∈ 𝐹而且满足𝜑 (1𝐹) = 1𝐸其中1𝐹 , 1𝐸分别是𝐹, 𝐸的乘法幺元

在不会混淆的情况下，我们省略下标.域同态的全体记作 Hom(𝐹, 𝐸)
称域同态𝜑是域同构，如果𝜑是双射。如果𝐹 = 𝐸，则称𝜑为𝐸的自同态

进一步，若𝜑还是同构，则称𝜑为自同构．记 Aut(𝐸)为𝐸的所有自同构的全体
注意到域同态的复合仍是域同态，即若𝜑 : 𝐹 → 𝐸, 𝜓 : 𝐸 → 𝐾都是域同态，则𝜓 ◦ 𝜑 : 𝐹 → 𝐾也是域同态

特别地，容易验证 Hom(𝐸, 𝐸)是一个幺半群，而 Aut(𝐸)是一个群，称为𝐸的自同构群．

�
Note由环的同态基本定理，域同态𝜑 : 𝐹 → 𝐸的核 Ker𝜑是𝐹的理想，故 Ker𝜑只能为𝐹和{0}
若 Ker𝜑 = {0}，必有𝜑 (1𝐹) = 1𝐸

若 Ker𝜑 = 𝐹，则𝜑是个零映射，这是平凡的情况，因此我们在定义中增加了𝜑 (1𝐹) = 1𝐸，排除了这种情形

Proposition 5.1
域同态𝜑 : 𝐹 → 𝐸 一定是单射．

Definition 5.3 (扩域与扩张)
设𝐸是一个域，𝐹是𝐸的一个子集

若𝐹在𝐸的运算下也是一个域，则称𝐹是𝐸的子域，𝐸为𝐹的扩域或扩张，记作𝐸/𝐹

Definition 5.4 (素域)
容易验证，域𝐸的任意多个子域的交仍是𝐸的子域

特别地，域𝐸的所有子域的交是𝐸的唯一的最小子域

这个最小子域没有任何非平凡子域。我们称不包含任何非平凡子域的域为素域

Theorem 5.1 (素域分类)
1.Z𝑝

(
𝑝为素数

)
，Q有理数域都为素域

2.任取素域𝑀都有𝑀 � Z𝑝或者𝑀 � Q

Proof 1.任取Z𝑝的非零子域𝐹，我们证明𝐹 = Z𝑝即可说明Z𝑝为素域

而𝐹作为子域，自然作为加法的子群，故𝐹的元素个数自然整除𝑝，故𝐹的元素个数要么为1，要么为零

为1即为 {0}与取法矛盾，故𝐹 = Z𝑝

任取Q的非零子域𝐹，则𝐹作为Q的加法乘法子群至少含有 {0, 1} =⇒经过运算即可得到Z ⊆ 𝐹

且𝐹为域故𝑎𝑏−1 (𝑎 ∈ Z, 𝑏 ∈ Z)也在𝐹中即Z的分式域也在𝐹中即Q ⊆ 𝐹 =⇒ 𝐹 = Q

2.任取素域𝑀，取𝑒为幺元，构造Z𝑒 := {𝑛𝑒 |𝑛 ∈ Z}显然Z𝑒为𝑀的子环，且是整环
(
交换与无零因子性继承𝑀

)
𝜑：Z→ Z𝑒 𝑛→ 𝑛𝑒
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5.1 扩域的基本概念

那么Z/Ker𝜑 � Z𝑒且 Ker𝜑为Z的理想，因而 Ker𝜑为素理想才能得到Z𝑒为整环，且Z为主理想整环
=⇒ Ker𝜑 = ⟨𝑝⟩ 𝑝为零或者素数
若𝑝为素数，则Z𝑝 � Z𝑒则𝑀中有一个子域Z𝑒由𝑀的素域条件 =⇒ 𝑀 = Z𝑒 � Z𝑝

若𝑝为零，则Z𝑒 � Z又𝑀为域故𝑎𝑏−1形式也在𝑀中，故Z𝑒的分式域 � Z的分式域 = Q 也在𝑀中

故𝑀中包含一个子域，其为Z𝑒的分式域，由𝑀的素域条件知道𝑀 = Z𝑒的分式域 � Z的分式域 = Q

Definition 5.5
如果𝐹包含的素域与Q同构，则𝐹的特征为零；如果𝐹包含的素域与F𝑝同构，则𝐹的特征为𝑝．

�
Note对于任何域同态𝜎 : 𝐹 → 𝐸, 𝜎自然建立了𝐹的素域与𝐸的素域之间的同构，因此𝐹与𝐸具有相同的特征

特别地，不妨设𝐹和𝐸都是同一个素域Π上的扩张，由𝜑(1) = 1及Π是素域，我们有如下结论

设𝐸和𝐹都是素域Π的扩张，𝜑 : 𝐹 → 𝐸为域同态，则对任意𝑎 ∈ Π有𝜑(𝑎) = 𝑎，即 𝜑|Π = idΠ .
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5.2 域的单扩张

Definition 5.6
域𝐹 ⊆ 域𝐾，𝑆为𝐾中一个集合，域𝐹上添加𝑆集合所生成的域即包含𝐹又包含𝑆的最小的域记为𝐹 (𝑆)

Theorem 5.2 (𝐹 (𝑆)的构造)

记𝐹 [𝑆] =
{∑

𝑎𝑖1 · · ·𝑖𝑛𝛼
𝑖1
1 · · · 𝛼𝑖𝑛𝑛 | 𝑛 ∈ N, 𝑖1 · · · 𝑖𝑛为非零整数，𝛼 𝑗 ∈ 𝑆, 𝑎𝑖1 · · ·𝑖𝑛 ∈ 𝐹

}
不妨记

∑
𝑎𝑖1 · · ·𝑖𝑛𝛼

𝑖1
1 · · · 𝛼𝑖𝑛𝑛 = 𝑓 (𝛼1 · · · 𝛼𝑛) 𝐹 [𝑆]的分式域 =

{
𝑓 (𝛼1 · · · 𝛼𝑛)
𝑔 (𝛽1 · · · 𝛽𝑚)

| 𝑓 (𝛼1 · · · 𝛼𝑛)且𝑔 (𝛽1 · · · 𝛽𝑚) ∈ 𝐹 [𝑆]
}

=⇒ 𝐹 (𝑆)是𝐹 [𝑆]的分式域

Proof 𝐹 [𝑆]是整环显然所以能够构造分式域
一方面：𝐹 (𝑆)又包含𝐹又包含𝑆则 𝑓 (𝛼1 · · · 𝛼𝑛) ∈ 𝐹 (𝑆)且𝑔 (𝛽1 · · · 𝛽𝑚)−1 ∈ 𝐹 (𝑆) =⇒ 𝑓 (𝛼1 · · · 𝛼𝑛)

𝑔 (𝛽1 · · · 𝛽𝑚)
∈ 𝐹 (𝑆)

因此𝐹 [𝑆]的分式域 ⊆ 𝐹 (𝑆)
另一方面𝐹 [𝑆]的分式域，包含𝐹也包含𝑆，而𝐹 (𝑆)是包含𝐹与𝑆的最小的域故𝐹 (𝑆) ⊆ 𝐹 [𝑆]的分式域
=⇒ 𝐹 (𝑆)是𝐹 [𝑆]的分式域

Proposition 5.2
设𝐸为域𝐹的扩域，𝑆 ⊂ 𝐸，则

（1）𝐹 (𝑆) =
⋃
𝑆′⊂𝑆

𝐹 (𝑆′)，其中𝑆′取遍𝑆的所有有限子集

（2）若𝑆 = 𝑆1 ∪ 𝑆2，则𝐹 (𝑆) = 𝐹 (𝑆1) (𝑆2) = 𝐹 (𝑆2) (𝑆1)

Proof（1）显然对任何有限子集𝑆′ ⊂ 𝑆，有𝐹 (𝑆′) ⊆ 𝐹 (𝑆)．故⋃
𝑆′⊂𝑆 𝐹 (𝑆′) ⊆ 𝐹 (𝑆)

反之，对任意𝑎 ∈ 𝐹 (𝑆)，存在 𝑓 , 𝑔 ∈ 𝐹 [𝑆], 𝑔 ≠ 0，使得𝑎 = 𝑓 𝑔−1

由于 𝑓 , 𝑔的表达式都是有限和的形式，因此存在𝑆的有限子集𝑆′使得 𝑓 , 𝑔 ∈ 𝐹 [𝑆′]。于是𝑎 ∈ 𝐹 (𝑆′)．故（1）成立

（2）只需证明𝐹 (𝑆) = 𝐹 (𝑆1) (𝑆2)．由于域𝐹 (𝑆1) (𝑆2)包含𝐹, 𝑆1, 𝑆2，而𝐹 (𝑆)是𝐸中包含𝐹, 𝑆的最小子域，故𝐹 (𝑆) ⊆ 𝐹 (𝑆1) (𝑆2)
另一方面，𝐹 (𝑆1) (𝑆2)是包含𝐹 (𝑆1) , 𝑆2的最小子域，而域𝐹 (𝑆1 ∪ 𝑆2)显然包含𝐹 (𝑆1) , 𝑆2，故𝐹 (𝑆1) (𝑆2) ⊆ 𝐹 (𝑆1 ∪ 𝑆2)
于是（2）成立

Corollary 5.1

♡
𝐹 (𝛼1, 𝛼2, · · · , 𝛼𝑛) = 𝐹 (𝛼1) (𝛼2) · · · (𝛼𝑛)．

Definition 5.7 (单扩张与单代数扩张与单超越扩张)
𝐾为𝐹的扩域，𝛼 ∈ 𝐾则𝐹 (𝛼)就称为𝐹的一个单扩张
若𝛼为𝐹上的代数元则称为𝐹的单代数扩张，若𝛼为𝐹上的超越元则称为𝐹的单超越扩张

Theorem 5.3 (单超越扩张结构 I)
𝐾为𝐹的扩域，𝛼 ∈ 𝐾且为𝐹上的超越元，则𝐹 [𝛼]即为𝐹上的一元多项式环，
而我们知道𝐹 [𝛼]在同构意义下唯一，故𝐹 (𝛼)是𝐹 [𝛼]的分式域故在同构意义下也唯一
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Lemma 5.1
Suppose 𝛼 is a algebraic element over a field 𝐹. And 0 ≠ 𝑝(𝑥) ∈ 𝐹 [𝑥]. Then we have the following three equivalent statements:

1. 𝑝(𝑥) is the minimal polynomial of 𝛼 over 𝐹.
2. 𝑝(𝛼) = 0 and for any 𝑔(𝑥) ∈ 𝐹 [𝑥], if 𝑔(𝛼) = 0, then 𝑝(𝑥)

��𝑔(𝑥).
3. 𝑝(𝛼) = 0 and 𝑝(𝑥) is irreducible in 𝐹 [𝑥].

Proof 1.=⇒2. Suppose 𝑔(𝛼) = 0. By the division algorithm, we can write

𝑔(𝑥) = 𝑞(𝑥)𝑝(𝑥) + 𝑟 (𝑥)

where 𝑞(𝑥), 𝑟 (𝑥) ∈ 𝐹 [𝑥] and either 𝑟 (𝑥) = 0 or deg(𝑟) < deg(𝑝). Since 𝑝(𝛼) = 0 and 𝑔(𝛼) = 0, we have

0 = 𝑔(𝛼) = 𝑞(𝛼)𝑝(𝛼) + 𝑟 (𝛼) = 𝑟 (𝛼).

If 𝑟 (𝑥) ≠ 0, then by the minimality of the degree of 𝑝(𝑥), we must have a contradiction. Therefore, 𝑟 (𝑥) = 0, which implies that 𝑝(𝑥)
��𝑔(𝑥).

2.=⇒3. Suppose that for any 𝑔(𝑥) ∈ 𝐹 [𝑥], if 𝑔(𝛼) = 0, then 𝑝(𝑥)
��𝑔(𝑥). Let us assume that there exist polynomials 𝑓1, 𝑓2 ∈ 𝐹 [𝑥] such

that 𝑝 = 𝑓1 𝑓2. Then 𝑓1 (𝛼) 𝑓2 (𝛼) = 𝑝(𝛼) = 0. Since 𝐹 is a field, at least one of 𝑓1 (𝛼) or 𝑓2 (𝛼) must be zero. Without loss of generality,
suppose 𝑓1 (𝛼) = 0. Then by our assumption, 𝑝

�� 𝑓1, so there exists some polynomial ℎ such that 𝑓1 = ℎ𝑝. But then

𝑝 = 𝑓1 𝑓2 = (ℎ𝑝) 𝑓2 = ℎ(𝑝 𝑓2),

which means that ℎ is a unit in 𝐹 [𝑥], i.e., it’s a constant polynomial. This shows that one of the factors is a unit, hence 𝑝 is irreducible.
3.=⇒1. Suppose 𝑝(𝛼) = 0 and 𝑝(𝑥) is irreducible in 𝐹 [𝑥]. Then𝐹 [𝑥] (𝑥) ⊂ 𝐾𝑒𝑟𝜑𝛼 ⫋ 𝐹 [𝑥].And because 𝑝(𝑥) is irreducible, we

have 𝐹 [𝑥]𝑝(𝑥) is the maximal ideal of 𝐹 [𝑥].Thus 𝐾𝑒𝑟𝜑𝛼 = 𝐹 [𝑥]𝑝(𝑥).Therefore, for any polynomial 𝑔(𝑥) ∈ 𝐹 [𝑥] such that 𝑔(𝛼) = 0, we
have 𝑔(𝑥) ∈ 𝐾𝑒𝑟𝜑𝛼, which implies that 𝑝(𝑥)

��𝑔(𝑥).This shows that 𝑝(𝑥) is the minimal polynomial of 𝛼 over 𝐹.

Theorem 5.4 (单代数扩张的结构)
𝐾为𝐹的扩域，𝛼 ∈ 𝐾且为𝐹上的代数元⇐⇒ 𝐹 (𝛼) = 𝐹 [𝛼]

𝐹 (𝛼) = 𝐹 [𝛼] =
{
𝑓 (𝛼) =

𝑚∑
𝑛=0

𝑎𝑛𝛼
𝑛 | 𝑎𝑛 ∈ 𝐹

}

Proof 考察𝐹到𝐾的嵌入映射 𝑓，则 𝑓可唯一的扩充到𝐹 [𝑥]到𝐾上的同态 𝑓̃，且 𝑓̃𝐹= 𝑓且 𝑓̃ (𝑥) = 𝛼
则 𝑓̃将𝐹 [𝑥]的多项式𝑔 (𝑥)映为𝑔 (𝛼) ∈ 𝐹 [𝛼]
故考察 𝑓̃从𝐹 [𝑥]到𝐹 [𝛼]的同态即为一个满同态
于是 𝑓̃ /Ker 𝑓̃ � 𝐹 [𝛼]又 Ker 𝑓̃为𝐹 [𝑥]上的一个理想，但是域上的一元多项式环是𝐸𝐷为𝑃𝐼𝐷
故可设 Ker 𝑓̃ = ⟨𝑝 (𝑥)⟩故 𝑓̃ /⟨𝑝 (𝑥)⟩ � 𝐹 [𝛼]
此外由𝐹 [𝛼]为𝐾的子环为整环，则 ⟨𝑝 (𝑥)⟩自然为𝐹 [𝑥]上的素理想，该多项式为素元素也为不可约元素
而𝐹 [𝑥]为𝑃𝐼𝐷素理想因而等价与极大理想 =⇒ 𝑓̃ /⟨𝑝 (𝑥)⟩ � 𝐹 [𝛼] =⇒ 𝐹 [𝛼]为域
故则其分式域自然为自己故𝐹 (𝛼) = 𝐹 [𝛼]

另一方面已知𝛼为𝐹上的代数元我们想要推出𝐹 [𝛼] = 𝐹 (𝛼)一样的我们只需要说明𝐹 [𝛼] = 0

设𝛼在𝐹上的极小多项式为 Irr (𝛼, 𝐹)则由引理知道其为不可约多项式且由映射知道
𝐹 [𝑥] /⟨Irr (𝛼, 𝐹)⟩ � 𝐹 [𝛼]而左边为域

(
模掉不可约生成的极大理想

)
，因此𝐹 [𝛼]为域

163



抽
象
代
数
讲
义

5.2 域的单扩张

𝐹

𝐾

𝐹

𝐹 [𝑥]

嵌入 f

𝑓

𝛼

𝐹 [𝛼]

Corollary 5.2

♡

1. ⟨𝑝 (𝑥)⟩ = Ker 𝑓̃则 𝑓̃ (𝑝 (𝑥)) = 𝑝 (𝛼) = 0且𝑝 (𝑥)为𝐹 [𝑥]上的不可约多项式
=⇒ 𝑝 (𝑥)为𝛼的零化多项式且设其首一
2.这样的首一不可约零化多项式被𝛼唯一确定，因为若𝑝1 (𝛼) = 𝑝2 (𝛼) = 0

且则 (𝑝1 (𝑥) , 𝑝2 (𝑥)) ≠ 1又他们不可约 =⇒ 𝑝1 ∼ 𝑝2又首一故𝑝1, 𝑝2

3.则∀𝛼的零化多项式𝑔 (𝑥)，𝑔 (𝑥) ∈ Ker 𝑓̃ = ⟨𝑝 (𝑥)⟩故𝑝 (𝑥)是零化多项式次数最小的一个
故𝑝 (𝑥)为极小多项式

Definition 5.8 (极小多项式)
𝐾为𝐹的扩域，𝛼 ∈ 𝐾且为𝐹的代数元，则𝐹 [𝑥]中以𝛼为根的不可约首一多项式 𝑓 (𝑥)
称为 𝑓 (𝑥)为𝛼在𝐹上的极小多项式记作 Irr (𝛼, 𝐹)，且极小多项式的次数就称为𝛼在𝐹上的次数记为 deg (𝛼, 𝐹)

Lemma 5.2
𝐸为𝐹的扩域，显然𝐸是𝐹上的线性空间

Theorem 5.5 (单代数扩张的结构 II)
设𝐹 (𝛼)是域𝐹的单代数扩张，且 deg (𝛼, 𝐹) = 𝑛则𝐹 (𝛼)是𝐹上的𝑛维线性空间，且1，𝛼 · · · 𝛼𝑛−1为一组基

Proof 𝐹 (𝛼) = 𝐹 [𝛼] =
{

𝑛∑
𝑘=0

𝑎𝑘𝛼
𝑘 |𝑛为非负整数，𝑎𝑘 ∈ 𝐹

}
线性空间容易证明此时1，𝛼 · · · 𝛼𝑛−1为一组基
若1，𝛼 · · · 𝛼𝑛−1线性相关则存在不全为零的系数使得线性组合为零，则与 deg (𝛼, 𝐹) = 𝑛
𝛼的极小多项式次数为𝑛矛盾

再者，∀ 𝑓 (𝛼) =
𝑛∑
𝑘=0

𝑎𝑘𝛼
𝑘其中𝑛为非负整数，𝑎𝑘 ∈ 𝐹，记 𝑓 (𝑥) =

𝑛∑
𝑘=0

𝑎𝑘𝑥
𝑘

且 𝑓 (𝑥) = 𝑞 (𝑥) Irr (𝛼, 𝐹) + 𝑟 (𝑥)其中𝑟 (𝛼) = 0或者 deg𝑟 (𝑥) < degIrr (𝛼, 𝐹) = 𝑛 =⇒ 𝑓 (𝛼) = 𝑟 (𝛼)
故 𝑓 (𝛼) = 𝑟 (𝛼)可以由1，𝛼 · · · 𝛼𝑛−1表出

Corollary 5.3

♡

1.𝛼为𝐹上的代数元，此时𝐹 (𝛼) = 𝐹 [𝛼]中的元素结构变为
𝑛−1∑
𝑘=0

𝑎𝑘𝑥
𝑘

2.注意线性空间上的乘法与𝐹 (𝛼)的乘法不一样！
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Definition 5.9
设𝐾1与𝐾2都是𝐹的扩域，且存在同构映射𝜑：𝐾1 → 𝐾2且𝜑|𝐹 = 𝑖𝑑𝐹

称为𝐾1，𝐾2是𝐹的等价扩张

Corollary 5.4

♡
𝐹 (𝛼) , 𝐹 (𝛽)是域𝐹上的单超越扩张，则𝐹 (𝛼) � 𝐹 (𝛽)故是等价扩张

Proposition 5.3
设𝐹 (𝛼) , 𝐹 (𝛽)是𝐹的单代数扩张，且 Irr (𝛼, 𝐹) = Irr (𝛽, 𝐹)则𝐹 (𝛼)与𝐹 (𝛽)是过𝐹的等价扩张

Proof 记𝑛 = deg (Irr (𝛼, 𝐹)) = deg (Irr (𝛽, 𝐹))

记𝜑 : 𝐹 (𝛼) → 𝐹 (𝛽)
𝑛−1∑
𝑘=0

𝑎𝑘𝛼
𝑘 →

𝑛−1∑
𝑘=0

𝑎𝑘𝛽
𝑘

容易验证𝜑是𝐹 (𝛼)与𝐹 (𝛽)作为𝐹的线性空间的同构
还需验证𝜑是𝐹 (𝛼)与𝐹 (𝛽)的域上的乘法保持这就需要用到 Irr极小多项式相等

且∀𝑎0 ∈ 𝐹有𝜑 (𝑎0) = 𝜑
(
𝑛−1∑
𝑘=0

𝑎𝑘𝛼
𝑘

)
︸           ︷︷           ︸
其中𝑎1 · · ·=0

=
𝑛−1∑
𝑘=0

𝑎𝑘𝛽
𝑘 = 𝑎0故𝜑|𝐹 = 𝑖𝑑𝐹

Corollary 5.5

♡

1.单代数扩张𝐹 (𝛼)本质上在𝐹等价扩张的意义下取决于 Irr (𝛼, 𝐹)
2.若𝐹 (𝛼) , 𝐹 (𝛽)是𝐹的等价的单代数扩张，是否 Irr (𝛼, 𝐹) = Irr (𝛽, 𝐹)(
R
√
−1与R

(
1 +

√
−1

))
Definition 5.10
域𝐾中子域𝐹，𝐹有两个扩张𝐾1与𝐾2且全都 ⊆ 𝐾且𝐾1，𝐾2为过𝐹等价则称𝐾1，𝐾2为共轭子域

𝛼, 𝛽 ∈ 𝐾且𝛼在𝐹上的极小多项式 = 𝛽在𝐹上的极小多项式则称𝛼，𝛽为共轭元素
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5.3 代数扩张与有限扩张

Definition 5.11 (代数扩张与有限扩张定义)
1.设𝐾为域𝐹的扩张，将𝐾看成𝐹上的线性空间

若 dim𝐾 = +∞则称𝐾为𝐹的无限扩张，反之则称为有限扩张且记扩张次数 dim𝐾 = [𝐾 : 𝐹]
2.设𝐾为域𝐹的扩张，∀𝛼 ∈ 𝐾
若对于任取的𝛼，𝛼都是𝐹上的代数元，则称𝐾为𝐹的代数扩张

若存在𝛼 ∈ 𝐾，使得𝛼是𝐹上的超越元，则称𝐾为𝐹的超越扩张

Theorem 5.6
有限扩张一定是代数扩张

Proof 设𝐾为域𝐹的有限扩张，故不妨记作 [𝐾 : 𝐹] = dim𝐾 = 𝑛，此时将𝐾看成𝐹上的线性空间

故此时∀𝛼 ∈ 𝐾有 {1, 𝛼 · · · 𝛼𝑛}这𝑛 + 1个元素必定是线性相关的，故∃𝑎0 ∼ 𝑎𝑛 ∈ 𝐹使得
𝑎0 · 1 + 𝑎1 · 𝛼 + · · · + 𝑎𝑛 · 𝛼𝑛 = 0故𝛼为𝐹上的代数元

Lemma 5.3

𝐾为域𝐹的扩张 =⇒
{
若𝛼是𝐹上的代数元，则𝐹 (𝛼)是𝐹的有限扩张
若𝛼是𝐹上的超越元，则𝐹 (𝛼)是𝐹的无限扩张

Proof 利用单代数扩张的第二结构，我们得到𝐹 (𝛼)可看为𝐹上的线性空间，其中一组基为
{
1, 𝛼 · · · 𝛼𝑛−1

}
其中𝑛 = deg (𝛼, 𝐹) = degIrr (𝛼, 𝐹)且𝑛由𝛼唯一确定
故𝐹 (𝛼)是𝐹的有限扩张

若𝛼是𝐹上的超越元，且𝐹 (𝛼)是𝐹的有限扩张，而有限扩张一定为代数扩张
则𝛼 ∈ 𝐹 (𝛼)一定为𝐹上的代数元，矛盾

Corollary 5.6 (单扩张的代数扩张与有限扩张的关系)

♡
下述三条等价𝐹 (𝛼)是𝐹的代数扩张，𝛼为𝐹的代数元，𝐹 (𝛼)是𝐹的有限扩张

Theorem 5.7 (二次有限扩张)
设有扩张链 : 𝐹 ⊆ 𝐸 ⊆ 𝐾，则 [𝐾 : 𝐹] < ∞ ⇐⇒ [𝐾 : 𝐸] < ∞且 [𝐸 : 𝐹] < ∞
且当 [𝐾 : 𝐹] < ∞时， [𝐾 : 𝐹] = [𝐾 : 𝐸] × [𝐸 : 𝐹]
=⇒得到有限扩张的有限扩张仍然为有限扩张

Proof 利用线性空间的知识
𝐾看成𝐸的线性空间有一组基 {𝛼1 · · · 𝛼𝑠} , 𝐸看成𝐹上的线性空间一组基为 {𝛽1 · · · 𝛽𝑙}
则

{
𝛼𝑖𝛽 𝑗

}
为𝐾看成𝐹上的线性空间的一组基，于是可证毕

Corollary 5.7

♡若域的扩张次数为素数，则两个域之间并无真正的中间域

Theorem 5.8 (有限扩张与单代数扩张升链)
设𝐾为𝐹的有限扩张，则存在单代数扩张链𝐹 := 𝐹0 ⊆ 𝐹1 ⊆ · · · ⊆ 𝐹𝑟 := 𝐾

其中𝐹𝑖+1对于𝐹𝑖都是单代数扩张

反之，𝐾对𝐹有单代数扩张升列，则𝐾是𝐹的有限扩张进而为代数扩张
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Proof 不妨设𝐾 ≠ 𝐹否则平凡，故取𝛼 ∈ 𝐾 − 𝐹
且𝐾为𝐹的有限扩张一定为代数扩张故𝛼为𝐹上的代数元做𝐹1 = 𝐹 (𝛼)
则𝐹 := 𝐹0 ⊆ 𝐹1且𝐹1为𝐹0的单代数扩张，且 [𝐹1 : 𝐹0] > 1,

以此类推讨论𝐹1是否相等于𝐾，若𝐹1 ≠ 𝐾,则取𝛽 ∈ 𝐾 − 𝐹1
𝛽为𝐹上的代数元，由𝐹 ⊆ 𝐹1,故𝛽也为𝐹1上的代数元故做𝐹2 = 𝐹1 (𝛽)以此类推 · · · · · ·
因为𝐾对𝐹是有限扩张，则 [𝐾 : 𝐹] = [𝐹𝑟 : 𝐹𝑟−1] × · · · × [𝐹1 : 𝐹0]
且每一 [𝐹𝑖+1 : 𝐹𝑖] > 1故这个步骤必将在有限步停止，存在单代数扩张链𝐹 := 𝐹0 ⊆ 𝐹1 ⊆ · · · ⊆ 𝐹𝑟 := 𝐾

其中𝐹𝑖+1对于𝐹𝑖都是单代数扩张

反之𝐾对𝐹有单代数扩张升列，𝐹 := 𝐹0 ⊆ 𝐹1 ⊆ · · · ⊆ 𝐹𝑟 := 𝐾

因为对于单扩张而言，代数扩张已经证明了等价于有限扩张，故也可看为有限扩张升链

故𝐾对𝐹为有限扩张的复合仍然为有限扩张

Theorem 5.9
设有扩张列𝐹 ⊆ 𝐸 ⊆ 𝐾且每一层都为代数扩张，则𝐾对𝐹是代数扩张
=⇒代数扩张的代数扩张仍然为代数扩张

Proof ∀𝛼 ∈ 𝐾，𝛼为𝐸上代数元设 Irr (𝛼, 𝐸) = 𝑥𝑛 + 𝑎𝑛−1𝑥𝑛−1 + · · · + 𝑎1𝑥 + 𝑎0其中𝑎𝑖 ∈ 𝐸
此时 Irr (𝛼, 𝐸) ∈ 𝐹 (𝑎0, 𝑎1 · · · 𝑎𝑛−1) [𝑥]
此时𝑎0 ∈ 𝐸而𝐸/𝐹为代数扩张，𝑎0为𝐹上的代数元故有单代数扩张𝐹 ⊆ 𝐹 (𝑎0)
进一步𝑎1 ∈ 𝐸 =⇒ 𝑎1为𝐹上的代数元 =⇒ 𝑎1为𝐹 (𝑎0)上的代数元 · · · · · ·
故有单代数扩张列𝐹 ⊆ 𝐹 (𝑎0) ⊆ 𝐹 (𝑎0) (𝑎1) ⊆ · · · ⊆ 𝐹 (𝑎0) (𝑎1) · · · (𝑎𝑛−1) ⊆ 𝐹 (𝑎0, 𝑎1 · · · 𝑎𝑛−1) (𝛼)
最后一步是因为𝛼在𝐹 (𝑎0) (𝑎1) · · · (𝑎𝑛−1)中有多项式将其化零正是 Irr (𝛼, 𝐸)
则由有限扩张与单代数扩张列知道𝐹 (𝑎0, 𝑎1 · · · 𝑎𝑛−1) (𝛼)对于𝐹为代数扩张
=⇒ 𝛼 ∈ 𝐹 (𝑎0, 𝑎1 · · · 𝑎𝑛−1) (𝛼) =⇒ 𝛼是𝐹上的代数元

证毕

Definition 5.12
设有域扩张列𝐹 ⊆ 𝐾，并将𝐾中所有是𝐹上的代数元的元素集合叫做𝐹在𝐾中的代数闭包
1.若𝐾为𝐹的代数扩张，则自然𝐹 = 𝐾

Theorem 5.10
设𝐾为𝐹的扩张，𝐹是𝐹在𝐾中的代数闭包

则𝐹是包含𝐹又含于𝐾的最大的代数扩张且∀𝛾 ∈ 𝐾 − 𝐹, 𝛾是𝐹上的超越元

Proof 我们要说明𝐹是域，即加法构成𝐴𝑏𝑒𝑙群，𝐹\{0}构成乘法𝐴𝑏𝑒𝑙群
而这些运算律都继承来源于域𝐾，我们仅需要说明∀𝛼, 𝛽使得𝛼 ± 𝛽, 𝛼𝛽，𝛼𝛽−1 ∈ 𝐹即可
𝛼 ∈ 𝐹则𝛼是𝐹上的代数元，则由单代数扩张𝐹 ⊆ 𝐹 (𝛼)，再代数扩张𝐹 ⊆ 𝐹 (𝛼) ⊆ 𝐹 (𝛼) (𝛽)
则𝐹 (𝛼) (𝛽)关于𝐹是代数扩张，而𝛼 ± 𝛽, 𝛼𝛽，𝛼𝛽−1 ∈ 𝐹 (𝛼) (𝛽)
=⇒ 𝛼 ± 𝛽, 𝛼𝛽，𝛼𝛽−1是𝐹上的代数元即𝛼 ± 𝛽, 𝛼𝛽，𝛼𝛽−1 ∈ 𝐹

此时∀𝛾 ∈ 𝐾 − 𝐹, 𝛾是𝐹上的超越元是显然的，这是由代数闭包的定义
但是我们要说明𝛾为𝐹上的超越元，若𝛾是𝐹上的代数元

则做单代数扩张𝐹 ⊆ 𝐹 (𝛾) =⇒则𝐹 ⊆ 𝐹 ⊆ 𝐹 (𝛾) =⇒ 𝐹 (𝛾)关于𝐹为代数扩张
=⇒ 𝛾 ∈ 𝐹 (𝛾) =⇒ 𝛾是𝐹上的代数元 =⇒ 𝛾 ∈ 𝐹与𝛾取法矛盾
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Definition 5.13
设𝐹 [𝑥]是𝐹域的一元多项式环， 𝑓 (𝑥) ∈ 𝐹 [𝑥], deg 𝑓 (𝑥) = 𝑛．若𝐹的扩域𝐾满足下列条件：
1） 𝑓 (𝑥)在𝐾 [𝑥]内可分解为一次因式之积， 𝑓 (𝑥) = 𝑐 (𝑥 − 𝛼1) (𝑥 − 𝛼2) · · · (𝑥 − 𝛼𝑛)
2）𝐾 = 𝐹 (𝛼1, 𝛼2, · · · , 𝛼𝑛) ,则称𝐾是 𝑓 (𝑥)的分裂域

Lemma 5.4
设不可约多项式𝑝 (𝑥) ∈ 𝐹 [𝑥]，则必定存在𝐹的扩张𝐸，使得𝑝 (𝑥)在𝐸中有根

Proof 若𝑝 (𝑥)为𝐹 [𝑥]上的常数即零次多项式，那么显然取𝐸 = 𝐹即可多项式为𝑥 − 𝑐类型

故不妨设非常数多项式𝑝 (𝑥) =
𝑛∑
𝑖=0

𝑎𝑖𝑥
𝑖其中𝑎𝑖 ∈ 𝐹

作自然映射𝜋 : 𝐹 [𝑥] −→ 𝐹 [𝑥] /⟨𝑝 (𝑥)⟩
考察𝜋 |𝐹这是一个单同态显然，则𝐹 � 𝜋 (𝐹) ⊆ 𝐹 [𝑥] /⟨𝑝 (𝑥)⟩
且因为𝑝 (𝑥)为不可约多项式，则 ⟨𝑝 (𝑥)⟩为极大理想𝐹 [𝑥] /⟨𝑝 (𝑥)⟩为域
故在同构下，只需在𝐹 [𝑥] /⟨𝑝 (𝑥)⟩中找到一个元素，使得在𝑝 (𝑥)下为0

考察𝑥 + ⟨𝑝 (𝑥)⟩在𝑝 (𝑥)下有
𝑛∑
𝑖=0

𝑎𝑖 (𝑥 + ⟨𝑝 (𝑥)⟩)𝑖 =
𝑛∑
𝑖=0

𝑎𝑖𝑥
𝑖 + ⟨𝑝 (𝑥)⟩ = 𝑝 (𝑥) + ⟨𝑝 (𝑥)⟩ = 0̄

故证毕

Corollary 5.8

♡

设域𝐹，设首一不可约多项式 𝑓 (𝑥)其根为𝛼 ∈ 𝐸/𝐹的扩张,此时 Irr (𝛼, 𝐹) = 𝑓 (𝑥)
𝐹 [𝑥] / 𝑓 (𝑥) � 𝐹 (𝛼)

Theorem 5.11
设 𝑓 (𝑥)是域𝐹上的一元多项式且 deg 𝑓 (𝑥) > 0，则 𝑓 (𝑥)的分裂域存在,且在 𝑓的分裂域中有 𝑓的𝑛个根

Proof 对 deg 𝑓 (𝑥)用数学归纳法证明
当 deg 𝑓 (𝑥) = 1时不妨设 𝑓 (𝑥) = 𝑎𝑥 + 𝑏其中𝑎, 𝑏 ∈ 𝐹，𝐹本身就是 𝑓 (𝑥)的分裂域
且 𝑓 (𝑥)的根 − 𝑎−1𝑏 ∈ 𝐹
假设当 deg 𝑓 (𝑥) = 𝑛 − 1时结论成立

设 deg 𝑓 (𝑥) = 𝑛 > 1, 𝑝(𝑥)是 𝑓 (𝑥)的一个不可约因子
由引理知有𝐹的单代数扩张𝐹1 = 𝐹 (𝛼1)，其中，𝛼1满足𝑝 (𝛼1) = 0，故 𝑓 (𝛼1) = 0

𝑓 (𝑥)作为𝐹1 [𝑥]内的多项式则有分解 𝑓 (𝑥) = (𝑥 − 𝛼1) 𝑓1 (𝑥), deg 𝑓1 (𝑥) = deg 𝑓 (𝑥) − 1

因而有 𝑓1 (𝑥)对𝐹1的分裂域𝐾 = 𝐹1 (𝛼2, 𝛼3, · · · , 𝛼𝑛)
显然 𝑓 (𝑥) = (𝑥 − 𝛼1) 𝑓1 (𝑥) ∈ 𝐾 [𝑥]且有分解 𝑓 (𝑥) = 𝑐 (𝑥 − 𝛼1) (𝑥 − 𝛼2) · · · (𝑥 − 𝛼𝑛)
又𝐾 = 𝐹1 (𝛼2, 𝛼3, · · · , 𝛼𝑛) = 𝐹 (𝛼1) (𝛼2, 𝛼3, · · · , 𝛼𝑛) = 𝐹 (𝛼1, 𝛼2, · · · , 𝛼𝑛) ,故𝐾是 𝑓 (𝑥)对𝐹的分裂域

Corollary 5.9

♡

1.设𝐾是 𝑓 (𝑥) ∈ 𝐹 [𝑥]的分裂域且 deg 𝑓 (𝑥) = 𝑛，则 [𝐾 : 𝐹] ⩽ 𝑛!

2.设𝐾是 𝑓 (𝑥) ∈ 𝐹 [𝑥]的分裂域，又𝐸是𝐹与𝐾的中间域，则𝐾也是 𝑓 (𝑥) ∈ 𝐸 [𝑥]的分裂域．

Proof .事实上， [𝐾 : 𝐹] = [𝐹 (𝛼1, · · · 𝛼𝑛) : 𝐹 (𝛼1 · · · 𝛼𝑛−1)] × · · · × [𝐹 (𝛼1) : 𝐹]
但是 [𝐹 (𝛼1) : 𝐹]为 degIrr (𝛼1, 𝐹)极小多项式的次数而这一定小于等于零化多项式的次数，
𝛼1在𝐹上的一个零化多项式不就是 𝑓 (𝑥) ,故 [𝐹 (𝛼1) : 𝐹] ⩽ 𝑛

类似的 𝑓 (𝑥) = (𝑥 − 𝛼1) 𝑓1 (𝑥)其中的 𝑓1 (𝑥)就是𝛼2在𝐹 (𝛼1)上的一个零化多项式
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以此类推

2.事实上，若𝐾 = 𝐹 (𝛼1, 𝛼2, · · · , 𝛼𝑛)，则有𝐾 = 𝐹 (𝛼1, 𝛼2, · · · , 𝛼𝑛) ⊆ 𝐸 (𝛼1, 𝛼2, · · · , 𝛼𝑛) ⊆ 𝐾故𝐾 = 𝐸 (𝛼1, 𝛼2, · · · , 𝛼𝑛)．

Definition 5.14
设𝜎是环𝑅1到环𝑅2上的同构，又𝐾𝑖是𝑅𝑖的扩张，𝑖 = 1, 2.𝜂是𝐾1到𝐾2上的同构且满足 𝜂 |𝑅1

= 𝜎，则称𝜂是𝜎的开拓

特别地，若𝐾1, 𝐾2都是域𝐹的扩域，𝜂是𝐾1到𝐾2上的𝐹同构，则𝜂是 id𝐹的开拓．

Lemma 5.5
设𝜎是𝐹到𝐹上的域同构，则

1）𝜎可开拓为𝐹 [𝑥]到𝐹 [𝑥]上的同构，仍记为𝜎, 𝑝(𝑥) ∈ 𝐹 [𝑥]不可约当且仅当𝜎𝑝(𝑥) ∈ 𝐹 [𝑥]不可约
2）又若𝐾, 𝐾分别为𝐹, 𝐹的扩域且𝑝(𝑥) ∈ 𝐹 [𝑥]不可约，而𝛼 ∈ 𝐾, 𝛼̄ ∈ 𝐾分别为𝑝(𝑥), 𝜎𝑝(𝑥)的根
则𝜎可开拓为𝐹 (𝛼)到𝐹 (𝛼̄)上的同构𝜎̄，使得𝜎̄(𝛼) = 𝛼̄．

𝐹 [𝑥] 𝐹 [𝑥]
𝜎

𝐹 [𝑥]/< 𝑝(𝑥) > 𝐹 [𝑥]/< 𝜎𝑝(𝑥) >

𝜋
𝜋

𝜎′

𝐹 (𝛼) 𝐹 (𝛼)

𝜑 𝜓

𝜎

Proof 1）设 𝑓 (𝑥) ∈ 𝐹 [𝑥]且 𝑓 (𝑥) =
𝑛∑
𝑖=0

𝑎𝑖𝑥
𝑖

令𝜎为由𝜎( 𝑓 (𝑥)) =
𝑛∑
𝑖=0

𝜎 (𝑎𝑖) 𝑥𝑖定义的从𝐹 [𝑥]到𝐹 [𝑥]的映射，由𝜎是𝐹到𝐹上的同构，可直接验证开拓后的𝜎是𝐹 [𝑥]到𝐹 [𝑥]上的同构

于是𝑝(𝑥) ∈ 𝐹 [𝑥]不可约当且仅当𝜎𝑝(𝑥) ∈ 𝐹 [𝑥]不可约．

(2)作如图的𝜋与𝜋的自然映射
做𝜎′ : 𝐹 [𝑥] /⟨𝑝 (𝑥)⟩ −→ 𝐹 [𝑥] /⟨𝜎𝑝 (𝑥)⟩ 𝑓 (𝑥) + ⟨𝑝 (𝑥)⟩ ↦→ 𝜎 𝑓 (𝑥) + ⟨𝜎𝑝 (𝑥)⟩
容易验证𝜎′是合理定义的映射且为同态与单射，且在运算法则下容易验算上述图为交换图

故𝜎′𝜋 = 𝜋𝜎因为𝜎是开拓到𝐹 [𝑥]到𝐹 [𝑥]的同构自然为满射，自然映射𝜋自然为满射 =⇒ 𝜎′为满射

故𝜎′为同构

且根据引理知道𝐹 [𝑥] /⟨𝑝 (𝑥)⟩ � 𝐹 (𝛼) 𝐹 [𝑥] /⟨𝜎𝑝 (𝑥)⟩ � 𝐹 (𝛼̄)
故令𝜑为𝐹 (𝛼)到𝐹 [𝑥] /⟨𝑝 (𝑥)⟩的映射且𝜓为𝐹 [𝑥] /⟨𝜎𝑝 (𝑥)⟩到𝐹 (𝛼̄)的映射
于是令𝜎̄ := 𝜓𝜎′𝜑显然这是一个同构映射

且容易验算𝜎̄ (𝛼) = 𝛼̄且𝜎̄ |𝐹 = 𝜎

Lemma 5.6
若𝜑 : 𝐹 → 𝐹的域同构，𝐹 (𝛼) /𝐹是单代数扩张，记𝑝 (𝑥) = Irr (𝛼, 𝐹)，𝑝 (𝑥) = 𝜑 (𝑝 (𝑥))
若𝐸为𝐹的扩张，且𝑝 (𝑥)在𝐸中分裂
则存在域同态𝜓 : 𝐹 (𝛼) → 𝐸使得𝜓 |𝐹 = 𝜑且这样域同态的个数 ⩽ [𝐹 (𝛼) : 𝐹]等号成立当且仅当𝑝 (𝑥)在𝐸中无重根

Proof 由题易知𝑝 (𝛼) = 0 =⇒ 𝜑 (𝑝 (𝛼)) = 0 =⇒ 𝑝 (𝜑 (𝛼)) = 0 =⇒ 𝜑 (𝛼)为𝑝 (𝑥)的根
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5.4 分裂域

故根据上文的定理就知道𝜑可延拓为𝐹 (𝛼) → 𝐹 (𝜑 (𝛼))的同构进而可视为𝜓 : 𝐹 (𝛼) → 𝐸使得𝜓 |𝐹 = 𝜑

此时这样的域同态个数 ⩽ deg𝑝 (𝑥) = deg𝑝 (𝑥) = [𝐹 (𝛼) : 𝐹]

Theorem 5.12
设𝜎是域𝐹到域𝐹上的同构．𝜎开拓为𝐹 [𝑥]到𝐹 [𝑥]上的同构仍记为𝜎
又设𝐸, 𝐸分别为 𝑓 (𝑥) ∈ 𝐹 [𝑥]和𝜎 𝑓 (𝑥) ∈ 𝐹 [𝑥]的分裂域
则𝜎可开拓为𝐸到𝐸的同构．𝜎的不同开拓的个数𝑛𝜎 ⩽ [𝐸 : 𝐹] = [𝐸 : 𝐹]
而且当且仅当𝜎 𝑓 (𝑥)中每一个不可约因子在𝐸中无重根时等号成立．

Proof 设 𝑓 (𝑥)在𝐸中分裂为 (𝑥 − 𝛼1) · · · (𝑥 − 𝛼𝑛)且𝐸 = 𝐹 (𝛼1 · · · 𝛼𝑛)同理设𝜎 𝑓 (𝑥) = (𝑥 − 𝛼̄1) · · · (𝑥 − 𝛼̄𝑛)
记作𝑝1 (𝑥) = Irr (𝛼1, 𝐹)且𝑝1 (𝑥) = 𝜎 (𝑝 (𝑥))且𝑝1 (𝑥) | 𝑓 (𝑥)那么由引理知道
𝑝1 (𝑥)为𝐹 [𝑥]上的不可约因式,且𝜎 (𝛼1)为𝑝1 (𝑥)的根不妨设它为𝛼̄1
此时就有𝜎可延拓到𝐹 (𝛼1)到𝐹 (𝛼̄1)的同构，且这样的同构个数 ⩽ [𝐹 (𝛼1) : 𝐹]
以此类推 · · · · · ·
最终有𝜎可延拓到𝐹 (𝛼1 · · · 𝛼𝑛)到𝐹 (𝛼̄1 · · · 𝛼̄𝑛)的同构即𝐸与𝐸的同构
同构的开拓个数 ⩽ [𝐹 (𝛼1) : 𝐹] · [𝐹 (𝛼1) (𝛼2) : 𝐹 (𝛼1)] · · · · · · · [𝐹 (𝛼1 · · · 𝛼𝑛) : 𝐹 (𝛼1 · · · 𝛼𝑛−1)] = [𝐸 : 𝐹]
等号成立当且仅当任何一个𝑝𝑖 (𝑥)在𝐸中无重根故等号成立当且仅当𝜎 𝑓 (𝑥)中每一个不可约因子在𝐸中无重根时等号成立．

Corollary 5.10

♡

1.设𝐹为域， 𝑓 (𝑥) ∈ 𝐹 [𝑥], deg 𝑓 (𝑥) > 0，则 𝑓 (𝑥)的任意两个分裂域𝐸，𝐸是𝐹同构的．
2.特别地，当𝐸与𝐸都是𝐹的同一扩域𝐾的子域时，即𝐹 ⊆ 𝐸 ⊆ 𝐾，𝐹 ⊆ 𝐸 ⊆ 𝐾，则𝐸 = 𝐸

3.设𝐾为域𝐹的扩域，𝐸是 𝑓 (𝑥) ∈ 𝐹 [𝑥]的分裂域且𝐸 ⊆ 𝐾，则对𝐾的任意𝐹自同构𝜎有𝜎𝐸 = 𝐸

Proof 在定理中取𝐹 = 𝐹与𝜎 = id𝐹即得此推论的前一结论．至于后一结论，有

𝑓 (𝑥) = (𝑥 − 𝛼1) (𝑥 − 𝛼2) · · · (𝑥 − 𝛼𝑛) 𝛼𝑖 ∈ 𝐸 ⊆ 𝐾,

𝑓 (𝑥) = (𝑥 − 𝛽1) (𝑥 − 𝛽2) · · · (𝑥 − 𝛽𝑛) 𝛽𝑖 ∈ 𝐸 ⊆ 𝐾

由于𝑥 − 𝛼𝑖 , 𝑥 − 𝛽𝑖 ∈ 𝐾 [𝑥]不可约因此在𝐾 [𝑥]该𝑈𝐹𝐷上有
∃𝜏 ∈ 𝑆𝑛，使得𝛼𝑖 = 𝛽𝜏 (𝑖)，故𝐸 = 𝐹 (𝛼1, 𝛼2, · · · , 𝛼𝑛) = 𝐹

(
𝛽𝜏 (1) , 𝛽𝜏 (2) , · · · , 𝛽𝜏 (𝑛)

)
= 𝐸

证将𝜎在𝐾 [𝑥]上的开拓仍记为𝜎. 𝑓 (𝑥)在𝐾 [𝑥]中有分解 𝑓 (𝑥) = (𝑥 − 𝛼1) (𝑥 − 𝛼2) · · · (𝑥 − 𝛼𝑛) , 𝛼𝑖 ∈ 𝐸 ⊆ 𝐾,
于是由 𝑓 (𝑥) ∈ 𝐹 [𝑥], 𝜎 |𝐹 = id𝐹有 𝑓 (𝑥) = 𝜎 𝑓 (𝑥) = (𝑥 − 𝜎 (𝛼1)) (𝑥 − 𝜎 (𝛼2)) · · · (𝑥 − 𝜎 (𝛼𝑛))
因而∃𝜏 ∈ 𝑆𝑛，使𝜎 (𝛼𝑖) = 𝛼𝜏 (𝑖)，所以𝜎𝐸 = 𝜎 (𝐹 (𝛼1, 𝛼2, · · · , 𝛼𝑛)) = 𝐹

(
𝜎𝜏 (1) , 𝜎𝜏 (2) , · · · , 𝜎𝜏 (𝑛)

)
= 𝐸
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5.5 正规扩张与可分多项式与完备域

5.5 正规扩张与可分多项式与完备域

Definition 5.15
域𝐹的一个代数扩张𝐾称为𝐹的正规扩张

若𝐹 [𝑥]中一个不可约多项式𝑝(𝑥)在𝐾中有一个根，则𝑝(𝑥)在𝐾 [𝑥]中可分解为一次因式之积
亦即若𝑝(𝑥)在𝐾中有一个根，则𝑝(𝑥)的所有根都在𝐾中．

Theorem 5.13
域𝐹的有限扩张𝐾为𝐹的正规扩张⇐⇒ 𝐾是𝐹 [𝑥]中一个多项式的分裂域

Proof 必要性．由𝐾是𝐹的有限扩张，故∃𝛼1, 𝛼2, · · · , 𝛼𝑟 ∈ 𝐾，使得𝐾 = 𝐹 (𝛼1 ， 𝛼2, · · · , 𝛼𝑟 )
令 𝑓 (𝑥) = Irr (𝛼1, 𝐹) Irr (𝛼2, 𝐹) · · · Irr (𝛼𝑟 , 𝐹)由𝐾是𝐹的正规扩张，Irr (𝛼𝑖 , 𝐹)在𝐾中有根𝛼𝑖
故 𝑓 (𝑥)在𝐾 [𝑥]中有分解 𝑓 (𝑥) = (𝑥 − 𝛽1) (𝑥 − 𝛽2) · · · (𝑥 − 𝛽𝑛)而𝐸 = 𝐹 (𝛽1, 𝛽2, · · · , 𝛽𝑛)为 𝑓 (𝑥)的分裂域
且𝛼1 · · · 𝛼𝑟 ⊆ {𝛽1 · · · 𝛽𝑛}故𝐾 = 𝐹 (𝛼1 ， 𝛼2, · · · , 𝛼𝑟 ) ⊆ 𝐹 (𝛽1, 𝛽2, · · · , 𝛽𝑛) ⊆ 𝐾

=⇒ 𝐹 (𝛼1 ， 𝛼2, · · · , 𝛼𝑟 ) = 𝐹 (𝛽1, 𝛽2, · · · , 𝛽𝑛) =⇒显然𝐸 = 𝐾，即𝐾是 𝑓 (𝑥)的分裂域

充分性．设𝐾是 𝑓 (𝑥) ∈ 𝐹 [𝑥]的分裂域，自然 [𝐾 : 𝐹] < +∞, 𝐾是代数扩张
设𝑝(𝑥) ∈ 𝐹 [𝑥]不可约且∃𝛼 ∈ 𝐾，使𝑝(𝛼) = 0

任取𝛽为𝑝 (𝑥)的一个根，要证𝛽 ∈ 𝐾
令𝐸为𝑝(𝑥) ∈ 𝐾 [𝑥]的分裂域，因而𝐸 ⊇ 𝐾 ⊇ 𝐹且𝐾 (𝛼) = 𝐾
令𝑔(𝑥) = 𝑝(𝑥) 𝑓 (𝑥) ∈ 𝐹 [𝑥]于是𝐸是𝑔(𝑥) ∈ 𝐹 [𝑥]的分裂域
那么根据分裂域同构定理由𝑖𝑑𝐹可开拓为𝐾 → 𝐾的自同构𝜑且𝜑|𝐹 = 𝑖𝑑𝐹且𝜑 (𝛼) = 𝛽
故根据推论我们知道𝜑 (𝐾) = 𝐾且𝛼 ∈ 𝐾 =⇒ 𝜑 (𝛼) = 𝛽 ∈ 𝐾

Proposition 5.4
1.𝑎′ = 0,∀𝑎 ∈ 𝐹，而且当 ch𝐹 = 0时有 𝑓 ′ (𝑥) = 0 ⇐⇒ 𝑓 (𝑥) ∈ 𝐹．
2.𝑥′ = 1

3.( 𝑓 (𝑥) + 𝑔(𝑥))′ = 𝑓 ′ (𝑥) + 𝑔′ (𝑥)．
4.(𝑐 𝑓 (𝑥))′ = 𝑐 𝑓 ′ (𝑥),∀𝑐 ∈ 𝐹．
5.( 𝑓 (𝑥)𝑔(𝑥))′ = 𝑓 ′ (𝑥)𝑔(𝑥) + 𝑓 (𝑥)𝑔′ (𝑥)

Lemma 5.7
设𝐾是 𝑓 (𝑥) ∈ 𝐹 [𝑥]的分裂域，𝛼 ∈ 𝐾是 𝑓 (𝑥)的一个𝑘重根．
1）若 ch𝐹 ∤ 𝑘，则𝛼是 𝑓 ′ (𝑥)的𝑘 − 1重根

2）若 ch𝐹 | 𝑘，则𝛼是 𝑓 ′ (𝑥)的至少𝑘重根

Proof 在𝐾 [𝑥]中， 𝑓 (𝑥)有分解 𝑓 (𝑥) = (𝑥 − 𝛼)𝑘𝑔(𝑥), 𝑔(𝛼) ≠ 0

于是由微商的性质有

𝑓 ′ (𝑥) = 𝑘 (𝑥 − 𝛼)𝑘−1𝑔(𝑥) + (𝑥 − 𝛼)𝑘𝑔′ (𝑥)

= (𝑥 − 𝛼)𝑘−1 (𝑘𝑔(𝑥) + (𝑥 − 𝛼)𝑔′ (𝑥))
当 ch𝐹 ∤ 𝑘时，𝑘 ≠ 0且𝑘𝑔(𝛼) + (𝛼 − 𝛼)𝑔′ (𝛼) = 𝑘𝑔(𝛼) ≠ 0，故𝛼是 𝑓 ′ (𝑥)的𝑘 − 1重根

当 ch𝐹 | 𝑘时，即𝑘𝑔(𝑥) = 0有 𝑓 ′ (𝑥) = (𝑥 − 𝛼)𝑘𝑔′ (𝑥)，因而𝛼是 𝑓 ′ (𝑥)的至少𝑘重根．
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Theorem 5.14
设𝐾是 𝑓 (𝑥) ∈ 𝐹 [𝑥]的分裂域，则 𝑓 (𝑥)在𝐾中无重根的充分必要条件是 ( 𝑓 (𝑥), 𝑓 ′ (𝑥)) = 1

Proof 设 𝑓 (𝑥)在𝐾中无重根，故有 𝑓 (𝑥) = (𝑥 − 𝛼1) (𝑥 − 𝛼2) · · · (𝑥 − 𝛼𝑛)其中，𝑛 = deg 𝑓 (𝑥)
当𝑖 ≠ 𝑗时，𝛼𝑖 ≠ 𝛼 𝑗 (1 ⩽ 𝑖, 𝑗 ⩽ 𝑛)于是由定理知𝛼𝑖不是 𝑓 ′ (𝑥)的根，𝑖 = 1, 2, · · · , 𝑛，故 ( 𝑓 (𝑥), 𝑓 ′ (𝑥)) = 1

反之，若 𝑓 (𝑥)在𝐾中有重根𝛼，设重数为𝑘 (𝑘 > 1)．于是 𝑓 ′ (𝑥)至少有𝑘 − 1重根𝛼

因而在𝐾 [𝑥]中有 (𝑥 − 𝛼)𝑘−1
�� 𝑓 ′ (𝑥), (𝑥 − 𝛼)𝑘−1�� 𝑓 (𝑥)。由此知 deg ( 𝑓 (𝑥), 𝑓 ′ (𝑥)) ⩾ 1，即 ( 𝑓 (𝑥). 𝑓 ′ (𝑥)) ≠ 1．

Corollary 5.11

♡
设𝑝(𝑥)是𝐹 [𝑥]中的不可约多项式，则𝑝(𝑥)在其分裂域𝐾中有重根⇐⇒ 𝑝′ (𝑥) = 0

Proof 由定理知当且仅当 (𝑝(𝑥), 𝑝′ (𝑥)) = 𝑑 (𝑥) ≠ 1时，𝑝(𝑥)在𝐾中有重根，由于𝑝(𝑥)不可约，𝑑 (𝑥) ≠ 1

且𝑑 (𝑥) | 𝑝(𝑥)知 deg𝑑 (𝑥) = deg𝑝(𝑥)．又 deg𝑝′ (𝑥) < deg𝑝(𝑥)，𝑑 (𝑥) | 𝑝′ (𝑥),故𝑝′ (𝑥) = 0.

Corollary 5.12

♡
若𝐹的特征 ch𝐹 = 0，则𝐹 [𝑥]中任一不可约多项式在其分裂域中无重根

Proof 由 ch𝐹 = 0得𝐹 [𝑥]中不可约多项式𝑝(𝑥)满足 deg𝑝′ (𝑥) = deg𝑝(𝑥) − 1 ⩾ 0故𝑝′ (𝑥) ≠ 0

由推论知𝑝(𝑥)在其分裂域中只有单根．

Definition 5.16
设𝐹是一个域，若𝐹 [𝑥]中不可约多项式𝑝(𝑥)在其分裂域中只有单根则称𝑝(𝑥)为𝐹上可分的不可约多项式
若𝐹 [𝑥]中不可约多项式 𝑓 (𝑥)的每个不可约因式都是可分的，则称 𝑓 (𝑥)为𝐹上可分多项式．

Corollary 5.13

♡

1.𝐹 [𝑥]中不可约多项式𝑝(𝑥)可分当且仅当𝑝′ (𝑥) ≠ 0

2.若 ch𝐹 = 0，则𝐹 [𝑥]的任何多项式 𝑓 (𝑥)都是可分的．因而只有在 ch𝐹 = 𝑝 > 0时，𝐹 [𝑥]才可能有不可分多项式．

Lemma 5.8
设𝐹的特征𝑐ℎ𝐹 = 𝑝 > 0, 𝑓 (𝑥) ∈ 𝐹 [𝑥]为一不可约多项式
则 𝑓 (𝑥)不可分⇐⇒ ∃不可约多项式𝑔 (𝑥) ∈ 𝐹 [𝑥]使得 𝑓 (𝑥) = 𝑔 (𝑥𝑝)

Proof 先证明充分性：设𝑔 (𝑥) =
𝑛∑
𝑖=0

𝑎𝑖𝑥
𝑖进一步 𝑓 (𝑥) =

𝑛∑
𝑖=0

𝑎𝑖𝑥
𝑖 𝑝

𝑓 ′ (𝑥) =
𝑛∑
𝑖=0

𝑖𝑝𝑎𝑖𝑥
𝑖 𝑝−1 = 0 =⇒且 𝑓 (𝑥)不可约 𝑓 (𝑥)不可分

再证明必要性：记 𝑓 (𝑥) =
𝑛∑
𝑖=0

𝑎𝑖𝑥
𝑖 =⇒ 𝑓 ′ (𝑥) = 0 =⇒

𝑛∑
𝑗=0

𝑎 𝑗 𝑗𝑥
𝑗−1 = 0

要么𝑎 𝑗 = 0要么𝑎 𝑗 ≠ 0但有𝑝 | 𝑗
故只有𝑝 | 𝑗的那些 𝑗对应的𝑎 𝑗才有可能 ≠ 0即只有𝑎0, 𝑎𝑝 · · · 𝑎𝑚𝑝可能 ≠ 0

=⇒ 𝑓 (𝑥) =
𝑚∑
𝑖=0

𝑎𝑖 𝑝𝑥
𝑖 𝑝 =

𝑚∑
𝑖=0

𝑎𝑖 𝑝 (𝑥𝑝)𝑖故令𝑔 (𝑥) =
𝑚∑
𝑖=0

𝑎𝑖 𝑝𝑥
𝑖即可

下说明𝑔 (𝑥)不可约若𝑔 (𝑥) = 𝑔1𝑔2 =⇒ 𝑓 (𝑥) = 𝑔1 (𝑥𝑝) 𝑔2 (𝑥𝑝)矛盾
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5.5 正规扩张与可分多项式与完备域

Theorem 5.15
设𝐹的特征 ch𝐹 = 𝑝 > 0, 𝑓 (𝑥)是𝐹 [𝑥]中不可分不可约多项式，𝐾是 𝑓 (𝑥)的分裂域
则在𝐾 [𝑥]中 𝑓 (𝑥)有分解 𝑓 (𝑥) = 𝑐 (𝑥 − 𝛼1) 𝑝

𝒆 (𝑥 − 𝛼2) 𝑝
𝒆 · · · (𝑥 − 𝛼𝑟 ) 𝑝

𝒆
其中，当𝑖 ≠ 𝑗时，𝛼𝑖 ≠ 𝛼 𝑗 , 1 ⩽ 𝑖, 𝑗 ⩽ 𝑟, 𝑒 ∈ N

而且ℎ(𝑥) = 𝑐
(
𝑥 − 𝛼𝑝

𝒆

1

) (
𝑥 − 𝛼𝑝

𝒆

2

)
· · ·

(
𝑥 − 𝛼𝑝

𝒆

𝑟

)
是𝐹 [𝑥]中可分的不可约多项式，并有 𝑓 (𝑥) = ℎ

(
𝑥𝑝

𝒆 )
．

Proof 因为 𝑓 (𝑥)为不可分不可约多项式，则由引理知道存在不可约的多项式𝑔1 (𝑥) ∈ 𝐹 [𝑥]使得 𝑓 (𝑥) = 𝑔1 (𝑥𝑝)
若𝑔1 (𝑥)为可分的则我们就找到了所要证的ℎ (𝑥)
若𝑔1 (𝑥)是不可分的那么针对𝑔1 (𝑥)又可以用引理𝑔1 (𝑥) = 𝑔2 (𝑥𝑝) =⇒ 𝑓 (𝑥) = 𝑔2

(
𝑥𝑝

2
)

上述过程导致了 : deg 𝑓 (𝑥) > deg𝑔1 (𝑥) > deg𝑔2 (𝑥) > · · · · · ·无穷递降法知道这样的过程不可能无限下去
故存在一有限的正整数𝑒使得 𝑓 (𝑥) = ℎ

(
𝑥𝑝

𝒆 )
其中ℎ (𝑥)为𝐹 [𝑥]上一可分的不可约多项式

因为ℎ (𝑥)可分，故ℎ (𝑥)在其分裂域𝐾上可分解为ℎ (𝑥) = 𝑐 (𝑥 − 𝛽1) · · · (𝑥 − 𝛽𝑟 )其中𝛽𝑖 ≠ 𝛽 𝑗 (𝑖 ≠ 𝑗)
故 𝑓 (𝑥) = 𝑐

(
𝑥𝑝

𝒆 − 𝛽1
)
· · ·

(
𝑥𝑝

𝒆 − 𝛽𝑟
)
取𝑥𝑝

𝒆 − 𝛽1 = 0的一个根𝛼1 · · · · · ·
故 𝑓 (𝑥) = 𝑐 (𝑥 − 𝛼1) 𝑝

𝒆 (𝑥 − 𝛼2) 𝑝
𝒆 · · · (𝑥 − 𝛼𝑟 ) 𝑝

𝒆
,其中，当𝑖 ≠ 𝑗时，𝛼𝑖 ≠ 𝛼 𝑗 , 1 ⩽ 𝑖, 𝑗 ⩽ 𝑟

否则的话若𝛼𝑖 = 𝛼 𝑗 =⇒ 𝛽𝑖 = 𝛽 𝑗矛盾

Definition 5.17
设𝐹是一个域，若𝐹 [𝑥]中每个多项式都是可分多项式，则称𝐹是完备域
考虑完备域需要考察可分性即不可约因子在分裂域中是否无重根，故可以只考虑不可约多项式

从上述讨论知特征为0的域都是完备域，因而只需讨论特征 ch𝐹 = 𝑝 > 0的域何时是完备域

Theorem 5.16
设𝐹的特征 ch𝐹 = 𝑝 > 0，则𝐹是完备域⇐⇒ ∀𝑎 ∈ 𝐹, ∃𝑏 ∈ 𝐹，使𝑎 = 𝑏𝑝。或者简记为𝐹 𝑝 = {𝑎𝑝 | 𝑎 ∈ 𝐹} = 𝐹

Proof 先证明充分性
设𝐹 𝑝 = 𝐹，而 𝑓 (𝑥)为𝐹 [𝑥]中不可分的不可约多项式，则由定理知
存在𝐹 [𝑥]中可分的不可约多项式ℎ(𝑥)，使 𝑓 (𝑥) = ℎ

(
𝑥𝑝

𝒆 ) (𝑒 > 1)．
设ℎ(𝑥) = 𝑏𝑚𝑥𝑚 + 𝑏𝑚−1𝑥𝑚−1 + · · · + 𝑏0由𝐹 𝑝 = 𝐹知∃𝑎𝑖 ∈ 𝐹，使𝑎𝑝

𝒆

𝑖 = 𝑏𝑖，其中，𝑖 = 1, 2, · · · , 𝑚

于是 𝑓 (𝑥) = ℎ
(
𝑥𝑝

𝒆 )
=

𝑚∑
𝑘=0

𝑎𝑝
𝒆

𝑖

(
𝑥𝑖

) 𝑝𝒆
=

(
𝑚∑
𝑘=0

𝑎𝑖𝑥
𝑖

) 𝑝𝒆
这与 𝑓 (𝑥)的不可约性矛盾，由此知𝐹是完备域．

在证明必要性

∀𝑎 ∈ 𝐹要证明∃𝑏 ∈ 𝐹使得𝑏𝑝 = 𝑎我们只需要说明𝑥𝑝 − 𝑎 = 0该方程有一个𝐹中的根

𝑓 (𝑥) = 𝑥𝑝 − 𝑎且 𝑓 ′ (𝑥) = 0 此时若 𝑓 (𝑥)不可约且 𝑓 ′ (𝑥) = 0则 𝑓 (𝑥)就为一不可分多项式
但是必要性条件已经知道𝐹为完备域任何一多项式 𝑓 (𝑥)为可分多项式，矛盾
故 𝑓 (𝑥)可约，故设 𝑓 (𝑥) = 𝑔 (𝑥) ℎ (𝑥)其中𝑔 (𝑥) , ℎ (𝑥) ∈ 𝐹 [𝑥] ,不妨设 deg𝑔 (𝑥) = 0 < 𝑟 < 𝑝

取𝑥𝑝 − 𝑎 = 0在 𝑓 (𝑥) ∈ 𝐹 [𝑥]的分裂域𝐾上的一个根𝜃，即𝑎 = 𝜃 𝑝

则 𝑓 (𝑥) = 𝑥𝑝 − 𝜃 𝑝 = (𝑥 − 𝜃) 𝑝又𝑔 (𝑥) ℎ (𝑥) = 𝑓 (𝑥)
故𝑔 (𝑥) = (𝑥 − 𝜃)𝑟且𝑔 (𝑥) ∈ 𝐹 [𝑥] =⇒ 𝜃𝑟 ∈ 𝐹且𝑎 = 𝜃 𝑝 ∈ 𝐹
又 (𝑟, 𝑝) = 1 =⇒ 𝑢𝑟 + 𝑣𝑝 = 1 =⇒ 𝜃𝑢𝑟+𝑣𝑝 = 𝜃 ∈ 𝐹证毕

Corollary 5.14

♡

1.有限域是完备域

2.完备域的代数扩张也是完备域

Proof 1.设𝐹为有限域，ch𝐹 = 𝑝 > 0

作𝐹到自身的映射𝜎 : 𝜎(𝑎) = 𝑎𝑝 (∀𝑎 ∈ 𝐹)。显然 (𝑎𝑏) 𝑝 = 𝑎𝑝𝑏𝑝 (∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝐹)
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5.5 正规扩张与可分多项式与完备域

由 ch𝐹 = 𝑝 > 0，故 (𝑎 + 𝑏) 𝑝 = 𝑎𝑝 + 𝑏𝑝，进而有𝑎𝑝 = 𝑏𝑝 ⇐⇒ 𝑎 = 𝑏

又𝐹有限知𝜎是𝐹的自同构，因而𝜎(𝐹) = 𝐹 𝑝 = 𝐹，所以𝐹是完备域．

2.若𝑐ℎ𝐾 = 𝑐ℎ𝐹 = 0此时显然𝐹与𝐾都是完备域，不妨设𝑐ℎ𝐾 = 𝑐ℎ𝐹 = 𝑝 > 0

∀𝛼 ∈ 𝐾要证存在𝛽 ∈ 𝐾使得𝛽𝑝 = 𝛼

设映射𝜑 : 𝐾 → 𝐾 𝑎 ↦→ 𝑎𝑝容易证明𝜑为域同态且为单射 并且构造𝐸 = 𝐹 (𝛼)
此时𝜑 |𝐸刻画了同构𝐸 � 𝜑 (𝐸)
下面我们就来证明𝜑 (𝐸) = 𝐸从而∃𝛽 ∈ 𝐸 ⊆ 𝐾使得𝛽𝑝 = 𝛼从而证毕

𝜑 (𝐸) = 𝜑 (𝐹 (𝛼)) = 𝐹 (𝛼𝑝) ⊆ 𝐹 (𝛼) = 𝐸
进而得到𝐹 ⊆ 𝐹 (𝛼𝑝) = 𝜑 (𝐸) ⊆ 𝐸

故有 [𝐸 : 𝐹] = [𝐸 : 𝜑 (𝐸)] [𝜑 (𝐸) : 𝐹]
而 [𝜑 (𝐸) : 𝜑 (𝐹)] = [𝜑 (𝐸) : 𝐹] =⇒ [𝐸 : 𝜑 (𝐸)] = 1 =⇒ 𝜑 (𝐸) = 𝐸
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5.6 可分扩张

5.6 可分扩张

Definition 5.18 (可分扩张与可分元素)
1.设𝐾是域𝐹的扩域，𝛼 ∈ 𝐾是𝐹上的代数元．如果 Irr(𝛼, 𝐹)可分，那么称𝛼是𝐹上的可分元素
如果 Irr(𝛼, 𝐹)不可分，那么称𝛼是𝐹上的不可分元素
容易知道当且仅当 Irr(𝛼, 𝐹)′ ≠ 0时，𝛼是可分元素

2.设𝐾是域𝐹的代数扩张．如果𝐾中每个元素都是𝐹上的可分元素，那么称𝐾是𝐹的可分扩张，否则称为不可分扩张．

Proposition 5.5
1.完备域𝐹的任何代数扩张𝐾都是𝐹的可分扩张

这是因为𝛼 ∈ 𝐾, Irr(𝛼, 𝐹)是𝐹 [𝑥]上的不可约多项式，又由𝐹为完备域知𝛼是𝐹上的可分元素，故𝐾是𝐹的可分扩张
2.有限域𝐹的任何代数扩张𝐾都是可分扩张。因为有限域是完备域，故结论显然成立

3.若域𝐹的特征为0，则𝐹的任何代数扩张都是可分扩张

由特征为0的域是完备域即得．
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