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第 1章 相关定理环境等的标识

Proof 使用方法:begin+ proof+ end

注使用方法:begin+ remark+ end

例题 1.1使用方法；begin+ example + end

� Exercise 1.1使用方法:begin+ exercise +end

性质使用方法:begin+ property + end

问题 1.1使用方法:begin + problem +end

结论使用方法:begin+ conclusion +end�
笔记使用方法；begin + note + end

定义 1.1

♣
使用方法:begin+ definition+ end

命题 1.1

♠
使用方法:begin+ proposition+ end

引理 1.1

♡
使用方法:begin+ lemma+ end

推论 1.1

♡
使用方法:begin + corollary + end

公理 1.1

♡
使用方法:begin+ axiom + end

公设 1.1

♡
使用方法:begin + postulate + end
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第 2章 群论习题

� Exercise 2.1
设𝑛 ∈ N,Z𝑛表示集合{0, 1, · · · , 𝑛 − 1}，在Z𝑛中定义运算如下𝑎·𝑏 = 𝑐，其中𝑐是𝑎𝑏模𝑛的余数；𝑎+𝑏 = 𝑑，其中𝑑是𝑎+𝑏模𝑛的余数
(1)证明 : {Z𝑛; ·}是交换么半群， {Z𝑛;+}是交换群
(2)设Z∗𝑛 = {𝑎 ∈ Z𝑛 | (𝑎, 𝑛) = 1}证明：

{
Z∗𝑛; ·

}
是群

(3)设𝑝是素数，利用群的思想证明𝑊𝑖𝑙𝑠𝑜𝑛定理：(𝑝 − 1)！ ≡ −1(mod𝑝)．
(4)证明𝐸𝑢𝑙𝑒𝑟定理𝜑 (𝑛)为小于𝑛的与𝑛互素的正整数个数,那么𝑎𝜑 (𝑛) ≡ 1 (mod𝑝) 𝑎 ∈ N+且 (𝑎, 𝑛) = 1

Proof 前面都是𝑐ℎ𝑒𝑐𝑘定义的问题我们不过做解释
下面证明𝑊𝑖𝑙𝑠𝑜𝑛定理构造Z∗𝑝 =

{
1̄, 2̄, · · · 𝑝 − 1

}
这一群此时我们注意到1̄为幺元且𝑝 − 1的逆元为𝑝 − 1

那么此时我们往证 : (𝑝 − 1)! ≡ −1 (mod𝑝) ⇐⇒ 1̄ · 2̄ · · · · · 𝑝 − 1 = 𝑝 − 1 ⇐⇒ 1̄ · 2̄ · · · · · 𝑝 − 2 = 1 ⇐⇒ 2̄ · · · · · 𝑝 − 2 = 1

此时我们注意到在Z∗𝑝 =
{
1̄, 2̄, · · · 𝑝 − 1

}
中2̄, · · · 𝑝 − 2中每个元素的逆元都在其中即是两两配对的故显然

下面证明𝐸𝑢𝑙𝑒𝑟定理对于任意的正整数𝑛构造Z∗𝑛 = {𝑎 | (𝑎, 𝑛) = 1}此时
��Z∗𝑛�� = 𝜑 (𝑛)

由拉格朗日定理我们即知道 (𝑎)𝜑 (𝑛) = 1̄

� Exercise 2.2
设𝑆是所有数论函数（即N∗到C的映射）的全体.对于 𝑓 , 𝑔 ∈ 𝑆我们定义𝐷𝑖𝑟𝑖𝑐ℎ𝑙𝑒𝑡卷积为 𝑓 ∗𝑔(𝑛) =

∑
𝑑 |𝑛

𝑓 (𝑑)𝑔
( 𝑛
𝑑

)
=

∑
𝑎𝑏=𝑛

𝑓 (𝑎) 𝑔 (𝑏)

(1)证明 : (𝑆, ∗)为一个交换么半群
(2)证明 : 𝑓可逆当且仅当 𝑓 (1) ≠ 0

(3)称 𝑓为积性函数,如果 (𝑚, 𝑛) = 1时有 𝑓 (𝑚𝑛) = 𝑓 (𝑚) 𝑓 (𝑛) 证明：所有非零积性函数的全体在运算 ∗下构成一个𝐴𝑏𝑒𝑙群
(4)称 𝑓为完全积性函数,如果对任意𝑚, 𝑛 ∈ N∗有 𝑓 (𝑚𝑛) = 𝑓 (𝑚) 𝑓 (𝑛)．所有非零完全积性函数的全体在运算∗下是否构成一个𝐴𝑏𝑒𝑙群？

Proof
(1)交换性 :

∑
𝑎𝑏=𝑛

𝑓 (𝑎) 𝑔 (𝑏)通过该式子显然可以得到 其次 : 考察幺元设幺元函数为𝑒那么此时由交换性我们只需找到 𝑓 ∗ 𝑒 =

𝑓即可

此时∀𝑛 ∈ N+应有 𝑓 ∗ 𝑒 (𝑛) = 𝑓 (𝑛) =
∑
𝑎𝑏=𝑛

𝑓 (𝑎) 𝑒 (𝑏) = 𝑓 (1) 𝑒 (𝑛) + · · · + 𝑓 (𝑛) 𝑒 (1) = 𝑓 (𝑛)

故我们构造幺元函数𝑒 :=
 𝑒 (1) = 1

𝑒 (2, 3 · · · ) = 0
即可

下面说明结合律 :

( 𝑓 ∗ 𝑔) ∗ ℎ (𝑛) =
∑
𝑑 |𝑛

ℎ (𝑑) ( 𝑓 ∗ 𝑔)
( 𝑛
𝑑

)
=
∑
𝑑 |𝑛

ℎ (𝑑) ©­«
∑
𝑘 |𝑛/𝑑

𝑓 (𝑘) 𝑔
( 𝑛
𝑘𝑑

)ª®¬ =
∑
𝑎𝑏𝑐=𝑛

𝑓 (𝑎) 𝑔 (𝑏) ℎ (𝑐) = 𝑓 ∗ (𝑔 ∗ ℎ (𝑛))

所以 (𝑆, ∗)为一个交换么半群

(2)若 𝑓可逆,从而存在𝑔 ∈ 𝑆,使得 𝑓 ∗ 𝑔 = 𝑒,从而 𝑓 (1)𝑔(1) = 𝑒(1) = 1 =⇒则 𝑓 (1) ≠ 0

若 𝑓 (1) ≠ 0,下面归纳构造𝑔使得其为 𝑓的逆,注意到 𝑓 (1)𝑔(1) = 1,从而取𝑔(1) = 1

𝑓 (1)
则由 𝑓 (1)𝑔(2) + 𝑓 (2)𝑔(1) = 0从而𝑔(2) = − 𝑓 (2)𝑔(1)

𝑓 (1)
假设𝑘 ≤ 𝑛均定义𝑔(𝑘)，则由𝑔(𝑛 + 1) 𝑓 (1) +

∑
𝑑 |𝑛+1,𝑑>1

𝑔

(
𝑛 + 1

𝑑

)
𝑓 (𝑑) = 0从而由

𝑛 + 1

𝑑
≤ 𝑛
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从而有归纳假设可知为确定值,从而𝑔(𝑛 + 1)可被确定，故归纳可构造出𝑔使得为 𝑓的逆．

(3)此时 𝑓为非零积性函数此时我们有 𝑓 (1) = 𝑓 (1 · 1) = 𝑓 2 (1)我们断言 𝑓 (1) ≠ 0且 𝑓 (1) = 1

不然∀𝑚 ∈ Z+此时 𝑓 (𝑚) = 𝑓 (1 · 𝑚) = 0与非零函数矛盾

在运算 ∗下构成一个𝐴𝑏𝑒𝑙群其中交换性由 (1) ,结合律同样由 (1)保证保证

其次幺元函数𝑒 :=
 𝑒 (1) = 1

𝑒 (2, 3 · · · ) = 0
容易验证也为非零积性函数

下面说明封闭性此时两个非零积性函数在卷积下是否仍然为非零积性函数呢

对任意𝑚, 𝑛 ∈ N∗，设𝑚 = 𝑝𝑎11 · · · 𝑝𝑎𝑡𝑡 , 𝑛 = 𝑞
𝑏1
1 · · · 𝑞𝑏𝑠𝑠 ，其中𝑝𝑖 , 𝑞 𝑗互不相等，从而有

𝑓 ∗ 𝑔(𝑚𝑛) =
𝑎1∑

𝑥1=0

· · ·
𝑎𝑡∑

𝑥𝑡=0

𝑏1∑
𝑦1=0

· · ·
𝑏𝑡∑

𝑦𝑠=0

𝑓
©­«

𝑡∏
𝑖=1

𝑝𝑥𝑖𝑖 ·
𝑠∏
𝑗=1

𝑞
𝑦 𝑗

𝑗
ª®¬ 𝑔 ©­«

𝑡∏
𝑖=1

𝑝𝑎𝑖−𝑥𝑖𝑖 ·
𝑠∏
𝑗=1

𝑞
𝑏 𝑗−𝑦 𝑗

𝑗
ª®¬

=
𝑎1∑

𝑥1=0

· · ·
𝑎𝑡∑

𝑥𝑡=0

𝑏1∑
𝑦1=0

· · ·
𝑏𝑡∑

𝑦𝑠=0

𝑓

(
𝑡∏

𝑖=1

𝑝𝑥𝑖𝑖

)
· 𝑓 ©­«

𝑠∏
𝑗=1

𝑞
𝑦 𝑗

𝑗
ª®¬ 𝑔

(
𝑡∏

𝑖=1

𝑝𝑎𝑖−𝑥𝑖𝑖

)
· 𝑔 ©­«

𝑠∏
𝑗=1

𝑞
𝑏 𝑗−𝑦 𝑗

𝑗
ª®¬

=

[
𝑎1∑

𝑥1=0

· · ·
𝑎𝑡∑

𝑥𝑡=0

𝑓

(
𝑡∏

𝑖=1

𝑝𝑥𝑖𝑖

)
𝑔

(
𝑡∏

𝑖=1

𝑝𝑎𝑖−𝑥𝑖𝑖

)]
·


𝑏1∑
𝑦1=0

· · ·
𝑏𝑡∑

𝑦𝑠=0

𝑓
©­«

𝑠∏
𝑗=1

𝑞
𝑦 𝑗

𝑗
ª®¬ 𝑔 ©­«

𝑠∏
𝑗=1

𝑞
𝑏 𝑗−𝑦 𝑗

𝑗
ª®¬


= 𝑓 ∗ 𝑔(𝑚) · 𝑓 ∗ 𝑔(𝑛)
故可知 𝑓 ∗ 𝑔也为积性函数
下面说明逆元性 : 𝑓为一非零积性函数此时要找到另一个非零积性函数𝑔使得 𝑓 𝑔 = 𝑒

此时仿照 (2)的计算我们有𝑔 (1) = 1 𝑓 (1) 𝑔 (2) + 𝑓 (2) 𝑔 (1) = 0 =⇒ 𝑔 (2) = − 𝑓 (2) · · · · · · =⇒ 𝑔 (𝑚) =
∑

𝑎𝑏=𝑚且𝑏≠𝑚

𝑓 (𝑎) 𝑔 (𝑏)

上述给出了 𝑓的逆元函数𝑔的算法
(
且特别的𝑔 (𝑝) = − 𝑓 (𝑝)其中𝑝为一素数

)
且不难验证𝑔的前面几项是满足积性函数条件的我们下面利用归纳法来证明𝑔的积性函数性质

假设小于等于𝑘 − 1之时满足积性条件 : 𝑔 (𝑎𝑏) = 𝑔 (𝑎) 𝑔 (𝑏)如果 (𝑎, 𝑏) = 1这当𝑎𝑏 ⩽ 𝑘 − 1成立

那么针对𝑔 (𝑘)其中𝑘为素数显然成立积性条件另一方面但𝑘为合数时不妨证明𝑔 (𝑚𝑛) = 𝑔 (𝑘) = 𝑔 (𝑚) 𝑔 (𝑛)且 (𝑚, 𝑛) = 1

设𝑚 = 𝑝𝑡11 · · · 𝑝𝑡𝑠𝑠且𝑛 = 𝑞𝑙11 · · · 𝑞𝑙𝑘𝑘做质因数分解此时且𝑝1 ∼ 𝑝𝑠与𝑞1 ∼ 𝑞𝑘互不相同
那么𝑔 (𝑚𝑛) = 𝑔

(
𝑝𝑡11 · · · 𝑝𝑡𝑠𝑠 𝑞𝑙11 · · · 𝑞𝑙𝑘𝑘

)
= 𝑔 (𝑚) 𝑔 (𝑛)

故所有非零积性函数的全体在运算 ∗下构成一个𝐴𝑏𝑒𝑙群

(4)设 𝑓 (𝑛) = 𝑛该非零完全积性函数但此时幺元函数𝑒 :=
 𝑒 (1) = 1

𝑒 (2, 3 · · · ) = 0

但考虑 𝑓的逆元函数𝑔通过计算前面四项发现𝑔 (1) = 1 𝑔 (2) = − 𝑓 (2) = −2 𝑔 (3) = − 𝑓 (3) = −3
𝑓 (4) + 𝑓 (2) 𝑔 (2) + 𝑔 (4) = 0 =⇒ 𝑔 (4) = −4 − (−4) = 0但是𝑔 (4) ≠ 𝑔 (2) · 𝑔 (2)矛盾
故不构成一个𝐴𝑏𝑒𝑙群

� Exercise 2.3
已知群 (Z, +) 证明 :设𝑚 ∈ N,那么𝑚Z = {𝑚𝑛| 𝑛 ∈ Z}是 (Z, +)的子群,除此之外群 (Z, +)的子群都形如𝑚Z

Proof 容易验证整数加法群的幺元为0,不难知道∀𝑘1𝑚与𝑘2𝑚 ∈ 𝑚Z那么𝑘1𝑚 + 𝑘2𝑚 = (𝑘1 + 𝑘2) 𝑚 ∈ 𝑚Z
且𝑘1𝑚 + (−𝑘2𝑚) = (𝑘1 − 𝑘2) 𝑚 ∈ 𝑚Z故由子群的判别定理知道即可
接下来证明整数加法群的子群结构此时 :

设𝐻为一子群,首先显然若𝐻为 {0}即幺元构成的单元素群显然也是符合结构特征的
故不妨设𝐻 < Z, 𝐻不是 {0} ,此时则有0 ≠ 𝑚 ∈ 𝐻 ⊆ Z,那么不妨设𝑚 > 0且不妨设𝑚为𝐻中绝对值最小的数

从而由归纳法不难证明𝑚𝑛 ∈ 𝐻对任意𝑛 ∈ Z,从而𝑚Z ⊆ 𝐻

3
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又若存在𝑛 ∈ 𝐻且𝑚 ∤ 𝑛,则考虑𝑑 = gcd(𝑚, 𝑛),则由𝐵𝑒𝑧𝑜𝑢𝑡定理,存在𝑎, 𝑏 ∈ Z,使得𝑑 = 𝑎𝑚 + 𝑏𝑛 ∈ 𝐻,而0 < 𝑑 < 𝑚

这与𝑚的最小性矛盾！从而𝐻 = 𝑚Z，即证．

� Exercise 2.4在有限群里,阶数大于2的元素个数一定是偶数。

更进一步表述 : 𝐺𝑟𝑜𝑢𝑝 𝐺 , 𝑘 𝑖𝑠 𝑎 𝑖𝑛𝑡𝑒𝑔𝑒𝑟 > 2; 𝑎𝑚𝑜𝑢𝑛𝑡 𝑜 𝑓 𝑎 𝑡ℎ𝑎𝑡 𝑜𝑟𝑑𝑒𝑟 (𝑎) = 𝑘 𝑚𝑢𝑠𝑡 𝑏𝑒 𝑒𝑣𝑒𝑛 𝑛𝑢𝑚𝑏𝑒𝑟

Proof 由本节的习题8可知,元素𝑎与𝑎−1的阶是相同的。也就是说,如果𝑎阶大于2,则𝑎−1也大于2。

下面只需证明 :群𝐺中阶大于2的元素𝑎与𝑎−1成对出现即可。

首先, 𝑎 ≠ 𝑎−1,如果𝑎 = 𝑎−1,即𝑎2 = 𝑒,与𝑎的阶大于2矛盾。其次,如果两个阶大于2的元素𝑎, 𝑏有𝑎 ≠ 𝑏,则必有𝑎−1 ≠ 𝑏−1。

� Exercise 2.5若群𝐺中每一个元素都适合𝑥2 = 𝑒那么群𝐺为交换群

Proof ∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝐺要验证𝑎𝑏 = 𝑏𝑎而𝑥2 = 𝑒即𝑥 = 𝑥−1

此时 (𝑎𝑏) = 𝑏−1𝑎−1 = 𝑏𝑎

� Exercise 2.6若群𝐺的阶数为偶数那么群𝐺中一定有奇数个二阶元

Proof 群𝐺中若元素𝑥, |𝑥 | ⩾ 3那么
��𝑥−1�� = |𝑥 |成对出现

且还有一个 {𝑒}单独,那么就一定会有奇数个二阶元

� Exercise 2.7 𝑝𝑚 (𝑝为素数, 𝑚 ⩾ 1)阶群一定有一个𝑝阶子群

Proof 设𝐺是一个𝑝𝑚阶的群,那么,我们只需证明群𝐺中存在𝑝阶元
在𝐺中任意取一个非单位元的元素𝑎,则由𝐿𝑎𝑔𝑟𝑎𝑛𝑔𝑒定理的推论得 : |𝑎 |整除群𝐺的阶𝑝𝑚,由于𝑝是素数,只有|𝑎 | = 𝑝𝑘 (其中1 ⩽ 𝑘 ⩽ 𝑚 )
取𝑏 = 𝑎𝑝

𝑘−1 ∈ 𝐺,则可知𝑏的阶为𝑝,得𝐻 = (𝑏)是一个𝐺的𝑝阶子群。

� Exercise 2.8设𝐺是6阶群,则𝐺中至少含有一个3阶子群𝐻.

Proof 要证𝐺中含有3阶子群,其实只需证明𝐺中含有3阶元素即可.

由于𝐺为6阶群,那么𝐺中元素的阶只能是1, 2, 3, 6.假设𝐺中没有3阶元,那么𝐺中也不能有6阶元

如果𝐺中的元素𝑎为6阶元,那么𝑎2即为3阶元,与𝐺中没有3阶元矛盾.

也就是说,当𝐺中没有3阶时, 𝐺中的元素只能是1阶元与2阶元,即𝐺中除单位元𝑒外的五个元素都是2阶元.从而知𝐺是交换群

在𝐺中取两个2阶元𝑎, 𝑏,则有𝑎𝑏 ∈ 𝐺,易知𝑎𝑏 ≠ 𝑒, 𝑎𝑏 ≠ 𝑎, 𝑎𝑏 ≠ 𝑏,这样我们在𝐺中得到一个含有4个元素的子集𝐾 = {𝑒, 𝑎, 𝑏, 𝑎𝑏}
且满足 : 𝑎2 = 𝑒, 𝑏2 = 𝑒, (𝑎𝑏)2 = 𝑒.根据上面的讨论可得运算表 :

4
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· 𝑒 𝑎 𝑏 𝑎𝑏

𝑒 𝑒 𝑎 𝑏 𝑎𝑏

𝑎 𝑎 𝑒 𝑎𝑏 𝑏

𝑏 𝑏 𝑎𝑏 𝑒 𝑎

𝑎𝑏 𝑎𝑏 𝑏 𝑎 𝑒

则𝐾 � 𝐵4是𝐺的一个子群,由𝐿𝑎𝑔𝑟𝑎𝑛𝑔𝑒定理知𝐺的子群𝐾的阶整除𝐺的阶,即4整除6,矛盾.

因此, 𝐺中必存在3阶元𝑔,则𝐻 = (𝑔)即为𝐺的3阶子群.

� Exercise 2.9设𝐺是群, |𝐺 | = 𝑚𝑝, 𝑝是素数, 𝑚 < 𝑝.证明 : 𝐺的𝑝阶子群是𝐺的不变子群。

Proof 设𝐺的𝑝阶子群显然素数阶群为循环群，此时WTS : ∀𝑥 ∈ 𝐺 𝑥𝐻𝑥−1 = 𝐻

不妨设𝐻 =
{
𝑒, 𝑎 · · · 𝑎𝑝−1

}
𝑥𝐻𝑥−1 =

{
𝑒, 𝑏, · · · 𝑏𝑝−1

}
假设𝑥𝐻𝑥−1 ≠ 𝐻此时𝑥𝐻𝑥−1 ∩ 𝐻 < 𝐻那么𝑂𝑟𝑑

(
𝑥𝐻𝑥−1 ∩ 𝐻

)
|𝑂𝑟𝑑 (𝐻)

那么𝑂𝑟𝑑
(
𝑥𝐻𝑥−1 ∩ 𝐻

)
要么为𝑝要么为1

如果𝑂𝑟𝑑
(
𝑥𝐻𝑥−1 ∩ 𝐻

)
为𝑝那么两个群应该完全相等那么𝑥𝐻𝑥−1 = 𝐻与假设矛盾

如果𝑂𝑟𝑑
(
𝑥𝐻𝑥−1 ∩ 𝐻

)
为1即只有𝑒单位元处于交集中

那么断言
{
𝑎𝑠𝑏 𝑗 : 𝑎𝑠 ∈ 𝐻; 𝑏 𝑗 ∈ 𝑥𝐻𝑥−1

}
两两不同

若不然存在𝑎𝑠 ≠ 𝑎𝑚或者𝑏 𝑗𝑏𝑛使得𝑎𝑠𝑏 𝑗 = 𝑎𝑚𝑏𝑛 ⇒ 𝑎−1𝑚 𝑎𝑠︸︷︷︸
∈𝐻

= 𝑏𝑛𝑏−1𝑗 ∈ 𝑥𝐻𝑥−1

所以𝑏𝑛𝑏
−1
𝑗 = 𝑎−1𝑚 𝑎𝑠 ∈

(
𝑥𝐻𝑥−1 ∩ 𝐻

)
= 𝑒 =⇒ 𝑎𝑠 = 𝑎𝑚另一方面同理矛盾

故𝑥𝐻𝑥−1 = 𝐻

� Exercise 2.10设𝐴, 𝐵是𝐺的子群, 𝐶是由𝐴 ∪ 𝐵生成的子群,若𝐵是𝐶的不变子群,则𝐶 = 𝐴𝐵

Proof 要证明此题,首先要清楚题中的几个集合 :

𝐴𝐵 = {𝑎𝑏 | 𝑎 ∈ 𝐴, 𝑏 ∈ 𝐵};
根据生成子群的结构,我们有𝐶 = (𝐴 ∪ 𝐵) = {𝑥1𝑥2 · · · 𝑥𝑛 | 𝑥𝑖 ∈ 𝐴 ∪ 𝐵} ,再将同一个子群中的元素合并,则可得
𝐶 =

{
𝑎1𝑏1𝑎2𝑏2 · · · 𝑎𝑘𝑏𝑘 | 𝑎𝑖 ∈ 𝐴, 𝑏 𝑗 ∈ 𝐵

}
从上面两个集合的结构显然可得 : 𝐴𝐵 ⊆ 𝐶;
反之,∀𝑎1𝑏1𝑎2𝑏2 · · · 𝑎𝑘𝑏𝑘 ∈ 𝐶,因为𝑏1𝑎2 ∈ 𝐵𝑎2,由于𝐵是𝐶的不变子群,从而有𝑏1𝑎2 ∈ 𝐵𝑎2 = 𝑎2𝐵,则存在𝑏1′ ∈ 𝐵使得𝑏1𝑎2 ∈ 𝑎2𝑏′1,
所以

𝑎1𝑏1𝑎2𝑏2 · · · 𝑎𝑘𝑏𝑘 = 𝑎1 (𝑏1𝑎2) 𝑏2 · · · 𝑎𝑘𝑏𝑘

=𝑎1
(
𝑎2𝑏

′
1

)
𝑏2 · · · 𝑎𝑘𝑏𝑘 = (𝑎1𝑎2)

(
𝑏′1𝑏2

)
· · · 𝑎𝑘𝑏𝑘 ,

以此类推可得𝑎1𝑏1𝑎2𝑏2 · · · 𝑎𝑘𝑏𝑘 = (𝑎1𝑎2 · · · 𝑎𝑘) 𝑏𝑘 ′ ∈ AB,得𝐶 ⊆ 𝐴𝐵。所以我们证得 : 𝐴𝐵 = 𝐶。

� Exercise 2.11设𝐺是一个群, 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐺,记⟨𝑎, 𝑏⟩ = 𝑎−1𝑏−1𝑎𝑏,称为𝐺的换位元
证明 :

(1)𝐺的有限个换位元的乘积全体所成的集合𝐺′是𝐺的不变子群

(2)𝐺/𝐺′为交换群

(3)若𝐻 ⊳ 𝐺,且𝐺/𝐻为交换群,则𝐺′ ⊆ 𝐻
(
即在群𝐺中为𝐺的正规交换子群中,最小的就是换位子群

)
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Proof (1)设𝛼, 𝛽 ∈ 𝐺′,即
 𝛼 = ⟨𝑎1, 𝑏1 ⟩ ⟨𝑎2, 𝑏2 ⟩ · · · ⟨𝑎𝑘 , 𝑏𝑘 ⟩,

𝛽 = ⟨𝑐1, 𝑑1 ⟩ ⟨𝑐2, 𝑑2 ⟩ · · · ⟨𝑐𝑙 , 𝑑𝑙 ⟩,
有𝑎𝛽 = ⟨𝑎1, 𝑏1 ⟩ · · · ⟨𝑎𝑘 , 𝑏𝑘 ⟩ ⟨𝑐1, 𝑑1 ⟩ · · · ⟨𝑐𝑙 , 𝑑𝑙 ⟩ ∈ 𝐺′

由于⟨𝑎, 𝑏⟩−1 =
(
𝑎−1𝑏−1𝑎𝑏

)−1 = 𝑏−1𝑎−1𝑏𝑎 = ⟨𝑏, 𝑎⟩ ∈ 𝐺′

有𝑎−1 = [ ⟨𝑎1, 𝑏1 ⟩ ⟨𝑎2, 𝑏2 ⟩ · · · ⟨𝑎𝑘 , 𝑏𝑘 ⟩]−1 = ⟨𝑎𝑘 , 𝑏𝑘 ⟩−1 · · · ⟨𝑎2, 𝑏2 ⟩−1 ⟨𝑎1, 𝑏1 ⟩−1 = ⟨𝑏𝑘 , 𝑎𝑘 ⟩ · · · ⟨𝑏2, 𝑎2 ⟩ ⟨𝑏1, 𝑎1 ⟩ ∈ 𝐺′。

至此我们验证了子群,下面验证正规性

∀𝑥 ∈ 𝐺, ⟨𝑎, 𝑏⟩ ∈ 𝐺′,有

𝑥⟨𝑎, 𝑏⟩𝑥−1 = 𝑥
(
𝑎−1𝑏−1𝑎𝑏

)
𝑥−1

=
(
𝑥𝑎−1𝑥−1

) (
𝑥𝑏−1𝑥−1

) (
𝑥𝑎𝑥−1

) (
𝑥𝑏𝑥−1

)
=

(
𝑥𝑎𝑥−1

)−1 (
𝑥𝑏𝑥−1

)−1 (
𝑥𝑎𝑥−1

) (
𝑥𝑏𝑥−1

)
= ⟨𝑥𝑎𝑥−1, 𝑥𝑏𝑥−1 ⟩ ∈ 𝐺′,

所以, 𝑥𝑎𝑥−1 = 𝑥 ⟨𝑎1, 𝑏1 ⟩ ⟨𝑎2, 𝑏2 ⟩ · · · ⟨𝑎𝑘 , 𝑏𝑘 ⟩𝑥−1 =
(
𝑥 ⟨𝑎1, 𝑏1 ⟩𝑥−1

) (
𝑥 ⟨𝑎2, 𝑏2 ⟩𝑥−1

)
· · ·

(
𝑥 ⟨𝑎𝑘 , 𝑏𝑘 ⟩𝑥−1

)
∈ 𝐺′,

从而证得𝐺′是𝐺的一个不变子群

(2)∀𝑎𝐺′, 𝑏𝐺′ ∈ 𝐺/𝐺′,因为由于 (𝑎𝐺′) (𝑏𝐺′) = (𝑎𝑏)𝐺′与 (𝑏𝐺′) (𝑎𝐺′) = (𝑏𝑎)𝐺′ =⇒ (𝑏𝑎)−1𝑎𝑏 = 𝑎−1𝑏−1𝑎𝑏 = ⟨𝑎, 𝑏⟩ ∈ 𝐺′

所以, (𝑎𝐺′) (𝑏𝐺′) = (𝑎𝑏)𝐺′ = (𝑏𝑎)𝐺′ = (𝑏𝐺′) (𝑎𝐺′) ,证得 : 𝐺/𝐺′为交换群

(3)∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝐺,由于𝐺/𝐻是交换群,则有 (𝑎𝑏)𝐻 = (𝑎𝐻)(𝑏𝐻) = (𝑏𝐻) (𝑎𝐻) = (𝑏𝑎)𝐻
得⟨𝑎, 𝑏⟩ = 𝑎−1𝑏−1𝑎𝑏 = (𝑏𝑎)−1𝑎𝑏 ∈ 𝐻,即证得𝐻中包含所有的换位元⟨𝑎, 𝑏⟩
由于𝐻是𝐺的子群,因此𝐻关于𝐺的运算封闭,所以𝐻中包含所有有限个换位元的乘积,即𝐺′ ⊆ 𝐻

� Exercise 2.12设𝐻是群𝐺的非空子集,并且𝐻的每一个元素的阶都有限
证明 : 𝐻为𝐺的子群的充分必要条件为 :对于∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝐻有𝑎𝑏 ∈ 𝐻。

Proof 必要性显然。而对于充分性,我们只需证 : ∀𝑎 ∈ 𝐻,有𝑎−1 ∈ 𝐻
因为𝑎 ∈ 𝐻,而𝐻中的元素都是有限阶的,即存在正整数𝑚,使得𝑎𝑚 = 𝑎𝑎 · · · 𝑎︸  ︷︷  ︸

𝑚个𝑎

== 𝑒,得𝑎−1 = 𝑎𝑚−1在𝐺中

且𝑎𝑚−1 = 𝑎𝑎 · · · 𝑎有∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝐻有𝑎𝑏 ∈ 𝐻性质知道𝑎𝑚−1 ∈ 𝐻故𝑎−1 ∈ 𝐻

� Exercise 2.13设𝐻是𝐺的一个子群,且 [𝐺 : 𝐻] = 2,则𝐻是𝐺的正规子群.

特别的𝐴𝑛 ◁ 𝑆𝑛

Proof ∀𝑎 ∈ 𝐺,若𝑎 ∈ 𝐻,那么有𝑎𝐻 = 𝐻 = 𝐻𝑎.

若𝑎 ∉ 𝐻,则𝑎𝐻 ∩ 𝐻 = ∅,由题设 [𝐺 : 𝐻] = 2,故𝐺 = 𝐻 ∪ 𝑎𝐻,同样有𝐺 = 𝐻 ∪ 𝐻𝑎, 𝐻 ∩ 𝐻𝑎 = ∅.

也就是说,由𝐻 ∪ 𝑎𝐻 = 𝐻 ∪ 𝐻𝑎和𝐻 ∩ 𝑎𝐻 = 𝐻 ∩ 𝐻𝑎 = ∅,得𝑎𝐻 = 𝐺 − 𝐻 = 𝐻𝑎,即对于∀𝑎 ∈ 𝐺,均有𝑎𝐻 = 𝐻𝑎.得𝐻是𝐺的正规子群.

� Exercise 2.14 1.设𝐺是群, 𝐻, 𝐾, 𝐿都为𝐺的子群，如果𝐻 ⊆ 𝐾 ∪ 𝐿则𝐻 ⊆ 𝐾或者𝐻 ⊆ 𝐿

2.一个群不可以写为两个真子群的并
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3.一个群有可能可以写为三个真子群的并

Proof 1.同理取集合差的元素

2.反证法如果可以𝐺 = 𝐴 ∪ 𝐵其中𝐴，𝐵都是𝐺的真子群
首先显然的有𝐴 ≠ 𝐵不然就与𝐺 = 𝐴 ∪ 𝐵矛盾了
取𝑎 = 𝐴 − 𝐵 𝑏 = 𝐵 − 𝐴
那么有𝑎𝑏 ∈ 𝐺 = 𝐴 ∪ 𝐵
那么不妨设𝑎𝑏 ∈ 𝐴⇒ 𝑏 ∈ 𝐴矛盾。同理可证另一方向
证毕

3.例如𝐾𝑙𝑒𝑖𝑛四元群中每个元素都是二阶即可

� Exercise 2.15设𝐻为群𝐺的非空有限子集,那么𝐻 < 𝐺 ⇔ ∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝐻有𝑎𝑏 ∈ 𝐻
该定理说明判断一非空有限子集只需要判断封闭性即可

Proof 先说明充分性
我们断言 ⟨𝑥⟩由𝑥生成群中必定存在𝑘, 𝑙 ∈ Z+ 𝑠𝑡.𝑥𝑘 = 𝑥𝑙

若不然那么对于任何的𝑘, 𝑙都不存在𝑥𝑘 = 𝑥𝑙那么 ⟨𝑥⟩生成群无限阶了而我们知道 ⟨𝑥⟩ ⊆ 𝐺
这与𝐺群的阶有限矛盾

=⇒我们一定可以得到形如𝑥𝑠 = 𝑥𝑡的形式那么就有如下𝑥−1 = 𝑥𝑘的形式

进而而𝑥𝑘由条件封闭性知道属于𝐺故𝑥−1也属于𝐺

故我们说明了逆元封闭性，乘积封闭性,故为子群

必要性显然

� Exercise 2.16设交换群𝐺中元素的最大阶数为𝑛,则𝐺中每一个元素的阶数都是𝑛的因子

Proof 反证法
设𝑜 (𝑔) = 𝑛 ∀𝑎 ∈ 𝐺 设𝑜 (𝑎) = 𝑛0若𝑛0 ∤ 𝑛

由素数分解我们可以设𝑛 = 𝑝𝑟 𝑙 𝑛0 = 𝑝𝑠𝑘

因为最大的阶数是𝑛且𝑛0 ∤ 𝑛那么一定会有𝑟 < 𝑠或𝑙 < 𝑘其中一个严格成立不妨设为𝑘 > 𝑙

𝑜
(
𝑔𝑙

)
=

𝑛

(𝑛, 𝑙) = 𝑝𝑟 𝑜
(
𝑎𝑝

𝒔
)
=

𝑛0
(𝑛0, 𝑝𝑠)

= 𝑘

那么𝑜
(
𝑔𝑙𝑎𝑝

𝒔
)
= 𝑘 𝑝𝑟 > 𝑙𝑝𝑟 = 𝑛与最大阶数为𝑛矛盾

反证法,设𝑎𝑛 = 𝑒与𝑏𝑙 = 𝑒且𝑙 < 𝑛, 𝑙 ∤ 𝑛

设𝑑 = (𝑛, 𝑙)则𝑜
(
𝑏𝑑

)
=

𝑙

(𝑙, 𝑑) =
𝑙

𝑑

那么因为𝑎与𝑏𝑑可交换且𝑜 (𝑎) = 𝑛与𝑜
(
𝑏𝑑

)
=
𝑙

𝑑
互素那么𝑜

(
𝑎𝑏𝑑

)
= 𝑛 · 𝑙

𝑑

断言𝑛
𝑙

𝑑
> 𝑛⇐⇒ 𝑙 > 𝑑若不然因为𝑑 = (𝑛, 𝑙)得到𝑙 = 𝑑得到𝑙 | 𝑛矛盾

� Exercise 2.17
设𝐺为一有限交换群
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𝐺为循环群的充分必要条件是对于所有正整数𝑚，在𝐺中适合方程𝑥𝑚 = 𝑒的元素个数不超过𝑚

Proof 先证充分性。按上个定理，在𝐺中有一个元素𝑔，它的阶𝑛是𝐺中所有元素的阶的倍数
换句话说，群𝐺中所有元素都适合方程𝑥𝑛 = 𝑒由定理的条件不超过𝑛个则，|𝐺 | ⩽ 𝑛

显然𝑒, 𝑔, 𝑔2 · · · 𝑔𝑛−1都在𝐺中故，𝑛 ⩽ |𝐺 |，因而|𝐺 | = 𝑛．这就证明了𝐺 = ⟨𝑔⟩为循环群．
必要性显然

� Exercise 2.18设 SL(𝑛,Z)的元素为整数且行列式为1的𝑛阶方阵的全体.

(1)证明 : SL(𝑛,Z)是 GL(𝑛,R)的子群.

(2)设𝑆 = ©­«
0 −1
1 0

ª®¬ , 𝑇 = ©­«
1 1

0 1

ª®¬ , 𝑅 = ©­«
0 −1
1 1

ª®¬ ,𝑈 = ©­«
1 0

1 1

ª®¬ .
证明 :其中任两个元素都是 SL(2,Z)的生成元.

Proof

� Exercise 2.19设𝐺为一奇数阶群，那么𝐺中任何一个元都是一个唯一确定的元的平方

Proof ∀𝑥 ∈ 𝐺那么𝑥2𝑘+1 = 𝑒 ⇒
(
𝑥𝑘+1

)2
= 𝑥

唯一性我们要运用好有限群的性质有限群上的单射即满射，满射即单射

故构造𝝋 : 𝑥 → 𝑥2故根据第一行我们显然知道为满射此时那么也为单射故唯一性证毕

� Exercise 2.20设𝐺为群，𝐻 < 𝐺. 𝑁 ◁ 𝐺，若 [𝐺 : 𝐻]和|𝑁 |互素，则𝑁是𝐻的正规子群

Proof 若𝑁 ⊳ 𝐺,则𝐻𝑁 < 𝐺,因 [𝑁𝐻 : 𝐻] < [𝐺 : 𝐻]有限,从而有 [𝑁 : 𝑁 ∩ 𝐻] = [𝑁𝐻 : 𝐻]
首先, [𝑁𝐻 : 𝐻] | [𝐺 : 𝐻] = 𝑞 ⇐= [𝐺 : 𝐻] = [𝐺 : 𝑁𝐻] [𝑁𝐻 : 𝐻]
其次 [𝑁𝐻 : 𝐻] = [𝑁 : 𝑁 ∩ 𝐻] | |𝑁 | = 𝑝 ⇐= |𝑁 | = [𝑁 : 𝑁 ∩ 𝐻] |𝑁 ∩ 𝐻 |
从而 (𝑝, 𝑞) = 1 =⇒ [𝑁𝐻 : 𝐻] = 1 =⇒ 𝑁𝐻 = 𝐻 =⇒ 𝑁 < 𝐻

而𝑁正规了故𝑁 ◁ 𝐻

� Exercise 2.21设𝐻是群𝐺的正规子群, |𝐻 | = 𝑛, [𝐺 : 𝐻] = 𝑚,且 (𝑚, 𝑛) = 1.证明 : 𝐻是𝐺的唯一的𝑛阶子群.

Proof 有上文显然 |𝐺 | = 𝑚𝑛为有限群,假设还有一𝑛阶子群𝑇,那么 [𝐺 : 𝑇] = 𝑚由上个命题直𝑇 ◁ 𝐻但是二者均是𝑛阶故二者相等

故只唯一的一个𝑛阶子群𝐻

� Exercise 2.22 𝑁 < 𝐺, 𝐻 < 𝐺, ( |𝑁 |, |𝐺 : 𝐻 |) = 1,若𝑁, 𝐻中有一个是正规子群，则𝑁 < 𝐻.

Proof 设|𝑁 | = 𝑝, |𝐺 : 𝐻 | = 𝑞
(1)若𝐻 ⊳ 𝐺，考虑典范满同态𝜋 : 𝐺 → 𝐺/𝐻, ker𝜋 = 𝐻
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首先,由第一同构定理𝑄有𝜋(𝑁) � 𝑁/ker𝜋 ⇒ |𝜋(𝑁) | = |𝑁 |
|ker𝜋 | =⇒ |𝜋(𝑁) | | |𝑁 |= 𝑝

其次𝑁 < 𝐺 =⇒ 𝜋(𝑁) < 𝐺/𝑁 =⇒ |𝜋(𝑁) | | |𝐺/𝑁 |= 𝑞
而 (𝑝, 𝑞) = 1 =⇒ |𝜋(𝑁) | = 1 =⇒ 𝜋(𝑁) = 𝑒′ =⇒ 𝑁 < 𝐻

(2)若𝑁 ⊳ 𝐺,则𝐻𝑁 < 𝐺,因 [𝑁𝐻 : 𝐻] < [𝐺 : 𝐻]有限,从而有 [𝑁 : 𝑁 ∩ 𝐻] = [𝑁𝐻 : 𝐻]
首先, [𝑁𝐻 : 𝐻] | [𝐺 : 𝐻] = 𝑞 ⇐= [𝐺 : 𝐻] = [𝐺 : 𝑁𝐻] [𝑁𝐻 : 𝐻]
其次 [𝑁𝐻 : 𝐻] = [𝑁 : 𝑁 ∩ 𝐻] | |𝑁 | = 𝑝 ⇐= |𝑁 | = [𝑁 : 𝑁 ∩ 𝐻] |𝑁 ∩ 𝐻 |
从而 (𝑝, 𝑞) = 1 =⇒ [𝑁𝐻 : 𝐻] = 1 =⇒ 𝑁𝐻 = 𝐻 =⇒ 𝑁 < 𝐻

� Exercise 2.23试证有限群𝐺的一个真子群的全部共轭子群之并不能覆盖整个群𝐺.结论对无限群是否成立?

Proof 设𝐻是𝐺的真子群,则𝐻共有 [𝐺 : 𝑁𝐺 (𝐻)]个共轭子群.令Σ是𝐻的所有共轭子群之并,则

|Σ | ⩽ (|𝐻 | − 1) [𝐺 : 𝑁𝐺 (𝐻)] + 1︸                                      ︷︷                                      ︸
每个共轭子群都有单位元会重复

=
|𝐺 |

|𝑁𝐺 (𝐻) | · |𝐻 | − [𝐺 : 𝑁𝐺 (𝐻)] + 1.

若𝐻是正规子群,则𝑁𝐺 (𝐻) = 𝐺,于是|Σ | ⩽ |𝐻 | − 1 + 1 = |𝐻 | < |𝐺 |.
若𝐻不是正规子群,则𝑁𝐺 (𝐻) ≠ 𝐺,于是 [𝐺 : 𝑁𝐺 (𝐻)] > 1, |Σ | ⩽ |𝐺 |

|𝐻 | · |𝐻 | − [𝐺 : 𝑁𝐺 (𝐻)] + 1 < |𝐺 | − 1 + 1 = |𝐺 |.

综合以上, |Σ | < |𝐺 |,即𝐻的全部共轭子群之并不能覆盖𝐺.
这一结论对无限群不再成立.例如,令𝐺 = 𝐺𝐿 (𝑛,C), 𝐻是𝑛阶上三角可逆复矩阵作成的真子群.
由𝐽𝑜𝑟𝑑𝑎𝑛标准型知任一𝑛阶可逆阵𝐴相似于某一𝐻中的元,这表明𝐺是𝐻的所有共轭子群之并.

� Exercise 2.24
设𝐺是一个群.那么𝑎 → 𝑎−1是𝐺的自同构⇐⇒ 𝐺是交换群;

Proof 记映射𝑎 → 𝑎−1为𝜎.因𝐺是群,故𝜎是𝐺到𝐺的一一对应.

若𝜎是𝐺的自同构,则由𝜎(𝑎)𝜎(𝑏) = 𝜎(𝑎𝑏) = (𝑎𝑏)−1 = 𝑏−1𝑎−1 = 𝜎(𝑏)𝜎(𝑎), ∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝐺,知𝐺是𝐴𝑏𝑒𝑙群.
反之,若𝐺是𝐴𝑏𝑒𝑙群,则由𝜎(𝑎𝑏) = (𝑎𝑏)−1 = 𝑏−1𝑎−1 = 𝜎(𝑎)𝜎(𝑏), ∀𝑎, 𝑏 ∈ 𝐺,

� Exercise 2.25设𝛼是群𝐺的自同构且满足 :若𝛼(𝑔) = 𝑔,则𝑔 = 𝑒.证明下列结论 :

1)𝑔 → 𝛼(𝑔)𝑔−1是单射的;

2)若𝐺是有限群,则𝐺的每个元素均可写成𝛼(𝑔)𝑔−1形式;

3)又若𝛼2 = id𝐺 ,则𝐺为奇数阶交换群.

Proof 1)设𝑔1, 𝑔2 ∈ 𝐺,且𝛼 (𝑔1) 𝑔−11 = 𝛼 (𝑔2) 𝑔−12 .于是𝛼 (𝑔2)−1 𝛼 (𝑔1) = 𝑔−12 𝑔1.由𝛼是自同构,知𝛼
(
𝑔−12 𝑔1

)
= 𝑔−12 𝑔1.再由𝛼的性质知𝑔1 =

𝑔2.

故𝑔 → 𝛼(𝑔)𝑔−1是单射的.

2)若𝐺是有限群,又已知𝑔 → 𝛼(𝑔)𝑔−1是单射的,故|𝐺 | =
��{𝛼(𝑔)𝑔−1 | 𝑔 ∈ 𝐺

}�� .于是𝐺 =
{
𝛼(𝑔)𝑔−1 | 𝑔 ∈ 𝐺

}
,则𝐺的每个元素均可写成𝛼(𝑔)𝑔−1形式.

3)由于对任何ℎ ∈ 𝐺,有𝑔 ∈ 𝐺使得ℎ = 𝛼(𝑔)𝑔−1,故ℎ−1 = 𝑔𝛼
(
𝑔−1

)
.此外, 𝛼(ℎ) = 𝛼2 (𝑔)𝛼

(
𝑔−1

)
= 𝑔𝛼

(
𝑔−1

)
,于是𝛼(ℎ) = ℎ−1.

9



抽
象
代
数
习
题
讲
义

此时说明群为交换群 : ∀𝑚, 𝑛 ∈ 𝐺此时有𝛼为𝐺上自同构所以𝑚 = 𝛼 (𝑔1) , 𝑛 = 𝛼 (𝑔2)
𝑚𝑛 = 𝛼 (𝑔1𝑔2) = 𝑔−12 𝑔−11 = 𝛼 (𝑔2) 𝛼 (𝑔1) = 𝑛𝑚故为𝐴𝑏𝑒𝑙群
此时∀𝑔 ∈ 𝐺我们有𝛼 (𝑔) = 𝑔−1 = 𝑔 =⇒ 𝑔 = 𝑒这也意味着在𝐺中二阶元的只有一个𝑒

故此时考察一阶元二阶元只有𝑒,考察三阶元及其以上都必定是𝑎与𝑎−1成对故共奇数阶

� Exercise 2.26设𝐺是奇数阶有限群, 𝛼 ∈ Aut(𝐺)且𝛼2 = 1.令𝐺1 = {𝑔 ∈ 𝐺 | 𝛼(𝑔) = 𝑔}, 𝐺−1 =
{
𝑔 ∈ 𝐺 | 𝛼(𝑔) = 𝑔−1

}
.

试证 : 𝐺 = 𝐺1𝐺−1且𝐺1 ∩ 𝐺−1 = 1.

Proof 知 (2, |𝐺 |) = 1,那么𝜑 : 𝐺 → 𝐺 𝑔 ↦→ 𝑔2是群自同构.因此𝐺中任一元均可写成某一元的平方的形式.

对任一𝑔 ∈ 𝐺,设𝑔−1𝛼(𝑔) = 𝑥2.因𝛼(𝑥)2 = 𝛼
(
𝑔−1𝛼(𝑔)

)
= 𝛼(𝑔)−1𝑔 =

(
𝑔−1𝛼(𝑔)

)−1 = 𝑥−2

由群同构知道𝛼(𝑥) = 𝑥−1,即𝑥 ∈ 𝐺−1.

又因为𝛼(𝑔𝑥) = 𝛼(𝑔)𝛼(𝑥) = 𝛼(𝑔)𝑥−1 = 𝑔𝑥,即𝑔𝑥 ∈ 𝐺1,故𝑔 = (𝑔𝑥)𝑥−1 ∈ 𝐺1𝐺−1,即𝐺 = 𝐺1𝐺−1.

若𝑔 ∈ 𝐺1 ∩ 𝐺−1,则𝑔2 = 1.但|𝐺 |是奇数,故𝑔 = 1,即𝐺1 ∩ 𝐺−1 = 1.

� Exercise 2.27
设𝐺是有限𝐴𝑏𝑒𝑙群，构造𝜑𝑘 : 𝐺 → 𝐺 𝑔 ↦→ 𝑔𝑘该由𝑘诱导的映射

证明 : 𝜑𝑘 ∈ 𝐻𝑜𝑚 (𝐺)且𝜑𝑘是𝐺的自同构⇐⇒ 𝑘和|𝐺 |互素．

Proof 显然𝜑𝑘 ∈ 𝐻𝑜𝑚 (𝐺)是𝐺上的自同态,且我们知道在有限群上映射为自同构当且仅当为单射或者满射
一方面 :若 (𝑘, |𝐺 |) = 1, ,我们来证明此时𝜑𝑘为单射.于是任取𝑔

𝑘 = ℎ𝑘此时𝑊𝑇𝑆 : 𝑔 = ℎ

设𝑜 (𝑔) = 𝑑1与𝑜 (ℎ) = 𝑑2而我们知道𝑑1 | |𝐺 |与𝑑2 | |𝐺 | =⇒ (𝑘, 𝑑1) = 1且 (𝑘, 𝑑2) = 1 =⇒ (𝑘, 𝑑1𝑑2) = 1

故存在𝑢, 𝑣使得𝑢𝑘 + 𝑣𝑑1𝑑2 = 1故𝑔 = 𝑔𝑢𝑘+𝑣𝑑1𝑑2 =
(
𝑔𝑘

)𝑢
=

(
ℎ𝑘

)𝑢
= ℎ𝑢𝑘+𝑣𝑑1𝑑2 = ℎ

另一方面,若𝜑𝑘为𝐺上的自同构,我们来证𝑘与 |𝐺 |互素.
反证法若 (𝑘, |𝐺 |) = 𝑑 > 1 我们来说明𝜑𝑘实际上不是单射,我们希望找到一个𝑔 ≠ 𝑒使得𝜑𝑘 (𝑔) = 𝑔𝑘 = 𝑒

此时我们有

(
𝑘

𝑑
, |𝐺 |

)
= 1那么由必要性我们就是知道𝜑𝑘/𝑑为𝐺上自同构

于是乎我们希望找到一个𝑔 ≠ 𝑒使得，
(
𝑔𝑑

) 𝑘/𝑑
= 𝑒由𝜑𝑘/𝑑为𝐺上自同构,故我们希望找到𝑔 ≠ 𝑒使得𝑔𝑑 = 𝑒

那么任取𝑒 ≠ ℎ ∈ 𝐺
(
此时我们默认 |𝐺 | > 1否则是显然的

)
,不妨设𝑜 (ℎ) = 𝑚

(𝑚, 𝑘) | 𝑑此时ℎ
𝑚·

𝑑

(𝑚, 𝑘) =
©­«ℎ

𝑚

(𝑚, 𝑘) ª®¬
𝑑

= 𝑒且断言ℎ

𝑚

(𝑚, 𝑘) ≠ 𝑒否则与𝑜 (ℎ) = 𝑚矛盾

故ℎ

𝑚

(𝑚, 𝑘)就是我们希望找到的𝑔

� Exercise 2.28举例说明下面的命题不正确：设𝐺,𝐺′是群，𝑁 ⊳ 𝐺, 𝑁 ′ ⊳ 𝐺′，且有𝐺 ≃ 𝐺′, 𝑁 ≃ 𝑁 ′，则必有𝐺/𝑁 ≃ 𝐺′/𝑁 ′

Proof 我们考虑𝐺 = 𝐺′ = {Z, +}, 𝑁 = 2Z ≃ Z, 𝑁 ′ = 3Z ≃ Z，从而𝑁 ≃ 𝑁 ′

但显然𝐺/𝑁 = Z2 ≇ Z3 = 𝐺′/𝑁 ′从而既是一个反例．
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� Exercise 2.29设𝑝是一个奇素数．对任意𝑎 ∈ Z∗𝑝，定义
(
𝑎

𝑝

)
=

 1, 存在𝑏 ∈ Z∗𝑝 使得𝑎 ≡ 𝑏2 (mod𝑝),
−1, 不存在𝑏 ∈ Z∗𝑝 使得𝑎 ≡ 𝑏2 (mod𝑝).

(1)证明 : 𝜑(𝑎) =
(
𝑎

𝑝

)
是Z∗𝑝到{1,−1}的满同态

(2)证明 :由题,定义 𝑓2 : Z∗𝑝 → Z∗𝑝 𝑎 → 𝑎2说明 𝑓2是Z
∗
𝑝的自同态且Z

∗
𝑝/Im 𝑓2 � {1,−1},记同构映射为𝜓.

进一步，𝜑 = 𝜓 ◦ 𝜋，其中，𝜋是Z∗𝑝到Z∗𝑝/Im 𝑓2的自然同态．

Proof (1)我们先证明这是满射,显然𝜑(1) = 1

且若假设不存在𝜑(𝑎) = −1,从而任意𝑎 ∈ Z∗𝑝 ,存在𝑏𝑎使得𝑎 ≡ 𝑏2𝑎 (mod𝑝),从而
(
Z∗𝑝

)2
= Z∗𝑝

但注意到12 ≡ (𝑝 − 1)2 (mod𝑝),从而可知矛盾,因此一定存在𝑎使得𝜑(𝑎) = −1
下证其是一个同态,我们考虑证明如下的𝐸𝑢𝑙𝑒𝑟判别法,即成立

(
𝑎

𝑝

)
≡ 𝑎

𝑝−1
2 (mod𝑝), ∀𝑎 ∈ Z∗𝑝

(𝑖)若𝑎可被平方表示,从而有𝑎
𝑝−1
2 ≡

(
𝑏2

) 𝑝−1
2 ≡ 𝑏𝑝−1 ≡ 1(mod𝑝)，其中用到了𝐹𝑒𝑟𝑚𝑎𝑡小定理

(𝑖𝑖)若𝑎不可被平方表示,从而有任意𝑖 ∈ Z∗𝑝存在 𝑗 ∈ Z∗𝑝满足𝑖 𝑗 ≡ 𝑎(mod𝑝),因为只需要取 𝑗 = 𝑖−1𝑎即可

那么根据上述说法我们就可以把1 ∼ 𝑝 − 1分成
𝑝 − 1

2
对,每一对相乘模𝑝余𝑎

对所有数乘积则得𝑎
𝑝−1
2 ≡ (𝑝 − 1)! ≡ −1(mod𝑝)其中用到了𝑊𝑖𝑙𝑠𝑜𝑛定理

从而综上可知𝐸𝑢𝑙𝑒𝑟判别法成立

因此利用𝐸𝑢𝑙𝑒𝑟别法，不难看到𝜑为一个同态，进而为满同态

(2)定义 𝑓2显然为Z
∗
𝑝上的自同态, 𝐾𝑒𝑟𝜑 =

{
𝑎 ∈ Z∗𝑝 :

(
𝑎

𝑝

)
= 1

}
且 Im 𝑓2 = 𝐾𝑒𝑟𝜑

由同态第一基本定理即可

� Exercise 2.30
证明 : (Q, +)的任一有限生成子群必是循环群

Proof 任意有限生成子群𝑆 = ⟨ 𝑞1
𝑝1
, · · · , 𝑞𝑛

𝑝𝑛
⟩

设𝑃 = 𝑝1 · · · 𝑝𝑛, 𝑄 = gcd (𝑞1𝑝2 · · · 𝑝𝑛, · · · , 𝑞𝑛𝑝1 · · · 𝑝𝑛−1)下证𝑆 = ⟨𝑄
𝑃
⟩

一方面,任一𝑔 ∈ 𝑆,可知其可表示为𝑔 =
𝑛∑
𝑖=1

𝑘𝑖 ·
𝑞𝑖
𝑝𝑖

=
1

𝑃

𝑛∑
𝑖=1

𝑘𝑖𝑞𝑖 𝑝1 · · · 𝑝𝑖 · · · 𝑝𝑛 = 𝐾 · 𝑄
𝑃

∈ ⟨𝑄
𝑃
⟩从而𝑆 ⊆ ⟨𝑄

𝑃
⟩

另一方面由𝐵𝑒𝑧𝑜𝑢𝑡定理，可知
𝑄

𝑃
∈ 𝑆，从而𝑆 = ⟨𝑄

𝑃
⟩，即证任一有限生成子群为循环群

� Exercise 2.31
群𝐺若只有有限个子群⇐⇒ 𝐺为有限群

Proof 一方面：𝐺为有限群那么, 𝐺的子集也就总共2 |𝐺 |个有限故𝐺也只有有限个子群

另一方面：若𝐺为无限群我们断言𝐺有无穷个子群,我们下面分两步来证明断言

第一步 :若𝐺中有无限阶元𝑔,那么对于任意的素数𝑝, ⟨𝑔𝑝⟩为𝐺的子群且这些子群互不相同,若不然则 ⟨𝑔𝑝1⟩ = ⟨𝑔𝑝2⟩
得到𝑔𝑝1 = (𝑔𝑝2 )𝑘 =⇒ 𝑔的阶有限矛盾,故我们断言了𝐺有无穷个子群

第二步 :若𝐺中每个元阶数都有限,断言𝐺有无穷个子群,若不然, 𝐺仅有有限个子群

先取𝐺中元𝑔1,得到 ⟨𝑔1⟩为一子群，因为每个元阶有限那么𝑔1自然也有限.那么 ⟨𝑔1⟩就为一个有限群
此时因为𝐺为无限群那么在𝐺\ ⟨𝑔1⟩中选取𝑔2构造 ⟨𝑔2⟩为一有限群
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类似的我们可以构造诸如此类,但注意到𝐺仅有有限个子群故这样的操作在有限步停止

但是我们构造的都是有限群,这样有限群的个数也只有有限个,与 |𝐺 | = ∞矛盾,故断言成立
证毕

� Exercise 2.32
𝑆𝑛的中心𝐶 (𝑆𝑛)
当𝑛 = 1是𝐶 (𝑆𝑛) = 𝑆𝑛 = {𝑖𝑑} ,当𝑛 = 2时𝐶 (𝑆𝑛) = 𝑆𝑛 = {(1) , (12)} ,当𝑛 ⩾ 3时𝐶 (𝑆𝑛) = {(1)}

Proof 𝑛 = 1.2情况显然下当𝑛 ⩾ 3时

设𝜎 ∈ 𝑆𝑛且𝜎 ≠ 1,从而存在指标𝑖使得𝜎(𝑖) = 𝑗 ≠ 𝑖，因为𝑛 ⩾ 3从而可以取到𝑘 ≠ 𝑗 , 𝑘 ≠ 𝑖

从而考虑𝜏 = ( 𝑗 𝑘)，从而𝜏𝜎(𝑖) = 𝜏( 𝑗) = 𝑘, 𝜎𝜏(𝑖) = 𝜎(𝑖) = 𝑗，从而𝜎𝜏 ≠ 𝜏𝜎，即𝜎 ∉ 𝐶 (𝑆𝑛)，从而即证．

� Exercise 2.33
1.置换群𝐺中若有奇置换,则𝐺中一定有指数为2的正规子群

2.设𝐺 = 2𝑛.其中𝑛为奇数,证明 : 𝐺有指数为2的正规子群

Proof 1.置换群𝐺实际上为一个𝑆𝑛对称群的子群,此时若𝐺中有奇置换𝜑

此时,将𝐺中偶置换集合记作𝐻,显然𝐻是𝐺的正规子群.此时𝐺中任一奇置换𝜓

𝜑−1𝜓为一偶置换记作𝜑−1𝜓 = ℎ =⇒ 𝜓 = 𝜑ℎ故𝐺 = 𝐻 ∪ 𝜑𝐻
故𝐺中有𝐻该指数为2的正规子群

2.根据𝐶𝑎𝑙𝑒𝑦定理我们有𝐺 � 𝑆其中𝑆为𝑆2𝑛的一个子群 记同构映射为𝜑 : 𝐺 → 𝑆 𝑔 ↦→ 𝐿𝑔

下面证明𝑆有一指数为2的正规子群,此时 |𝑆 | = |𝐺 | = 2𝑛为偶数阶则𝑆中有二阶元𝐿ℎ

则我们可以将𝐿ℎ写为若干不相交的对换乘积
(
这是由于𝐿ℎ二阶得到的

)
,且对于∀𝑎 ∈ 𝐺，𝐿ℎ (𝑎) = ℎ𝑎 ≠ 𝑎

(
否则ℎ = 𝑒与阶矛盾

)
因此每个元素均在对换中出现

(
否则若𝑘不在出现则𝐿ℎ (𝑎) = 𝑎

)
,从而𝐿ℎ为𝑛个不相交的对换乘积,从而为奇置换

进而有1.可得

� Exercise 2.34设𝐺是群，𝑎 ∈ 𝐺是有限阶元且 ord(𝑎) = 𝑚𝑛且 gcd(𝑚, 𝑛) = 1

(1)存在𝑏, 𝑐 ∈ 𝐺满足𝑏𝑐 = 𝑐𝑏, ord(𝑏) = 𝑚, ord(𝑐) = 𝑛, 𝑎 = 𝑏𝑐

(2)如果𝑏′, 𝑐′ ∈ 𝐺也满足𝑏′𝑐′ = 𝑐′𝑏′, ord (𝑏′) = 𝑚, ord (𝑐′) = 𝑛, 𝑎 = 𝑏′𝑐′；那么𝑏′ = 𝑏, 𝑐′ = 𝑐

Proof (1)因为 gcd(𝑚, 𝑛) = 1，存在整数𝑠, 𝑡使得𝑚𝑠 + 𝑛𝑡 = 1此时 (𝑠, 𝑛) = (𝑡, 𝑚) = 1

而𝑎 = 𝑎1 = 𝑎𝑚𝑠+𝑛𝑡 = 𝑎𝑚𝑠𝑎𝑛𝑡令𝑏 = 𝑎𝑛𝑡 , 𝑐 = 𝑎𝑚𝑠；则𝑎 = 𝑏𝑐, 𝑏𝑐 = 𝑐𝑏，且

ord(𝑏) = ord (𝑎𝑛𝑡 ) = 𝑚𝑛

gcd(𝑛𝑡, 𝑚𝑛) =
𝑚

gcd(𝑡, 𝑚) = 𝑚

ord(𝑐) = ord (𝑎𝑚𝑠) = 𝑚𝑛

gcd(𝑚𝑠, 𝑚𝑛) =
𝑛

gcd(𝑠, 𝑛) = 𝑛

证毕

(2)由于𝑏𝑐 = 𝑐𝑏, ord(𝑏) = 𝑚, ord(𝑐) = 𝑛，所以𝑎𝑛𝑡 = (𝑏𝑐)𝑛𝑡 = 𝑏𝑛𝑡𝑐𝑛𝑡 = 𝑏𝑛𝑡 · 1 = 𝑏1−𝑚𝑠 = 𝑏1𝑏−𝑚𝑠 = 𝑏 (𝑏𝑚)−𝑠 = 𝑏
同样有𝑏′𝑐′ = 𝑐′𝑏′, ord (𝑏′) = 𝑚, ord (𝑐′) = 𝑛
所以同样计算得𝑏′ = 𝑎𝑛𝑡。故𝑏′ = 𝑏。类似地证明𝑐′ = 𝑐
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� Exercise 2.35若一无限群𝐺是循环群⇐⇒能够与其任一非平凡真子群同构

Proof =⇒：设𝐺为无限循环群，则𝐺同构于 (Z, +) ,而Z加法群的子群都形如𝑚Z形式
⇐=：若𝐺为无限但不循环群，则任取𝑒 ≠ 𝑔 ∈ 𝐺则 ⟨𝑔⟩为𝐺的一循环真子群

(
若 ⟨𝑔⟩ = 𝐺则𝐺循环与一开始假设矛盾

)
此时又𝑔 ≠ 𝑒则 ⟨𝑔⟩为一循环非平凡真子群，则𝐺 � ⟨𝑔⟩故𝐺为循环群矛盾

� Exercise 2.36令𝐻, 𝐾, 𝑁都为𝐺的子群且有𝐻 < 𝐾，𝐻 ∩ 𝑁 = 𝐾 ∩ 𝑁，且𝐻𝑁 = 𝐾𝑁

则有𝐻 = 𝐾
(
证明相互包含

)
Proof

� Exercise 2.37令𝐺的阶为2𝑛，则𝐺包含二阶元，且若𝑛为奇数且𝐺为𝑎𝑏𝑒𝑙群，则仅仅只有一个二阶元

Proof 𝐺包含二阶元是肯定的，因为只要𝑎不是二阶元，此时𝑎与𝑎−1是同阶元配对的
故𝐺只要为偶数阶的，则𝐺的二阶元一定是奇数个

若𝑛为奇数且𝐺为𝑎𝑏𝑒𝑙群，则仅仅只有一个二阶元

若不然𝐺不仅仅只有一个二阶元，则𝐺至少还有两个二阶元记作𝑏, 𝑐

此时构造子群 {𝑒, 𝑎, 𝑏, 𝑎𝑏}则由拉格朗日定理4|2𝑛 =⇒ 2|𝑛但𝑛为奇数矛盾

� Exercise 2.38
1.设𝐻，𝐾为𝐺的子群，则 [𝐻 ∨ 𝐾 : 𝐻] ⩾ [𝐾 : 𝐻 ∩ 𝐾]其中𝐻 ∨ 𝐾 = ⟨𝐻 ∪ 𝐾⟩
2.若𝑝 > 𝑞均为素数，则一个阶为𝑝𝑞的群，至多只有一个阶为𝑝的子群

Proof 设A与L分别是𝐾对𝐻 ∩ 𝐾陪集全体 与 𝐻 ∨ 𝐾对𝐻陪集全体
设𝜑 : A → L (𝐻 ∩ 𝐾) 𝑘 ↦→ 𝐻𝑘

此时𝐻𝑘1 = 𝐻𝑘2 ⇐⇒ 𝑘2𝑘
−1
1 ∈ 𝐻 ⇐⇒ 𝑘2𝑘

−1
1 ∈ 𝐻 ∩ 𝐾 =⇒ (𝐻 ∩ 𝐾) 𝑘1 = (𝐻 ∩ 𝐾) 𝑘2

故𝜑为单射此时 [𝐻 ∨ 𝐾 : 𝐻] ⩾ [𝐾 : 𝐻 ∩ 𝐾]

若𝐻，𝐾为两个不同的阶为𝑝的子群，则此时

𝐻 =
{
𝑒, 𝑎 · · · 𝑎𝑝−1

}
𝐾 =

{
𝑒, 𝑏 · · · 𝑏𝑝−1

}
均为循环群

𝐻中任一非𝑒的元均为生成元，𝐾中任一非𝑒的元均为生成元

则若𝐻 ∩ 𝐾 ≠ {𝑒}则𝐻 = 𝐾故矛盾

故𝐻 ∩ 𝐾 = {𝑒}利用1.再次得到矛盾

� Exercise 2.39
Let 𝑁 < 𝑆4 consist of all those permutations 𝜎 such that 𝜎(4) = 4. Is 𝑁 normal in 𝑆4?
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Proof No, 𝑁 is not normal in 𝑆4.

Recall that a subgroup 𝑁 of a group 𝐺 is normal if for every 𝑔 ∈ 𝐺 and every 𝑛 ∈ 𝑁 , the conjugate 𝑔𝑛𝑔−1 ∈ 𝑁 . Here, 𝐺 = 𝑆4 and

𝑁 is the subgroup of permutations that fix 4, which is isomorphic to 𝑆3.

To show that 𝑁 is not normal, we exhibit a counterexample. Consider the permutation 𝑛 ∈ 𝑁 given in cycle notation as 𝑛 = (1 3),
which swaps 1 and 3 and fixes 2 and 4. Thus, 𝑛(4) = 4. Now consider 𝑔 ∈ 𝑆4 given by 𝑔 = (3 4), which swaps 3 and 4. Note that

𝑔−1 = (3 4) as well.

We compute the conjugate 𝑔𝑛𝑔−1 and evaluate it at 4:

(𝑔𝑛𝑔−1) (4) = 𝑔(𝑛(𝑔−1 (4))).

Since 𝑔−1 (4) = 3, we have:

𝑛(𝑔−1 (4)) = 𝑛(3) = 1 (because 𝑛 swaps 1 and 3).

Then:

𝑔(𝑛(𝑔−1 (4))) = 𝑔(1) = 1 (because 𝑔 fixes 1).

Thus, (𝑔𝑛𝑔−1) (4) = 1 ≠ 4, so 𝑔𝑛𝑔−1 ∉ 𝑁 . Therefore, 𝑁 is not normal in 𝑆4.

� Exercise 2.40
If 𝐻 is a cyclic subgroup of a group 𝐺 and 𝐻 is normal in 𝐺, then every subgroup of 𝐻 is normal in 𝐺.

Proof
Let 𝐻 be a cyclic subgroup of a group 𝐺 and 𝐻 is normal in 𝐺. We want to show that every subgroup of 𝐻 is normal in 𝐺.

Let 𝐾 be a subgroup of 𝐻. Since 𝐻 is cyclic, we can write 𝐻 = ⟨𝑎⟩ for some 𝑎 ∈ 𝐺, and 𝐾 = ⟨𝑎𝑛⟩ for some integer 𝑛.

To show that 𝐾 is normal in 𝐺, we need to show that for all 𝑔 ∈ 𝐺 and for all 𝑎𝑛 ∈ 𝐾 , we have 𝑔𝑎𝑛𝑔−1 ∈ 𝐾 .

Since 𝐻 is normal in 𝐺, we know that for all 𝑔 ∈ 𝐺, 𝑔𝑎𝑔−1 ∈ 𝐻. Therefore, 𝑔𝑎𝑔−1 = 𝑎𝑘 for some integer 𝑘 .

Now, for any 𝑎𝑛 ∈ 𝐾:

𝑔𝑎𝑛𝑔−1 = (𝑔𝑎𝑔−1)𝑛 = (𝑎𝑘)𝑛 = 𝑎𝑘𝑛 ∈ ⟨𝑎𝑛⟩ = 𝐾

Thus, 𝐾 is normal in 𝐺.

� Exercise 2.41
If 𝐻 is a normal subgroup of a group G such that 𝐻 and 𝐺/𝐻 are finitely gengerated ,then so is 𝐺

Proof
just we can assume 𝐻 = ⟨𝑎1 · · · 𝑎𝑚⟩ and 𝐺/𝐻 = ⟨𝑔1𝐻 · · · 𝑔𝑘𝐻⟩
it is enough to check 𝐺 = ⟨𝑎1, · · · 𝑎𝑚, 𝑔1, · · · 𝑔𝑘⟩
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� Exercise 2.42
Let 𝐻, 𝐾, 𝑁 be nontrivial normal subgroups of a group𝐺 and suppose𝐺 = 𝐻×𝐾 . Prove that 𝑁 is in the center of𝐺 or 𝑁 intersects

one of 𝐻, 𝐾 non-trivially. Give examples to show that both possibilities can actually occur when 𝐺 is nonabelian.

Proof
Assume that 𝑁 is not contained in the center 𝑍 (𝐺) of 𝐺, and that 𝑁 ∩ 𝐻 = {𝑒} and 𝑁 ∩ 𝐾 = {𝑒}, where 𝑒 is the identity element

of 𝐺. We will derive a contradiction.

Since 𝑁 is normal in 𝐺, for any 𝑛 ∈ 𝑁 and ℎ ∈ 𝐻, the commutator [𝑛, ℎ] = 𝑛ℎ𝑛−1ℎ−1 lies in 𝑁 . Also, since 𝐻 is normal in 𝐺,

[𝑛, ℎ] ∈ 𝐻. Thus, [𝑛, ℎ] ∈ 𝑁 ∩𝐻 = {𝑒}, so [𝑛, ℎ] = 𝑒, i.e., 𝑛 commutes with ℎ. Similarly, for any 𝑛 ∈ 𝑁 and 𝑘 ∈ 𝐾 , we have [𝑛, 𝑘] = 𝑒,
so 𝑛 commutes with 𝑘 .

Now, any element 𝑔 ∈ 𝐺 can be written as 𝑔 = ℎ𝑘 with ℎ ∈ 𝐻 and 𝑘 ∈ 𝐾 . Then

𝑛𝑔 = 𝑛(ℎ𝑘) = (𝑛ℎ)𝑘 = (ℎ𝑛)𝑘 = ℎ(𝑛𝑘) = ℎ(𝑘𝑛) = (ℎ𝑘)𝑛 = 𝑔𝑛.

Hence, 𝑛 commutes with every 𝑔 ∈ 𝐺, so 𝑛 ∈ 𝑍 (𝐺). This implies 𝑁 ⊆ 𝑍 (𝐺), contradicting the assumption that 𝑁 is not contained in

𝑍 (𝐺).
Therefore, if 𝑁 is not contained in 𝑍 (𝐺), then either 𝑁 ∩ 𝐻 ≠ {𝑒} or 𝑁 ∩ 𝐾 ≠ {𝑒}.

We now give examples to show that both possibilities can occur when 𝐺 is nonabelian.

例题 2.1
𝑁 is contained in the center of 𝐺. Let 𝐻 = 𝐷4 and 𝐾 = 𝐷4, where 𝐷4 is the dihedral group of order 8 (nonabelian). Then

𝐺 = 𝐷4 × 𝐷4, and the center is 𝑍 (𝐺) = 𝑍 (𝐷4) × 𝑍 (𝐷4) � Z2 × Z2. Let 𝑁 = {(𝑒, 𝑒), (𝑟2, 𝑟2)}, where 𝑟 is a rotation in 𝐷4 (so 𝑟4 = 𝑒).

Then 𝑁 is a normal subgroup of 𝐺 (since 𝑁 ⊆ 𝑍 (𝐺)), and 𝑁 ∩ (𝐷4 × {𝑒}) = {(𝑒, 𝑒)}, similarly 𝑁 ∩ ({𝑒} × 𝐷4) = {(𝑒, 𝑒)}. Thus, 𝑁 is

contained in the center and intersects 𝐻 and 𝐾 trivially.

例题 2.2
𝑁 intersects one of 𝐻, 𝐾 non-trivially. Take 𝐺 = 𝐻 × 𝐾 with 𝐻 and 𝐾 nonabelian groups (e.g., 𝐷4). Let 𝑁 = 𝐻. Then 𝑁 is a

normal subgroup of 𝐺, and 𝑁 ∩ 𝐻 = 𝐻 is nontrivial. Since 𝐻 is nonabelian, 𝑁 is not contained in the center of 𝐺.

� Exercise 2.43

Proof

� Exercise 2.44

Proof

� Exercise 2.45

Proof

� Exercise 2.46
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Proof

� Exercise 2.47

Proof
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第 3章 环论习题

� Exercise 3.1
设𝑅是一个含么环，𝑎 ∈ 𝑅满足𝑎在𝑅中有不止一个右逆，则可以得到如下一些结论
1、𝑎在𝑅中无左逆

2、𝐿𝑎 : 𝑅 → 𝑅, 𝑔 ↦→ 𝑎𝑔是一个满射，𝑅𝑎 : 𝑅 → 𝑅, 𝑔 ↦→ 𝑔𝑎是一个单射。

3、𝑅是无限环。

4、𝑎在𝑅中有无限个右逆

Proof 否则设𝑑是𝑎的左逆,则有𝑑 = 𝑑 · 1 = 𝑑𝑎𝑏 = 𝑏 = 𝑑𝑎𝑐 = 𝑐,矛盾

前者是因为∀𝑔 ∈ 𝑅, 𝐿𝑎 (𝑏𝑔) = 𝑎𝑏𝑔 = 𝑔，后者是因为∀𝑔, ℎ ∈ 𝑅, 𝑔𝑎 = ℎ𝑎 ⇒ 𝑔 = 𝑔𝑎𝑏 = ℎ𝑎𝑏 = ℎ.

若𝑅是一个有限环,则结论2告诉我们, 𝑅𝑎是双射,但这是不可能的,因为结论1说明𝑎无左逆

记𝑎𝑛 = 𝑏 + (1 − 𝑏𝑎)𝑎𝑛, 𝑛 = 0, 1, ...,易验证，𝑎𝑎𝑛 = 1,∀𝑛 ∈ N.特别地，若存在0 ≤ 𝑖 < 𝑗 ∈ N,使得𝑏 + (1 − 𝑏𝑎)𝑎𝑖 = 𝑏 + (1 − 𝑏𝑎)𝑎 𝑗

则两边同时右乘𝑏 𝑗整理得，0 = 1 − 𝑏𝑎,这与结论1矛盾，故 {𝑎𝑛}是一个无限集,从而𝑎有无限个右逆

� Exercise 3.2
设𝑅为环, 𝑎 ∈ 𝑅,若𝑎 ≠ 0且𝑎2 = 𝑎,则称𝑎为幂等元.证明 :

(1)若环𝑅的所有非零元素都是幂等元,则𝑅必为交换环;

(2)若𝑅为无零因子环,且存在幂等元,则𝑅只有唯一的幂等元,且𝑅为么环.

Proof 此时𝑎 ≠ 0,那么 (−𝑎) ≠ 0那么 (−𝑎)2 = −𝑎 =⇒ 𝑎 = −𝑎
此时对于∀𝑎, 𝑏 ≠ 0我们有 (𝑎 + 𝑏) = (𝑎 + 𝑏)2 = 𝑎 + 𝑏 + 𝑎𝑏 + 𝑏𝑎 =⇒ 𝑎𝑏 = −𝑏𝑎 = 𝑏𝑎

(
这是针对两个非零元素的交换性

)
若𝑎, 𝑏其中有一个0元素显然可交换

不防设存在幂等元𝑎 (𝑎 ≠ 0) , 𝑎2 = 𝑎;

∀𝑏 ∈ 𝑅,此时𝑎 (𝑎𝑏 − 𝑏) = 𝑎𝑏 − 𝑎𝑏 = 0 =⇒ 𝑎𝑏 − 𝑏 = 0 =⇒ 𝑎𝑏 = 𝑏同理 (𝑏𝑎 − 𝑏) 𝑎 =⇒ 𝑏𝑎 = 𝑏

故𝑎为一个幺元我们记为𝑒

假设还有一个幂等元那么这幂等元同样是幺元此时𝑒 = 𝑒𝑒∗ = 𝑒∗故只有一个幂等元

� Exercise 3.3设环𝑅中存在唯一的左么元,试证明𝑅为幺环.

Proof 假设存在唯一的左幺元𝑒𝐿 ,∀𝑎, 𝑏;有 (𝑎𝑒𝐿 − 𝑎 + 𝑒𝐿) 𝑏 = 𝑎𝑏 − 𝑎𝑏 + 𝑏 = 𝑏

那么𝑎𝑒𝐿 − 𝑎 + 𝑒𝐿 = 𝑒𝐿 =⇒ 𝑎𝑒𝐿 = 𝑎故𝑎为幺元

� Exercise 3.4设𝑅是无零因子环, 𝑒是𝑅的关于乘法的左 (右)幺元,证明 : 𝑒必是𝑅的幺元.
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Proof 设有𝑒𝐿左幺元此时∀𝑏 ≠ 0,∀𝑎有 (𝑎𝑒𝐿 − 𝑎) 𝑏 = 𝑎𝑏 − 𝑎𝑏 = 0 =⇒ 𝑎𝑒𝐿 − 𝑎 = 0 =⇒ 𝑒𝐿为幺元

� Exercise 3.5设𝑅为幺环, 𝑒为幺元, 𝑢, 𝑣 ∈ 𝑅满足𝑢𝑘𝑣𝑢𝑙 = 𝑢𝑘+𝑙−1,其中𝑘, 𝑙为正整数,且𝑣是唯一的满足上述条件的元素
证明𝑢, 𝑣为可逆元,且𝑣 = 𝑢−1.

Proof 由题𝑢𝑘 (𝑣𝑢 − 𝑒) 𝑢𝑙−1 = 0 =⇒ 𝑢𝑘 (𝑣 + 𝑣𝑢 − 𝑒) 𝑢𝑙 = 𝑢𝑘𝑣𝑢𝑙 = 𝑢𝑘+𝑙−1 =⇒ 𝑣 + 𝑣𝑢 − 𝑒 = 𝑣 =⇒ 𝑣 = 𝑒

同理可得另一边

� Exercise 3.6设𝑅为幺环, 𝑒为幺元, 𝑎 ∈ 𝑅.若元素𝑐满足𝑐𝑎 = 𝑒(𝑎𝑐 = 𝑒),则称𝑐为𝑎的一个右逆元 (左逆元).

若𝑐既是𝑎的左逆元,又是𝑎的右逆元,则称𝑐为𝑎的逆元,这时称𝑎可逆.

证明 :对任何𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅, 𝑒 − 𝑎𝑏可逆当且仅当𝑒 − 𝑏𝑎可逆.

Proof 设 (𝑒 − 𝑎𝑏) 𝑐 = 𝑒 =⇒ 𝑏 (𝑒 − 𝑎𝑏) 𝑐 = 𝑏 =⇒ 𝑏𝑐 − 𝑏𝑎𝑏𝑐 = 𝑏 =⇒ (𝑒 − 𝑏𝑎) 𝑏𝑐 = 𝑏
=⇒ (𝑒 − 𝑏𝑎) 𝑏𝑐𝑎 = 𝑏𝑎 =⇒ (𝑒 − 𝑏𝑎) 𝑏𝑐𝑎 = 𝑒 − (𝑒 − 𝑏𝑎) =⇒ (𝑒 − 𝑏𝑎) (𝑏𝑐𝑎 + 𝑒) = 𝑒
同理可证另一边

故逆为𝑏𝑐𝑎 + 𝑒 = 𝑏 (𝑒 − 𝑎𝑏)−1 𝑎 + 𝑒

� Exercise 3.7 1.设𝑅是交换环, 𝐼是𝑅的理想,定义
√
𝐼 = {𝑎 ∈ 𝑅 | ∃𝑛 ∈ N, 𝑎𝑛 ∈ 𝐼} .试证明

√
𝐼也是𝑅的理想,称为理想𝐼的根基.

特别地, 𝑅中所有幂零元组成的集合 (即理想{0}的根基)构成𝑅的理想,称为𝑅的幂零根基,记为 Rad𝑅.

2.证明对任何𝑅的理想𝐼,
√√

𝐼 =
√
𝐼 .

3.设𝑅为交换环,Rad𝑅为𝑅的幕零根基.证明 :商环𝑅/Rad𝑅的幕零根基为零,从而𝑅/Rad𝑅中没有非零的幕零元.

Proof 自己练习

� Exercise 3.8设𝑅为环, 𝑅中一个元素𝑎称为右拟正则元,如果存在𝑏 ∈ 𝑅使得𝑎 + 𝑏 − 𝑎𝑏 = 0.

试证明 :如果环𝑅中有一个元素不是右拟正则元,而其他元素全是右拟正则元,则𝑅是除环.

Proof 1.不妨假设𝑒元素是唯一的非右拟正则元.即∀𝑎都有𝑒 + 𝑎 − 𝑒𝑎 ≠ 0

断言 : 𝑒 + 𝑎 − 𝑒𝑎 = 𝑒

若不然 : 𝑒 + 𝑎 − 𝑒𝑎 ≠ 𝑒.那么𝑒 + 𝑎 − 𝑒𝑎为右拟正则元
那么∃𝑏; 𝑠.𝑡. (𝑒 + 𝑎 − 𝑒𝑎) + 𝑏 − (𝑒 + 𝑎 − 𝑒𝑎) 𝑏 = 0 =⇒ 𝑒 + (𝑎 + 𝑏 − 𝑎𝑏) − 𝑒 (𝑎 + 𝑏 − 𝑎𝑏) = 0

=⇒ 𝑒为右拟正则元.矛盾！

故𝑒 + 𝑎 − 𝑒𝑎 = 𝑒 =⇒ 𝑎 = 𝑒𝑎 =⇒ 𝑒为左幺元

2.若𝑒∗也是左幺元，断言𝑒∗ = 𝑒若不然𝑒∗ ≠ 𝑒;

那么𝑒∗为右拟正则元 =⇒ ∃𝑏 𝑠.𝑡. 𝑒∗ + 𝑏 − 𝑒∗𝑏 = 0 =⇒ 𝑒∗ = 0与𝑒∗为左幺元矛盾

=⇒ 𝑒为𝑅中唯一的左幺元 =⇒ 𝑒为𝑅中幺元

18



抽
象
代
数
习
题
讲
义

3.∀𝑎 ≠ 0；𝑎 ∈ 𝑅;来证明𝑎存在其对应的逆元
此时𝑎 + 𝑒 ≠ 𝑒从而𝑎 + 𝑒为右拟正则元 =⇒ ∃𝑏 𝑠.𝑡. (𝑎 + 𝑒) + 𝑏 − (𝑎 + 𝑒) 𝑏 = 0 =⇒ 𝑎 (𝑏 − 𝑒) = 𝑒
我们来证 (𝑏 − 𝑒) 𝑎 = 𝑒

引理 :若𝑎𝑐 = 0 𝑎 ≠ 0 =⇒ 𝑐 = 0

反之若𝑐 ≠ 0同理𝑐 + 𝑒 ≠ 𝑒 =⇒ 𝑐 (𝑑 − 𝑒) = 𝑒 =⇒ 𝑎𝑐 (𝑑 − 𝑒) = 𝑎𝑒 =⇒ 0 = 𝑎矛盾

则对于𝑎 (𝑏 − 𝑒) 𝑎 = 𝑒𝑎 = 𝑎𝑒 = 𝑎 =⇒ 𝑎 [(𝑏 − 𝑒) 𝑎 − 𝑒] = 0 =⇒ (𝑏 − 𝑒) 𝑎 − 𝑒 = 0 =⇒ (𝑏 − 𝑒) 𝑎 = 𝑒

� Exercise 3.9设Q(i) = {𝑎 + 𝑏𝑖 | 𝑎, 𝑏 ∈ Q}
(1)Q是Q(i)的唯一真子城; (2)Q(𝑖)有且仅有两个自同构映射.

Proof (1)若任意一个𝐹是一个真子域且𝐹 ≠ Q那么其就包含一个元素𝑎那么𝑎𝑎−1 = 1 ∈ 𝐹且𝑎 − 𝑎 = 0 ∈ 𝐹
那么由于Q是最小的数域故𝐹包含了Q,其次, 𝐹又是一个真子域那么就有𝐹一定包含一个𝑎 + 𝑏𝑖此时𝑏 ≠ 0

那么又𝑎 ∈ Q此时𝑏𝑖 ∈ 𝐹且𝑏 ∈ 𝐹那么𝑏−1 ∈ 𝐹那么𝑖 ∈ 𝐹
那么𝐹就扩充到了𝑄 (𝑖)不再是真子域
(2)不难得到若有 𝑓为Q(𝑖)上的同构映射那么 𝑓 (0) = 0, 𝑓 (1) = 1

=⇒ 𝑓 (𝑛) = 𝑛 (𝑛 ∈ 𝑍)
=⇒ 𝑓 (1) = 𝑓

(
1
𝑛 + · · · + 1

𝑛

)
= 𝑛 𝑓

(
1
𝑛

)
=⇒ 𝑓

(
1
𝑛

)
= 1

𝑛

=⇒ 𝑓 (𝑎) = 𝑎 (𝑎 ∈ Q)
其次 − 1 = 𝑓 (−1) = 𝑓

(
𝑖2

)
= 𝑓 (𝑖) 𝑓 (𝑖) =⇒ 𝑓 (𝑖) = 𝑖或 − 𝑖

若 𝑓 (𝑖) = 𝑖那么 𝑓 (𝑎 + 𝑏𝑖) = 𝑓 (𝑎) + 𝑓 (𝑏𝑖) = 𝑎 + 𝑓 (𝑏) 𝑓 (𝑖) = 𝑎 + 𝑏𝑖
若 𝑓 (𝑖) = −𝑖那么 𝑓 (𝑎 + 𝑏𝑖) = 𝑓 (𝑎) + 𝑓 (𝑏𝑖) = 𝑎 + 𝑓 (𝑏) 𝑓 (𝑖) = 𝑎 − 𝑏𝑖
所以就只有两个自同构映射为𝑖𝑑或共轭映射

� Exercise 3.10设𝑅为一个除环, 𝑅∗为其非零元组成的乘法群,证明 : 𝑅作为加法群与乘法群𝑅∗不同构.

Proof 假设若有同构,则𝑅中零元将映至𝑅∗中的𝑒，不妨设将𝑅中𝑒打到𝑎

那么 𝑓 (0 + 𝑒) = 𝑓 (0) + 𝑓 (𝑒) ⇐⇒ 𝑎 = 𝑓 (𝑒) = 𝑒 + 𝑎 =⇒ 𝑒 = 0矛盾

� Exercise 3.11试证明实数域的自同构只有恒等同构.

Proof 设有一个自同构 𝑓 ;那么 𝑓 (0) = 0; 𝑓 (1) = 1 =⇒ 𝑓 (𝑛) = 𝑛
(
𝑛为整数

)
进一步 𝑓 (𝑛) = 𝑓

(
1

𝑛
+ · · · + 1

𝑛

)
= 𝑛 𝑓

(
1

𝑛

)
=⇒ 𝑓

(
1

𝑛

)
=
1

𝑛

(
𝑛为整数

)
=⇒ 𝑓

(
𝑝

𝑞

)
=
𝑝

𝑞

(
𝑝

𝑞
为有理数

)
若𝑥 > 0, 𝑥 ∈ R.则 𝑓 (𝑥) = 𝑓

(√
𝑥 · √𝑥

)
=

(
𝑓
(√
𝑥
) )2
因为同构所以 𝑓

(√
𝑥
)
不会等于0故严格大于0

说明𝑥 > 0 =⇒ 𝑓 (𝑥) =
(
𝑓
(√
𝑥
) )2

> 0有保序性!!!具体的若𝑎 > 𝑏那么𝑎 − 𝑏 > 0 =⇒ 𝑓 (𝑎 − 𝑏) > 0 =⇒ 𝑓 (𝑎) > 𝑓 (𝑏)
此时若不是恒等𝑖𝑑,那么存在𝑥使得 𝑓 (𝑥) ≠ 𝑥.不妨假设𝑥 < 𝑓 (𝑥)
那么存在有理数𝑞 ∈ (𝑥, 𝑓 (𝑥))此时 𝑓 (𝑞) = 𝑞
那么 𝑓 (𝑥) > 𝑞 = 𝑓 (𝑞)另一方面因为𝑥 < 𝑞所以 𝑓 (𝑥) < 𝑓 (𝑞)矛盾
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� Exercise 3.12设𝑅为无零因子环,含有𝑝个元素, 𝑝为素数.证明 : 𝑅为域,且与Z𝑝同构.

Proof 有限半群满足消去律故构成群,且对于𝑅看成加法群𝑝为素数故为素数阶循环群记为 {0, 𝑎, 2𝑎 · · · (𝑝 − 1) 𝑎}
所以对于乘法也是可交换的故为域.那么𝑅作为素数阶循环群必同构于Z𝑝同构.

� Exercise 3.13设𝜑为么环𝑅1到么环𝑅2的满同态
证明 :若𝑢为𝑅1的单位,则𝜑(𝑢)是𝑅2的单位,试问𝑢 ↦→ 𝜑(𝑢)是𝑅1的单位群到𝑅2的单位群的满同态吗?

Proof 前半问是肯定的.首先因为为满同态故𝜑
(
1𝑅1

)
= 1𝑅2

若𝑢为𝑅1的单位,那么存在𝑥使得𝑥𝑢 = 𝑢𝑥 = 1𝑅1那么𝜑 (𝑥𝑢) = 𝜑 (𝑢𝑥) = 𝜑 (𝑥) 𝜑 (𝑢) = 𝜑 (𝑢) 𝜑 (𝑥) = 1𝑅2

后者是否定的.若为幺环 (Z, +, ·) →幺环Z6该满同态
前者单位群为1.后者单位群为 {1, 5}故不是满同态

� Exercise 3.14 𝑅为除环,证明𝑅到任何环的非零同态一定是单同态.

Proof 因为𝑅是除环所以为单环,那么该非零同态𝜑的𝐾𝑒𝑟𝜑必定是𝑅的理想
此时𝐾𝑒𝑟𝜑 = 0或𝑅.若𝐾𝑒𝑟𝜑为0则为单同态,且𝐾𝑒𝑟𝜑不能为𝑅

(
因为若𝐾𝑒𝑟𝜑 = 𝑅则同态为零同态

)

� Exercise 3.15设𝑚1, 𝑚2为不同的正整数,证明𝑚1Z与𝑚2Z作为加法群同构,但作为环不同构.

Proof 作为加法群同构我们可以选择映射𝜑 : 𝑚1Z→ 𝑚2Z 𝑘𝑚1 ↦→ 𝑘𝑚2 (𝑘 ∈ Z)
若作为环是同构的那么𝑚1Z中的0映至𝑚2Z中的0断言此时 𝑓 (𝑚1) → 𝑚2

这是因为若 𝑓 (𝑚1) ≠ 𝑚2不妨假设映至𝑘𝑚2那么其余元素𝑖𝑚1的像都被唯一确定了,也不会为𝑚2那么不是同构了

此时𝑚1 → 𝑚2 2𝑚1 → 2𝑚2此时, 𝑓 (2𝑚1 · 𝑚1) = 2𝑚1𝑚2但是由同态有 𝑓 (2𝑚1 · 𝑚1) = 2𝑚2 · 𝑚2

但𝑚1 ≠ 𝑚2矛盾

� Exercise 3.16设𝑅为交换环,证明对任何𝑅的理想𝐼, 𝐽都有
√
𝐼 + 𝐽 =

√√
𝐼 +

√
𝐽

Proof 自己练习

� Exercise 3.17挖补定理 设𝑅′, 𝑆为两个环, 𝑅′ ∩ 𝑆 = ∅.设𝑆含有一个子环𝑅使得𝑅与𝑅′同构.

证明 :存在一个环𝑆′,它与𝑆同构,且𝑅′是𝑆′的一个子环.

Proof 这个定理还是比较直观的,说的是可以把𝑆的子环𝑅用 (同构意义下)相同的𝑅′代替
[1]

得到的环𝑆′与𝑆是相同的 (同构意义下；挖掉𝑅补上𝑅′没有区别，只需补上部分等效替代就行)

换句话说，设𝜙 : 𝑅 → 𝑅′为同构映射,令𝑆′ = 𝑅′ ∪ (𝑆\𝑅)取映射𝜙′ : 𝑆 → 𝑆′, 𝜙′ (𝑥) =
 𝑥 𝑥 ∈ 𝑆\𝑅
𝜙(𝑥) 𝑥 ∈ 𝑅
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并将𝑆′中的加法定义为⊕ : 𝑆′ × 𝑆′ → 𝑆′, 𝑥 ⊕ 𝑦 = 𝜙′ (𝑥′ + 𝑦′)其中 +为𝑆中加法

而𝑥′ =
 𝑥 𝑥 ∈ 𝑆\𝑅
𝜙−1𝑥 𝑥 ∈ 𝜙(𝑅)

, 𝑦′ =
 𝑦 𝑦 ∈ 𝑆\𝑅
𝜙−1𝑦 𝑦 ∈ 𝜙(𝑅)

同理用𝑆中乘法 ×定义𝑆′中乘法 ⊗也即新环𝑆′中补进去的𝑅′中元素,完全以𝑅中同构像的角色、以𝑆中的方式参与运算;

因此𝑅′ ∩ 𝑆 = ∅不是必要的，只需要𝑅 ⊃ 𝑅′ ∩ 𝑆即可，甚至不要求同构映射𝜙满足和原来𝑅中元素没有区别)
则 (𝑆, +,×)与 (𝑆′, ⊕, ⊗)同构且以𝜙′为同构映射
不过话说回来,如果𝑆的子环𝑅与𝑅′同构,将𝑅与𝑅′同等看待,已经有了包含𝑅的环𝑆为什么考虑包含𝑅′且与𝑆同构的环𝑆′呢

可能意义就在于，把𝑅′同构于𝑆的子环𝑅(也即存在嵌入)和𝑅′是某同构于𝑆的环𝑆′的子环 (也即存在扩张)等价起来

如果觉得二者没区别，那这个定理也就没什么意义

比如认为“任意环都可以嵌入到含么环”或者“任意环都是含么环的子环两个结论同样令人满意

� Exercise 3.18中国剩余定理

设 R是含么环，𝐼1, 𝐼2, ..., 𝐼𝑛为环𝑅的理想.当𝑖 ≠ 𝑗时, 𝐼𝑖 + 𝐼 𝑗 = 𝑅,则有环同构𝑅/(𝐼1 ∩ ... ∩ 𝐼𝑛) �
𝑛∏
𝑖=1

(𝑅/𝐼𝑖)

推论 :设𝑅为么环, 𝐼1, 𝐼2为𝑅的理想,且𝑅 = 𝐼1 + 𝐼2,试证明对任何𝑎1, 𝑎2 ∈ 𝑅,必存在𝑎 ∈ 𝑅使得𝑎 − 𝑎1 ∈ 𝐼1, 𝑎 − 𝑎2 ∈ 𝐼2.
此时下述证明的 𝑓是满同态故对∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅对于 (𝑥 + 𝐼1, 𝑦 + 𝐼2)存在𝑎使得 𝑓 (𝑎) = (𝑎 + 𝐼1, 𝑎 + 𝐼2) = (𝑥 + 𝐼1, 𝑦 + 𝐼2)
即𝑎 − 𝑥 ∈ 𝐼1, 𝑎 − 𝑦 ∈ 𝐼2

Proof 构造映射 𝑓 : 𝑅 →
𝑛∏
𝑖=1

(𝑅/𝐼𝑖), 𝑟 ↦→ (𝑟 (mod𝐼1) , ..., 𝑟 (mod𝐼𝑛))其中𝑟 (mod𝐼1)代表的意思是以𝑟为代表的陪集，即𝑟 + 𝐼1

现在证明 𝑓是环的同态 :

𝑓 (𝑟1 + 𝑟2) = ((𝑟1 + 𝑟2) (mod𝐼1) , ..., (𝑟1 + 𝑟2) (mod𝐼𝑛)) = (𝑟1 (mod𝐼1) , ..., 𝑟1 (mod𝐼𝑛)) + (𝑟2 (mod𝐼1) , ..., 𝑟2 (mod𝐼𝑛))
𝑓 (𝑟1𝑟2) = ((𝑟1𝑟2) (mod𝐼1) , ..., (𝑟1𝑟2) (mod𝐼𝑛)) = (𝑟1 (mod𝐼1) , ..., 𝑟1 (mod𝐼𝑛)) • (𝑟2 (mod𝐼1) , ..., 𝑟2 (mod𝐼𝑛))

再证明满射 :由于𝐼𝑖 + 𝐼 𝑗 = 𝑅,易知𝑅可写成𝑅 = 𝐼1 + 𝐼2𝐼3...𝐼𝑛
则存在𝑎 ∈ 𝐼1, 𝑏 ∈ 𝐼2,使𝑎 + 𝑏 = 1,令𝑟1 = 𝑏,则 𝑓 (𝑟1) = (1 (mod𝐼1) , 0 (mod𝐼2) , ..., 0 (mod𝐼𝑛))
上式因为𝑎 + 𝑏 = 1 = 𝐼1 + 𝐼2 = 𝐼1 + 𝐼3 · · ·此外𝑟1 − 1 = −𝑎 ∈ 𝐼1同理可得到𝑟2 · · · 𝑟𝑛
对

𝑛∏
𝑖=1

(𝑅/𝐼𝑖)中的任意元素𝑎 = (𝑎1 (mod𝐼1) , ...𝑎𝑛 (mod𝐼𝑛))

令𝑟 = 𝑎1𝑟1+...+𝑎𝑛𝑟𝑛 ∈ 𝑅,则 𝑓 (𝑟) = 𝑎,证明了 𝑓是满同态.易知 Ker 𝑓 = 𝐼1∩...∩𝐼𝑛,所以由环论的第一同构定理，𝑅/(𝐼1 ∩ ... ∩ 𝐼𝑛) �
𝑛∏
𝑖=1

(𝑅/𝐼𝑖)。

� Exercise 3.19

Proof

� Exercise 3.20

Proof

� Exercise 3.21
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