


Thm : 杨忠道定理

(X ,T)中每一个子集的导集为闭 →单点集的导保为闭,

poof": ⇌"VA 为为X中任一子集. 只需证 j CA'

KxG) 故 VUx为 x 开邻域Uxn ( A-
{ x] ≠ 北

且已年力长分故 V = Ux →) 为包合了力的开邻域

故
: Vn (A ' - x3 | # 1

取 y ε V^ (A- {x3)
1

⇒ YEUx YQ了 YEA
1

Y奶

故存在 Y 的一邻域W st.xeW
故WOUxYV为的一邻域
又 YGA

'
→ (WndxN) (A - {y3) ≠我

ouxnV)Λ ( A -Ex3) WnUx ^WnA

2 ωnuxnV ^ (A - Ey } ) 我
故 Ux ^ (A- {x} ) ≥ ( ωndxnv ) ^ (A - {x3) ≠1 口



1 . 标准直线 R上 , 令X= R - {0} 定义 f :x →
R

X20fx : { %
加.

2 : 由连续函数 , f . ~ fn; X →B则 f , x) =o … fn (x)的解构成之子殊。
是闭

pof.Ix :fix=o }-,Extx: Hixl ≤ } = M {xtx: -☆fix≤}

= 品
, f ,

^

正方
,放为入中闭

}, ① 任一严格单调满的 f : [a . b]→ [o .d] 都是同胚 ,

② f: R → R满射 , f为一同胚 ⇌ f 为严格单细出数 ,

4 : f : x→ Y 单射则 f为嵌入☆不是st . f 连续的最粗糙拓扑 ,

poot: 分析 : 在为使f连续则必然有三 { f'(
U
1 | U为丫中#影

而事实上 { f
“

(0) |µ为件形构成保族为一 X上的扑
⇌

"

此时 K = {线(a) | u为丫中形

考察 : f : ( X ,在∞ ( f(x) ,x↑这为一 bijeoton .

对后者任一开集 : Vnf( X )( V为Y中形

一f
'

(unfixllf'YMnXx# 为 X中开



⇌
“

及 = { f( a) |µ为丫中形这就为 stf连续最粗造的
∵ f : X→ f (x) 日胚

故 , 任一开采 f(X) OV ( N为丫中刑其的versemge f
" (

fix)nv ).
≡ Xof

'

er ) - f
'
(v) E Tx

.

换言之入 2个。

其次 :

任取 U ε成因 f : x→ fx)是同胚故 (u ) 为 f(x) 中开
此时 : 存在 V 为 Y件# St . f(u ) = vnf(x )
的 f

^

( fcu ) ) = U = f
"

(Vnfixl ) = f
'
( r )

故 U 6 To→ Txc To
→ x : To .

36 : X 为拓扑空间 、 ACXA在X 中利密 . f : X→ Y 满的连续

f (日 ) 在丫中利密

F证 fca) 2Y vyoY w7s: Vy nf(A) ≠ 01

y = f(x )测 f
"

(vy ) 为包否 x的开成
故 f

“

(uy ) ~ A ≠ 10
Uy ^ fr) tf



1. 设 A 为 X中闭 , B是丫中闭则AXB 是 Xxφ中闭

2
. f : (x, -加 )均为实乐数元多饮成 . ,≤ i ≤m . 称代数方程组 ,

f 1 (x. -X加 )

{ :
fm (x.-Xn )=

解果为一代数真练 , 则其在 R
”

中是无处相密的 ,

preef " 若
A

"≠ ) 故 (x0 ,- —xn
)包其的一个开球 CA

,

而月应为闭朵自行分析前开球 CA 均为解
故固定 ,x(- n 不变则有程组仅是关于 O10方程组但有无穷多
解 , 矛盾 ,

( X .d) 中 Sa (x , z ) = { pεX | dcp .xl =} 是球面
倒任一闭球与球面是闭保 ,

Roof"给定一闭球 f )={ tX : dcy . x0 ) ≤δo } :
≈A

下证 A CA 若非也则

存在 EOEA ZOEA 即 FE 70 B (Z0 ,{ ) ^A ≠1 且 dcz0 , x加 ) >δ。

故可取 A中一列点和 st . d (和 、 Z0) <方且 dcu . x0 ) ≤ 80



故 o< d ( z0, λ 加 ) ≤ d (20 , 和 ) + d (和 ,x0) £方 +δ。

故令 n-→x fo iZo . ol≤ fo 矛盾

给定一球面 .

Sa (xo . o ) = {y ε X : dcy , x 0 ) =和 }
:≤ 日

断言 AC日若边
ZOGA' ZOGA Fi0 B (20

. E ) ^ A ≠) d 1z0 . 加) #δ。

可取A中一列和 st . d(yn . z0 )< 六 dcm . ) = 80.
若 d (z0 ,x0 ) > fo

则δod (20 , λ0 ) ≤ d (m ,
20 ) td ( 加 ·和 ) ← 六 t 和创死矛盾

若 d (z0, 加 ) × f0
1n ) o =dcyo , . ) ≤ d( yu, Z 0 ) +d(x0,z 0 )←htdc@

矛盾



K 设X 为无限的巨空间 , 则 X中存在无限个互不相交非空开集。

没仅只有几个不交非光开集, 测至少有一 U 里至少加 2点 ( : 无限 i

对这又点利用巨性矛盾

2
. 在 R上 B = {-a . a) |atR .a,0 }是一扑基 , 但其生成的落问是连通 。

拓扑基定义itiseasy tocheck反证法征

3 : X 与 Y连通 , 对 A 年XB 年丫证 : XxY-A×B是XY中连通珠 ,

取定加 EX-A ④ G YB F = (x0 ,% ) E XXY - AXB

PEEX× Y -AaB说明有与 「属于月个连通支确
(x .Y )

x与Y 不能问属于AB

不妨级

若 xAA 考系x =}xYLx ≤ (xx9- A×B) 且x ⇌Y 连通

1测: " 1 × 0 .% )
.
( x , % )

'

—

Ty,
heoi nixi %) h

* ( x .y )



设 A 为 R ^ -3集
, 若 A 中2 点可由包后于肿多段折浅连接测称A是拆线连迎的

证明 :对于
R

的形集 , 连通性 ⇌折线连通

root :
⇌

"折线连通知道路连通知连通
⇌

”

已知连通则亦是道路连通的故 xYEA
λ : 1 , 0 . 1 )→( A, 0 ( . y)

对 On了为集集且A 开 000
故存在有限个开球激盂↑[O . ] 且每个

开球包后于A %易构造出折线连通

设 X为可数无限集 , 有c 为 X上的有限补拍扑 , 到( X、 T )连通组非通路连通
若 X不连通则 X=POQP , θ 都开 PnQ = d )

P =X - Q ⇒ Q有限汤理 P有限到 X 官有限矛盾

假设 (x ,c)为道路车通 。 Fx的到存在道路f :( I,an)→ ( X ,
x , y )

VP εXf( p ) 为闭于门中 : 单点在 X中为闭这样的{ fcp} 必盘正]
且 f (p | ^ f

"

(p) =冲若都,2

但正门紧致度宜当间不可由可数个非空不交闭采并

故这样一族可数的 {f
~

sp1} 只有有限个不为空
→ f@ is ) 为 X中有限集 ,

f (eo . 1> )作为 X 的子空间其拓扑为离散拓扑



: fro) ) 设为 { a… am}
1 ) :a 1 ={ a. } n f(ean a 为 f)上的闭 — …
亦南每个点为闭亦安点发开
但 f(ω. ] ) 赤而连通但 fla) ) 多于 1个点 ↑ xY 在其中) 又为离散者林
亦为不连通矛盾

x = {a . b , c … } 可到点测给出其上 2种拍扑一种紧致一种非紧致,

平凡拓扑与离散拍扑

④上 2种拍扑 , 空间不同胚但都呆,

平凡拓扑与钟 。 Q , 正 ,@ - 正}都保此不同脸

B”中开球非架致
自然可用有界闭叙述亦可用个 BD.公} 的族开覆盂无有限子盂流明

① 没下 ,G为是度空问必 dj中两个不相反子集, 其中下闭 , G是紧证明d 1 G,F ) >0

② A 为 (X .d) 度量空网中的深子集

10 diam (A)≡ sup {dcx ,y ) ( 力GA , YGA分则存在 xYEASt.dinum (A) = d(x,y)

Q 0 设xEX帐 A则存在 YEA st. d(x 、A) =θ (x .Y )

30 设 B是 X中闭集 . BnA =① 证 d(A . B) >0

① : 若dG,F ) = 0 则存在一列加 EG 如Efst . d(xm .和 )
→ 0 .

xn多多有系列加口 →
x

#

。 ⑦原中果自也讯力进 tG

dcynr. , x
# ) ≤ d ( x

#
, b加k ) + d1pnk, Yox )

令k→ x 得 dcynp,
力 #) 。

故和p → x
#

但为R 位于 FC闭 )中

→ x
# ε f. 倒 GnF ≠中矛盾



这 10 因 A 第十度宜空间 (作) ⇒ A有名闭 ⇒ diam( A1 < tx'

由定义存在一列点集 :
In.Y 名EAdcxm. ) → diam (A)

'

戏方设 Ink → 力
#
加 → y

#
且 d(xnk , 和R ) → diam (A)

.

战 ; 利用三角不等成知 xd (ink ; 和k ) = d (x# , y#)

测 !⑲iam (A ) ← d (x#. y
#) | ≤ /diam (A ) - d(xnk, Yuk ) |+ |d(ban , Yur ) - d(x#.y#>|

…

② 20 局知 d(x .A; <tx 由定义: 存在一列 y 和EA .dx .和 )
→ d(x .A )

k}→# tA dx ,y #) - d(x ,A) ·1 ≤d/ B、 A 1 -d(x. 和 ) |+d( x· 如 )_d( x.
世

③ ;

「

设
(

N.d >为度宜空间 , ACX , 令 UE (A) = { xε X |dX、A) <行称之为 A的邻域
对于 FS 30 .证明 :RM 的连通殊的给馆城是通路连通的
actually
; d( x. A )作为X→ R连续函数故 U( A ) 为开

,

FGb EA . 测 G旭 b 处于
“

个连通分支中。 而R
” 局部通路连通知其

连通分支与道路连通分支一致故 a ~ b 有通路

FG ε lUa( A )UbGA下证这 2点有道路
由定义 ② CEA d( . c )< E i记 8= dca .di actually : .

Blo , f , EUi (a)

故存在道路 ( 名于Ui( A)) St , α : l01] → (a . 0 )

再来一条 C→b确复合

HacUi (a ) FbE Uz (A ) 可理



设 M ( x , d ) 为一度宜空间 , U 开 A 为果且 AEU 洲 U亦名了 A的一个级

域 ,

FxeA ±γxat .BCx. )≤ U 测得山0} 为 A 开放遍

取出 Bxm以有限四影,四个

令 2 = m的{ ”
—
— m}

下证 UA (sa E U

F YE UACE) zat A st . acy . a )=3

设 . a ε B份 ) 测 dy. x.) ≤ d ( y. , a) + d (a . x , )

计过

≤ γi

sYG BCx,86) ' ⇒ yol . 口

R^中 , V闭 , K果 UMk=①前已和 d( u , k ) > 0下证雪加EV④ kst .

dixo , y% ) = d(U . k) > 0

定义: 函数 R^→ R . x 1→ d (x( V )

d( xu)在 K 紧上取到最小值则 d (yo, v )= d ( u. k ) > 0 和 tk.

令 f: diyoi : dck, s 0

Vn ㉔
)

亦为果由δ 定义:
② OnEVSt.dip ,On )→ 8 .

故晚分大后 On E Unf#) 故Vn0 , δ+ 1 ) ≠θ

则函数 g( V ) = dcyo ,
θ ) 在 VM感1上取到min没最小值系 ' ,最小值在θ

#

显然8 '3, δ
取到

且 d (yo ,
On 1 ; δ

'

Rn→x x 有 d@ 8 >
,
δ "

→δ= 8 测最小值在和与飞
#
取到



Rn中 . UCRn 开 . iA 为紧集 AcU .1mbd( a
,au ) = d( A ,X-U ) >

0

A果R
"
_ U闭则 QGAbtR "

-
4 .st.d ( A,Rn- u ) = d (a. b )

若 b ε 2u → btInt(R" - U )则 ar>0 sit Bibir ) ≤ IR" - U .

测取 θ= a- b 取充分小 t 7o

Sit b + tv ε B(b . n ) ε R
"
- U . @ ⑩

d (a .
bttv ) < d (a ,b ) 与当时取法矛盾

故 bEQu .

n
因为R -U 2 JU lAtUUR ≤dst,Ju).

且 d (A , aa) ≤ d(a . b ) = d (A . R
"
- U ) . □

∴

R中, Uisopen . Ais采果且ACU . δ= d (A , αu) = d (A , X-u ) >0

侧 A的 8邻城 cU .

若
: XE UScA ) 即 dCX . A ) <δ 但 XtU

) d ( x. A ) > , d ( A ,x- u ) = 8矛盾



(Definition 1

X 为非空集合 , 作为x -子集族且成立

① X . 1E 下 @ : 斯 UG 个有限交封闭 ③:5u ε个无限并封闭
则称有为X 上一拍扑 . (X ,T) 为一拓扑空间 , 才中元素叫开集 ,

Epample1 .1 . 1

X非空集 .

T
。

= 个X . }F += { u| ucx}称为平凡拍扑与离散拓扑 。

Example 1 . 1 . 3

入一无限集 ,

令:Tfe { X- F | FCX , F有限集影 O 影

该拍扑汇作保有限拍扑或有限补拓扑 。
.

EDample 1 . 1 .4
'

X 为一不可数集 , 及 .Tcc{ X-C | 6 为X可数子集} O {b }
记作余可数拍扑或可数补拓扑

Defmition : 1. 1 .2 .

设 X是一集合 , 下 , 在是X 上2拍扑 、若听作则称作比大,精细

或称不比在粗糙,若是下毛在则称严格精细或严格粗糙,

Definition : 1 . 1 .3

设X为一拓扑空间 , 力GACX , 、若有开集 Q .st .XEUcAcX则称

A是力一邻域 , 特别地 A就是一开集倒 A是力的一邻域,



Theorem1

X 为一拓扑空间 , AcX . 测 A 为 X 中开集← FXEA , 存在开邻域( ) Ux 劝且xCA

pod : ⇒
"

显然

⇌”

切有邻域收 CA, 1 则有开集Ux
,
s.t . x←Uxc 为 CAcX

侧 : A =AEx} EUUxc崩份 CA
力A

从而 A = aUx A为开

Definition ' 1 . φ
.

X 如一拓扑空间 、 ACX 若 X -A 为开测称 A为闭集 ,

Example 1 . 1. 5

设 (X ,π ) 为一离散拓扑空间 , 倒 X每个集都开自然每个集均闭 。

Definition 1. 1. 5
.

设 X为一集合 。 成为 X的非应子集族 , 若成立 :

①:Hxe X存在BE Bs . t.GBEB← X=c
② : 若 B , B

>EB. , 加 B . ΛB2 . 则存在 BEBst . XEBEB . ^ B2

→ 则称报为 X上的一组拓扑基 ,

「



Theorem : 及 X 为一非空集 , 报为一组拓扑基 ,

及 T ={ uB|ueB}
例这是一拓扑 , 即成中集合任意并组成了 X上一拓扑记为 :①(B )

proof 为个为 β中集合任意并组成的又 * 的子集 。

显然 X = 山UB ⇒$ E P ,

BEOB

其次 : 设 V = AVx其中Vxε 本若 A - 中剧 V = b ⇒①E个

波 A 中因每个 M 都是的中集合并则 V亦为 β中集合并 → VG对

即无限并封闭

设 V
.
UzG个

HXEVINV SBIEBS. t .XEB . εV B2E B S .t.EB2 EB

倒 : DEBINRCV. N收由条件知存在BxEB S.t . DEBXEB , NB2 CV. nE

有 : VME = UBx ⇒ VIMVIETT .

xEUrVs

⇒ 个对有限交封闲 故个为一拓扑结构 ,

Note : 拓扑基B中任成员本身亦是个 (B)该拓扑中开集,

FAEB XEA 则 A 是力在 ( X , J(B) )中最小邻域

一个拓扑本身就是一个拓扑基生成自身 。

Theorem : 1 . 1 . 3

没X 非空 ,

π (B)为由拓扑基生成的拓扑 ,

测 : UCX 为开集⇒ VxtU
,
存在BBEB

, 使得加 BxcU

poof:
⇌ "

U 为开则 U = A λ (其中Vx εσB )

则 Xt U 不妨没 XEVX
,
EB st , Xt Vx . CU

⇌"

U = u} EUBxcUtU

因此 U = uBx 故 U为开



Theorem : 1.1 . 4 (个的拓扑基可为 B )

设 (X ,T) 为一拍扑空间 , BCT. 则 B是生成个的拓扑基 ⇐

①:X =BB @ : VUE个 , DEU, 日BxEBst . XEBxcU

proof "⇌"
已和个 = 个 (B) 则 XE 个 = 个 (B) 故 X 可写为仍中某些并

不难得 X= 比BB其次∵T
= 个 ( B)利用 TMm1 . 1.3 即可知 @

⇌”

已知 BC 个自然 T (B) 是B中任意并自然包合于个自然有 tB) CT

其次 VUE不测 : U= 飛了 c 飛另 cu 则 U= uBx ε 个 (B )

故 TCP(B) 故个=π(B )
□

。

Note ;事实上 :( x,T ) 为一拓扑空间 , 则成为X 的一组拓扑基且T(B) = 9

⇒ B 不且 PUGT, xGU ,②BxEBst.xtBxcU.

Definition : 设 (X . 个)为一拓扑空间 ; ① CT ,若由① 中集合有限交构成个的一组拓扑

基则称A 为 (x . T ) 为拓扒子茶

Theopem : 设 X 为集合
: θ cX ,

且 X=⑤ S 则 Q中集龄有限交构成 x 个拓扑茶

rof : 不难发现 Q集中合有限交构成Q
*

, θ
*≥θ 故 X品* S

且设 B 1 ,B2 E A
*

则 B3 = BIAB2 EQ
* 则 FxEB , ^B2 都存在

BBEA
*
St . XEB3 CBNB2由拓扑茶定义完成 pof: 口

No比 : 该定理说明 :要用Qc
2
X生城 X一个拍扑只需的α= X

确



Example 1. 1 .7.

设 X 为非空集 ,
B = { {x 3 |x εX} 成为 X上一拓扑基 ,生成的即为离散卜,

生成 X上平凡拓扒的拓扑基只皆为{x了

Example 1 . 1 .
8

直线 R上 .B = {( a . b) | a . b ε R .
a<b} 为 R上一拓扒基生成的拍扑即为标准拓

扑亦称 Eaclid 拍扑 , 因此在此情况下 R上开集为一些开区间并

R上 B = { ca . b) | ab , a ,bER} 亦为一拓扑基 , 所生成的为 R上的

下极限拓扑 ,
记为 Rv

proposition tuy
.

PytR2.Froo1 )Axt Bcy. )320 s.t .B( x,z )cBcy .r )

↓

鍇
Theorem : 1. 1 .5

.

奶 = { B(x , z) |← ,
ε00} 为及上一拍扑基生成的拓扑叫 R 上标准拓扑。

Theorem 1. 1 .6

RPE OB
"

= { (a .b )x (C .d) | ab . c . d GR ; a<b , Ccd} 钟成亦为 R
㎡

上拍扑基 。

亦生成标准拓扑



Definition 1.2. 1
'

设X 为一拓扑空间 . AcX .

① nt(A ) 是合于 A中所有开集的并 , 称之为 A的内部 , nt (A1 中点叫内点。

② : 及 CKA) 是包合 A的闭集的交记作 A的闭包

Theoremha . l

Assume X is a topology space . , A .B oX .

, wehave the followng results .

① 和t(A) 是合于 A 的最大开集. , cKA) 包A 的最小闭集 。

②: IntCAl o Ac dial

③: tut (A) 还存在力 U1刑邻域 st . UCA

④ : A 为开← Int (A) =A A是闭进 c | (A) =A

③ :
若ACB ,则 : Int (A) cnt (B ) 且 Cl (A ) cc/(B )

⑥:t CU(A ) ⇌对力的每一开邻域 (或域 ) U , UnA ≠中

proot;
③ :3 xtInt(A ) ⇒存在某斯开集 USst , xGUCt 故U为力开邻域

有在力的邻域 Uat . DEUCA 则存在开深 OSst .DEOGUGA口 .

④:Acording to the definition of int(A) and Cl (A)

⑤ ~

⑥:
头

" 若Ed (A) 测少存在一闭集 KOA 但力EK

故 KXECcAC 故 k为力一开邻域组 KO
Λ

A≤①矛盾,

⇒花证法 :若存在开邻域UNA=中DEU 倒 UCAC, u

< 0A

Uc 为包给 A闭你但xQUC矛盾



Exammple 1. 2 . 1

① R为离散拓扑空间 , A= [o) 则 : nt(A) = A = C1(A )

② : 设 R为有限补空间 , A= [区) 别IntA =θ d (A)= R ,

Example 1.2 .2 .

设 R为欧氏直线, A =Q. , imt(A )= 中

Definition 1. 2 .2 .

设力为一拍扑空间 , AcX ,若 d(A) =X 测称 A为 X 中一稠密子集,

Thm 1.2. 2

设X为一拓扑空间 , A , BCX . 则 ;

① : Int (x- A) = λ- CU (A )

② : C1 (x -A) = x - int (x-A)

③: Int (A1 OInt (B) C Int (AUB )

④ : Int (A) Λ Iut (B) = Int (AnB )

pofi
:

1xant(x-A )② 存在力一开邻域Ust. UcX-A
~

, st , UnA =p

⇒ xa C ( (A )

xt X- c1 (A )

② : xtcl (x-A)←θ x开仍城 U . 有 : U ^ xA) ≠中

⇒∠ ~ 有 ; U 4 A

⇒人 Xa Int (A)

→2 xt X - Jut (A)



③:ACAOB BCAOB 故: Int (A) U Int (B) CIutt (AOB]

④ : 显然 Iut (ANB) cIut (A) ΛIntB))
VxG ut (A) Λut(B) 则存在 U. U 2为力开部城St .EU. cA

XGU2 CB. Mxt ^Uz) G (ANB) ⇒ EInt( ANB),

Note ; ③中一般无 Iut (AOB) c Int( a)OJnt (B )

如上标准下: A = [ 0, 1 ) B=[1 , 2)

Definitien 1. 2 .
3

设X 为一拍扑应间 ,

ACX . XGX . 若对力每 - U∞(形成st .Ux ^( A -} ) ≠ 1
到力称为 A的极限点 。 A的所有极限点论(作

A
” ,叫作 A的导集 。

NOte :显然由def 知λ EA→XGlA) 助家不是多的极限点

个hm 1 .2 .}

设X为拓扑空间,ACX . M CUUA ): UA
'

pRroot; LA COKA ) A 'CC(A ) 故RHSELHS

设力 ECI (A ) 若 X← A 证毕若力QA断言力 GA'

若不然测 : 存在力 → 开部城Ust. U ^ ( A-{x} )=1
: x 氏A 故即 : U Λ A =θ 这与力 tCl (A) 矛盾

corollary hia . 1 .

力为拍扒空间, ACX 倒 A为闭← ACA

proot : A闭⇌ C(AI : A⇒ A 'OA=A ⇒ ACA



Definit ion 1. 2.
4

设 。 X为一拍扑空间, { 动 ,
—

·

加…} 为X中一点列 , XEX .

若 x的任 - (刑邻域 ,
日N > 0 st, 当 n 充分大后加 EU 到称纳一加了

收收到力

Example 1 .2个
BROc 为R 上的可数补空间 。 A = R -} 则 A =R

但对 OER , A中无点列收收到 O .

,

∵ 若一串点列幼 ,
~加一号收收到 O 考察幼 , 一加一} 中去除加 : 0 后仍是

一点列考察 O 的一开被及一幼 、 加一加
…分

但找不到这样 N 10 当nN 加 ER - 幼 、 加 … 加 …分

Example 12 .8 .

设 ( R , Rfc ) 配以有限朗拓扑 ,{ 1

, a … . n -
-} 为 B中点列一

但知行不- - n
一} 收收到 R中任一点

Defin ition 12
. 5 ,

设X为一拓扑空间 , AcX , xEX , 若对力任一邻)域 Ux , 有 Ux ^A ≠# Ux^ (x-A1 ≠1

倒称力为 A的一边界点 。 A的所有边界点论作 2
A 称为 A的边界

Thm1. 2. 4

X 为一拓扑空间 , ACX . 则 2A 有如下性质:

① : QA = CA( A )Λd (X-A) = d (A ) - int (A)2A为闭

② ; an n Int (A ) =φ

③:2 A O Int( A )= d( A



④ : 2 ACA、 A 闭 ⑦ : 2A ④ CI (A) 且 2A=∂(X-A)

⑤ 2AMA =① → A开 ⑧ 2CCKA)) C 2A

⑥ : ∂A=中→A 既败闭

proots
① D加 2A← VUx UxnA≠1 Uxnx- 1 ≠)
← xad (A) , xtd ( xA)

⇒.t cd( a ) nd (x -A)

④:
←A 若闭 2A = d (A) - imt(A ) = A -mt(日 ) 故好GA

⇒

"
若

∂ACA证 A1l ) cA

Actually. CI (A ) - 2A OntCa ) CA .

⑤ :头若开则: QA :C 1 ( A )- int( A) = CU( A) - A做 JA MintLA) = 1"

⇌
“

若 2ANA冲则 : 下证 : AcIut (A)

UDGA 故加故 xSt .QxnA =①或是Uxn (x-A )=1
←

但 Ux ^日冲显然不可怕 (因力即为交中)做 Ux^ ( X-A) =①

做 : UxCA 故 xG和tCA)

⑥显然

⑦ 显然

⑧ : 利用 DA = C1 (A) - mt(A )即可

pefimition 1. 2 . 6

一拍(X .个外扑零间, YCX RFY:EUNYLUET } .

侧 (Y . Ty ) 构成一拓扑空间称为了空间拓扑 , 有称为Y上的标准拓扑



Example 1.2 . 1}

① Y=[ O11 ]X = R标准拓扒则对(ab) ( o<a <b<) 是丫中开
且区 .a) = (- 1 ,a ) ^0] 亦为开集 . 组 τo . a) 却非 X中开集 ,

Thm 1.2 .5 .

(X .T )为一拍扑空间 , YCX 为伙间, ,
@ cY ,

则 : C在 Y中是闭集 ⇒存在X 中闭F 8 t . C= E ^Y

prof ;Ch在丫 Y中闭则YC 在丫中开故Yl = Y西 U
⇒ G = 'YY^ U → C = x ^ Y - YnU = Yo (x - U )

反之若有X中闭的FSt . C=FrY

故 Y - C = Y- FnY = X ( F )nY 为 □

Thm 12 . 6 .

为 ( X .T ) 上有成为其拍扑基 。 YCX .
则By= { BMY| B ε B}

为 (Y, TY ) 上的拍扑茎

proof :事实上HxEYCX 故雪BE BSt .GBEB

进而力 tYB) ε By

外:F BInY ,B 2 MYGBy (
B, BREB ) xE (BnY ) ^(RNY)

到EB , NBO故, 有在 BRSt 、GBCB , na.
故 xG BrYC nB 2)^ Y= B ( ry ) n ( B2̂ Y )'
故 OBY 的确为丫上一组拓扑茶

此外 VV 为丫中开策故存在 U 为 X中开采 st . V = unY

U = UUB 入 (BOE B ) 做Vany) 口 .

入EA



Thm ① AoB t
A

eB
'

⑥ d( A)UCKB) = 1(AUB )

@ ④ = p ⑦ Clca ) Λ C( B)≤CI (ANB)

③ A
'

UB = (AOB'

④ A' NB ' E( AAB)
'

⑤ cl (A ) = ( lkal)
'

pref: 只而注意 ④ 中 : ^Bj一般不包合于AinBi

p0 : A ( ( . 2 ) B (α .3)

propos ition :

clointod = ld (限制在开集上)

ntoclont = mt (限制在闭染上)

mof
"若 A 开下证cl (mt (dca ) | =d (A)

: A CCI (A) A
#Acint ( cl (a)) →cd( A)ccl( imt (cl (A)1)

: int ( d(a) ) CCKA ) ⇒dintccl( a)) )ccl(a)
□ 一

Thm : (X .T ) 中 . A为稠密,→>VU 为X中非开 , Anu ≠①
proof" →

" 若 U为升但 AnU =划 → A CU ⇒A @ uC

版X 矛盾

头
”

若 A 北侧助长A 故存在 Uxst
.
UxnA = 中矛盾

preposit ion .

若 ( X . T ) 为一扑空间
:

A . B 均为 X的稠密子集 , 且A 为开 ,

则 AMB亦稠密

preof :由题 PU 为 X中非开UnA ≠ 中且 U7日份开非容。



故 U ^ APB ≠ 1 →
- U Λ (AB) ≠划 ⇒ ANB亦稠密

Theorem :

设 ( X ,T)上 : UcX ,U在 X中是开的⇒ U中每一点 x都有邻域Vst . U^V在X中开

proof "→" 显然取 V 为 U 即可

⇌" U =u} ε u( unv) ≤ U .
故 ,

U= uUnV)为开
Note :这个定理指出开的性质是局部的 ,

但应当指出闭的性质并不是局部的

取合 R 配以标准拍扑, 令
U = [ 01) U 非闭

但 FxtU 都有邻域 Ust . Vnu 封 ,

Detition : 在X拓扑空间中 , AcX 若nt (cka) =① 则称A为疏朗 (无处稠密集)
j

Proposition : 开集与闭集的边界为开处稠密集 。

roof : ① 没 A 为闭集 、 证册t ) :①< 和t ( 2A) =1

若 ut (2 A )≠① 故助 G 2A 且有开邻域UxcaA

A闭则 2ACA ⇒ UxCA

∵ XEJA 故Ux 官有 :Ux ^ A≠①Ux ^↑ A )1 与 U 切CA矛盾

② ; 没目为开证 t( αA ) = 中

若 Int ( 2 A )41 测 : 存在 XE 2A 且 UxCA

但 ∵A开 ⇒ QANA =① 组 XE 2A XEUxCA 矛盾



①:ABCA -intB)

一方面: RHS: A n int10 = A n Be

LHS:C An



Definition : 113 . 1

x . Y 为拓扑空间 , f: x→ Y x0 tX

若对 fa01任一开邻域 Vfx0 ) , 都存在加邻域 BxoSt . f(Bxo) cVfixo ,
测称 f在加处连续 , 若 f在入上处处连续则称 f 为 X 到Y的连续映射

Theorem 1 . 3 . 1 ⑦ Y中组拓扒子基④, 若 StQst.

设f 为 X→ Y的映的 , 则下述等价 f
”
(s)是 X中开

① f连续 ② : 任
÷ V 为 Y中开集有 f "YN ) 为 ×中开

③ 任一下为 Y中封 , f(F ) 为 X中闭 ④ : 丫中一组基B . FBEB 有 f(B)为X岍

⑤ : FACX fCCKA) )col(f(A) ⑥ : FBCY ('(B) ) a f
'
(ol(B))

①⇒② : if f ' iv ) : d it is obvious , if f'iv ) tt ,
We only need to

show that fxtf
"

(v ) p is a meernal point of f
"

(v) ,

inotice that fx)tV , andV isopen imY , because fis ontinous, there

exists Bx cX .
st . fiBx ) cV So Xt Bxcfl(u )

@⇒① : HxtX , for every open neigh horhood
'lloffixs .

, we have

xtf - ( u ) isopeninX 故 , 日Bxcf~( u) → fBx) cU .

口 .

②←③ 利用开闭转化

②⇐④ 利用基即可

①⇒⑤ 事实上只要f连续有 fAjcf) 不难慨作明,

⑤⇒②→① 令下为中闭1 及 A= f(F )



则fCA )cf→ d ( f(A1) c F
⇒ fCKAll a dlfial) of

.

⇒ C) C f (fCAll of'CF)A
.

故 A 闭即f(F ) 闭

①⇒⑥:Fxt d (fiBl w7s; f(x) ε cl (B)

任取 f邻城开Vfa倒 fH ( V ) 为X中帖 x的开邻域
则 f

1

cv)nfH (B) ≠ p ⇒ VaB ≠p
.

⑥ →③⇒①

FF 为Y中闭集 , 则df (f " (ckF)→ f上
⇒ f

+
(F )为闭 口

。

Theorem :

① ②若ACX
设 f : X→ Y 连续例 f : x→ f(x) 亦连续 则fla : A→Y 连续

poot :
P* 1中开采形如 Unfx) (V为 Y中形
f
"

( rnf (x)
) =
f

"( v )nx =
f
"(v ) 为x中开口

Theorem ; 设f : R→R 连续映的 。 ←连续函数

Preot;连续出数⇒OER给定,30 af7o st , f1B(xo . δ 1 ) CB(fxo, s )

根据拓扒基与定义即可



Example 13.2.

① 办个 ) . 上 id : x→Xx 1→x 为连续映的
② , assume f is a mappng from 1X ,T1 ) -to (N .2 ) and . YotY ,

define Oy0 : X→ Y x 1syo ,thenG 0is acontinousmappmg

③ : assume Acx , the i: A,T 日)→ (x ,91
x 1→ x

then i is continous mappng .

Example 1 .3 .3 .

① : 没 id : RE→Rfeiscontinous .

but id : Rfe-→ RE is not Continuous

② : 没 id : RE →Rxl下极限拍了, is not ontinuous .

but id : R 1→ RE is contin uous
.

Thm 1.3 .2 .

f:X → yiscontinuOus,ACX iFCKa )thenfx ) E(fiA)

proot "Wefimish our proofbycontradiction

if fixs fclifiA )thenthereexits aopenneighborhood U , st .

ftd but U ^ f (A) = d , 因 fis ontinuous so

f 'u ) is a open neighhorhad that includes x , we can goe
.

f
'
(a ) nA =d but it is oneradiced'with tU(A )

□



Theorem 1.3.3 .

Assume f : X→ Y is ontinuous, and{ xn }u:converges to x .tX ,

Then : Sfixn }n:t in Y on perges to fix) .

poot: for every open neigh horhood U of fix) , we know f
'
(d) is a -

open
.

neighhorhood 'in X that in cludes O1 .

So aN >0 whenn ≥N , Intf
"
(u ) → fxm ) ε U .

口 .

Theorem 1 .3 . 4
.

Assume f: x→ 'Yand 8:Y -arecontinuous

Then ; gof : X→2 is continuous .

Lemma 1 . 3. 1

Assume A .B ox are two closed subspaces of X . and X-AUB .

f : A→ Y f : B→ Y 连续 andfxε AnB , f(x) =δx>

defime h :X → yhix =fixlREA

{
8x) xεB .

Then fis continuous .

proof
"Foreveryclosedset F 'mY,Then

h

(F) = f
'

(F ) U8
+
(F )

so f
'
(F ) is closed im A , 8

(
CF) is cdosed 'in B . ,Hence there exists

C and 17 ,aredosedsetsin X ,st .
f
'(F ) :CMA

8
(F) = DMB

→ h+(F ) =( COA) U ( DMB) is olosed in X . □



Defimition :Assume X . Yaretwotopologyspaes . f: X→ Y is a. bijection .

If f and fareallontinnousmapping. ,

Thenthe f is called aHomeomorphicmorphism .
And ' we call X and y

are homeomorphio .

Theorem :

Assame f is a homeomorphic morphism from X toY . AcX , we have the

following results
① :

A is open in X
⇒ f(A) is open in Y.

@ Aischosedim x ← foa ) is cdosed my

③ : fCckas ) = d (f(A ) ) ⑦7 : f (a' ) = ( fca))
'

④ : f(Int (A ) ) = Int (f(A ) )
⑤ : f ( aA ) = a <fia ) )
⑥: A is a neighborhoodofx f (A)isa neighborhodoffoxr,

proof
① :⇌

"

-

" f is homeomorphic momphism ,
So f

"

(f(A 1 ) =A is open
.

可理

②~

⑦ : Pyt fiA
'

) yefixl xtA
'

FUY 为 Y开邻城UTs :Vy n (f( A ) -{y } )≠

f
+
(uy ) 为公了 x 的 X中开邻城 ⇒ f

→
(uy ) ^- {x3 ) 我作用f 口

③利用 f(AUB) = f (a ) Of(B) 与f (A') = ( fim)即可

④ : Fyefcx) E'f(IutA )EIntA 8

oWTs :YE Intcf ( as

p: 承 Vy st . yeVy cfca)



此时 : ∵λEInt (A) 故雪B 务CA→ f(Bx) cf(A)
∵f 月胚 → f (Bx ) 为开 (利用①) f(Bx ) 就相当于 Ny

另一方面是 Y = f(x)满时 ,
← Jnt (f(A 1 ) 则 Pyst.Uycf(a)

→ f" (Vy )CA 而f"(vy )即↑中包公了力的开城⇒ )x ε utca)

⑤ f(aA ) = f(c(A ) - int(A ))
双的
f(cdim )) - fimt (a1 )

= d ( f(a 1 | - mt (fia1 ) =θ<f(a ) )

⑤ : 利用C) :

proposition :

① id : X→ X 为一同胚 ③ : f : x→Y 和 δ : Y-2 为同胚测 8of 同胚

②: f: X→ Y 为同胚则ft : Y→× 亦同胚 ④: f: X→ Y 为同胚

fla:A→ f(A) 亦同胚

Example 1.3 .5

①fsaib) cp.ach 没 f :laibl→ co) 州 f怕同胚
x→鼠

② :
P (a , +x ) aR设 f :( a, + x)→ (o1) 倒 f好同胚

x (→ e
' cxras

③ atR ( -x . a) ② ( -a , +x) f 为 - x 反射

④ f : R→ (-d fix) = 荻同胚

Noe : Actually .上面构造连续出数都为R→R 上的,做爽上仍连续映的再到其期
仍连续目为严格单调出数那么反出数亦如此



Example ,

1. 3. 7

①: Hxy) {xYIGB =|yo} . 与和 t(D ) ={xy )ε 则狂 y}
均为R 上的子空间 ,均与

R

同胚

Bf;
R
=→ H (hy ) |→ 1) , eY ) 则 f提同胚 ,

q ; R ㎡→Int (D) gx.y) = ( 薇, 薇) 则 8 是同胚,

Definition 1.3,
3

设 f: X→ Y 为一连续映射若 :f :x → f(x) 为同胚

Then , fis called embedding mapping .

Proposition下列区域同胚

① RE ②: {(x. Y ) | x . Y >0} ③ : {(x . y ) | x> y > 0 }
④ : 平面中去掉一条线( ( = { *y1 | y =∞ , ×70}

proof ;①←② 构造 fiR㎡→{* * | xy 70 }
( x . y ) /→ (e

*
, e
8)

②→③ 构造 : g : {*y , | x ,>0} → {my ) | x >Y 70}
( x . Y )心 xty , y)

Poposition : 证明 :R -{ } 与 { ixY .z ) εRs |xr + 和} 同胚 ,

proofi 构造 : f : ( rcos θ ,rsm0 )→( oso, simo , hr)



Theorem ; 证明 R
”

州中球面S
”

-{A }≈ Rn A为 S中某点

proof :没北极点 N : 10 . 00…
0
. I)去除 。

p ε Sn : (D , - - In| . 直线v=µ+t( x, - , > n,Pn- 1 )
·

与超平面 )(n+|∞交点t切n+ -) +|=0 → t ≡ 我t

故交点为 : (州 ,
加 , 一 ,駕

,
0 )

故 f ; s
"

-N→ R
"

内 ,
- … 加侧— →

,

…

,鼠 )

反方 : 4; R
^
→ SaN

( u --un)sixi- - Ineil

注意到 x1 = 11 -xn+1) U , - - - &n = ( 1 -)n+1 ) Un

且 (i+- - + 0 (㎡+ ) ln场路一则 : (1 )1nt 明墙 U㎡+ &n# = ]

⇒ ln -µ"+ 1

x =飛- —

xn _ upei

Definition ; f : X→ Y 若对任一 X中开集Q 有 : f(u) 为丫中开则称f为开映射 。

Example : X = {, b . c} , T) π, = { φ . X , {a } {a . b} εbs}
Y = R ,Te )

f ; x→ y
als1 为 e 非调胚但开映的
b1→2

c 1
→3



Theorem : Assume f : x→y is bijective and continnous .

,
Then .

the followingresultsareequivalent .
D f is homemorphic morphism
② f" is continnous

③ : f is a open mappng.
④ : f is a closed mappng .

proof:① D . ①→<③ →

proposstion "

A bijection is @open mappng iff , is a chesedmappong .



Defmition f : ( X ,在 )→ ( %,在) 所是使得 f 连续的最细的拓扑
称为丫关于 f的终端拓扑

Theopem : f : (X ,x )→ Y 满射则丫关于f 的终端拓扑个唯一存在,

且个 = {ACY | f
"

(A) tTx }

proot : 令 θ 为所有可使 f :( λ、 有)→ Y连读的上拓扑之并

论在为以为为拍扒子基生成的拓扑 、 故 . (X .k )→ (Y ,T
%
) 为连续 ,

若个
'

是Y关于 f的终端拓扑 , f : 1 x .π ) → ( Y, 个 ) 连续

则由构造和 : 个Co 但个是最细个To 故代个。

这实际上给出了终端拓扑的构造与唯一性说明 :

下面证题中个的形成显然 ( X有 )— →( Y个 )连续

且任何严格细于个的都不恐使连续,

Thm : 设( X, 有 1是拓扑空间 ,Y是一合f : 1 ×、 有)→ Y满射

若给丫配以终端拓扑

倒 : 对任 - (Z .在 ) 与 8 : Y→ (2
,在 ) 与连续⇌ g 和 f连续

( x ,k ) f > 1Y , ? )

gof 8

s区 ,在 )



proot; s
"oacontinuousand8 isalsocontindods , gof . 亦如姚

⇌
”

设 V 为 Z 心, & fi " ( v) : f
"

( g
"

( V ) ) 是λ中开

1例: 8
“
(V ) ETY 故与连续

Theorem ; X 为 - 拓扑空间
, YZ 是集合.

f : X -→ Y 8 :Y → Z均为满射

若为丫配以 f的终端拓扑

测 : 2关于δ 的终端拓扑与 Z关于 gof 的终端拓扑相同 ,

ppoof ; 今 Z关于 8 与g 和
f

终端拓扑为个与个
^

x .

5
) y X 5 , 丫

grof g sof 8

(点个) <
idz

,12+ ,

个" ) idz "
> (☆,π )

已知恒等式 idzogf = 8 of
⇒∵ 8和 f连续故 idzogof 连续 ∵ 丫配以f的终端拓扑侧 :

goidz 连续 . ∵ T为 E上关于 8 终端拍扑 ⇒ idz 连续

另有 : gof = oidz" f ) ⇒ indi' 0 (8和 f )连续
∵ 个是西配以 g和 f的终端拓扑 ⇒idz 连续

由连续定义易和 TC 个且个 C 个得个个

Defmition :
设 X . Y 为拓扑空间 , f : X ,* )→ ( Y 、* ) 为粘合映射指 : f 满且有「 是终

端拓扑 ,



Theorem ;

f : X→ Y 满射们下列等价

① f是粘合映射 ② A 为丫中#← f"iA ) 在X中开 ③A在Y中闭 ②f“( A )在丫中闭

利用终端拓扑构造即司
,

Theorem :

f : X→ Y 是连续的满射 , 若f 怕开形闭 )映的个hen : f为粘合映的

proof : f为开映射 , AcY 则; ∵f连续
f

”(A )为力升

反之若 f “( A )是 X中开 →f( f“(A1 )为
Y中开 ⇒满δ即朋为中开



Defimition :
f : X→ (Y ,在) 称 X上 5t, f连续的最粗的拓扑是 f的始端拍扑

Theorem :

f ; X→( Y, * )则 X上关于 f的始端拓扑唯一地存在 , 而且

TX ={ AcX |存在VE ,st .f( N )= A } = { f( u ) |VE}

preof ;
令个o 为 st . f :连续的有的交则 : To 为 X上拓扑

容易验证名 st , f连续取其始湍拓扑 、 个 , 很上个
“

个粗 ,

个o

⇒To
1 这给出了始端拓扑的构造 ,存在 , 唯一

再易证题早中个 h啊

Theorem:; 台 :扑溜荫深品

设 f: X→ (%T4) 若 X 配以始湍拓扑,
测 ; 对任 - (位 ,在 ) 与 f : Z→ Xg连续→ fog : Z→ Y 连续 ,

proof:
→ "

连续复合

⇌” VU 为 X 中开解 ; : 存在 V 为 Y中开 st . f
+
( v ) = U

gls u ) =
8
' (
f
' ( 1 )= g '(

U)fo 8还关为正中开 江

Theorem :

设Y 是拓扑空间 . X . Z是集合
, fi :X → Y δ :Z → X是映射 、X配上 f的始端拓扑,

则 ; 公关于8 的始端拓扑与 Z 关于 fog 的始端拓扑相同 ,



proof : 设关手 8 的始端拓扑为个 Z关于 fo8 为个

(2 ,而 )→ λ
,不始 ) (2 ,T )8 ( ,f始)

↑ idiz {f fidz ! f
508(2 ,个)—→

f08 丫 ( 2 .^"—→

丫

im) fog - fogo idz
'

( fog ) o idz = fog .

f连续 , 9连续测 : fog 连 个为 f08 始端 idz 连续

∵ f始端故 g 和idz '连续
: 个关于 8始端 ⇒ idz 连读 ,

□

Theorem :
设 Y ,Ty) f : X →(YRY 1 满射 , 若给X配以 f始端 , 则 f为开 (闭 )映的

proot :设 A 为X 中开下证fA开
有在丫中# V st . A - f

"
(v ) f(a ) : fif :(v ) ) = V为开

Defimition:
{ fx : X→ ( *

,在) | 入 tA 号为一族映射 ,称X 上st .fx都连续的最粗的拍扑是关于
{f入 11tA房的始端拓扑 ,

Theorem :

设 X 为集合 , { fx : X→ 1 Yx ,不 ) }λEA} 是一族映的 , 则 X 关于 {f, } 的始端
拓扑唯个一地堵在 , 且个:是以X 上以 α= { fi

"

( V) | V εR ,
λGA多为拓扒子

基生成拓扒 ,



Reof ; 显然 A中保合并为 X , Actuallyfil (( x) =
x

考虑以Q为拓扒子基生成的拓扑. T/A )

为使每个 fx ; ( X,T ) →$ x, )连续 , 则个应包合α中的每一合
⇒ To TA,

Thm ; 为 X 配上 {行入 :λ→(Yx , )} 映射族的始端拓扑不间 :

对任- (Z ,在 ) 拓扑空间 , 与 8 : (2 .在 ) → X

δ连续 fxog 连续



Thm ;

利用之 : A∞ (XT) 的合入映射的始端拓扑。

倒 :

A→ (x 、T) B 作为A 的子保

¤ i 一

B .

倒由始端拍扑承接和 BMA 拿到的子空间拓扑与 BMX 中子空间扑一样

Thm :

f: X→ Y 连续则对于任与集A . fIA : A→Y 连续

Thm :

f: x→Y , B是Y中包含 fx)的子集, 则
f连续→←f !x→B fix)=fx) 连续

邏
Y

由之始终拓扑万有性质即知 ,



Theorem ;
2 . 1 . 1

设 (x .Q. ) 与 (X .作 ) 是2个拓判空间 ,
B = {UxV | ut* ,

OG}
则报是 X , xX2上的拓扑基 ,

proot ; ①F *y ) ε X
.xX 2事实上( xY ) ε X. ×X<ε报

② 设 U ×
V., UI ×KEB 且 (U, xUi ) ^ (U2xVk )≠

1

FCXIYI E( U . XU . IMCUIx) 故G U . nV YEUnUs

及U .nl2=U E *, 及EV.U-E 在 UxOGB

故啊是一拓扒基 。

Definition ; a . 1 . 1
(X ·介 ) 与 (Xa在)是 2个拓扑空间 , 倒由 ThmQ川中报生成的XixX 2上的拍扑

为乘积拍制 . ( X , xX2 , T ) 为积空间 。

Theorem a. 62

设为是X 空间的基,火为丫空间一组基。 侧 : H = { CXD | CGA,DEL}
是秋空间一组基 。

preof : 按Thm 11 . φ ,

① 是否有XXY=AkakaGt
事实上 X =a

,

Cx CxGQ Y:m.DBPBE4 .

X * Y = a
,

(α× Pβ
) 故化为积空间一组基。
~

BEAz Gt



② : 任取 Xx丫空间中开集W 与 (D , Y ) EW

W78: ICEA DEY St . (X .Y ) E CXDOW

∵ 由定义知成 = { UxV | u ε不 , NG} 为 XxY基

故存在 UtT. ,
θ E在 St . (x,y) GU ×VCW

=⇒ xtU YEV

又欢基为 A在基为大

故存在 CGA DEY St . PECCUEKYEDOVETK
故 x .Y) E CXDCUXVCW

□

Theorem a ,.} '

x .π )
, ( Y,在 ) 为拓扑空间 ACXBCY 有子空间 (A ,有 ) , β ,有 )

有秋空间 ( X×Y . 个 )

则 AXB 作为积空间空间拓扑, 与 ( A, 拍) × (B 、加 ) 构造之积空间拓扑应当一样

proot :设 - (AxB , Ts ) T3 = { UA (AXB) | UETS
(AXB , Ta ) 在由个 K . λ kz | k , ε原 , R- ε在产生成

在中影元 :鼠 (0 岁:
0 % ) ^ (AxB 1) =鼠。
(

yA1 x0州 )
ETTB

在中经一元 : 品
。

( kα×馆 ) Kt有 K馆比在
Ano 'α ”

品 0官
= a

,

(anoα ) × (Bno
'

p ) )
β EA2

=

品「
(Axn ) ^ (O 以 ×O ) =

品

( oŝ
"

0p ) ^dAxB) )



Theorem aliG
设 XY 为拓扑空间,AcX. BCYim的nt( AaB)= Int (A )× Intob )

且 Cl (A ) xc ( (B) = C( (A×B )

po "

nt (A ) 是X中开合于A , nt (B) 是Y中开合于B

故 nt (A 1 × ut (B) 为 XXY 中开且合于 AxB

从而 RHS ELHS
另方面. ( a. b )ε nt ( AxB)则 ; 存在 XxY中开采Wst .

(a . b) EWCAxB →有U 为 X 中开 V为丫中开 st . ca 、b) EU×VCWCAXB

⇒ aG U CA bEVoB =>a6Jut (A) btIut (B )

( a ,b ) 6 ut(A ) ×ht (B)
□

此外 , FyIECIAIxC 1B)

'则 FUx , UY UXnA ≠1 Uy ^ B 41
→ ( UxxUy) M( AxB )4 ) ⇒ (xy) o A (AaB )

U(x. y) εC (AXB )到对(xY )任拍扑基 θxxDy

( θ x ×θy ) ^ (AxB) ≠ 中 ⇒ QnA ≠θ Oy ^ B ≠划口

Defmition ; x= X 1 xX2 P , x→ X , ( xn ,xn )|→ ) , …

易和 P, 因为连续映的

Theorem : 设 X . X2 为拓扑空间 , 则 X= X. xX2 上的乘积拍外是使 P . , B

连续的最粗米造拍打,

Ro 时没有为 X 上拍扒且 St . P、 P= 连续 ,



下证乘积拓扑个的基奶 ={UxV | U 为 X , # ,V为加影C个

没 UXV EB

pil (u) = UxX2 R
→ (V)= X 1xV 均为 X上开

ul
pilce )APTCV : UXV 仍为 X上开 口

Theorem a.7
assume X , 1 ,X 2 , Yaretopologyspaes . x= x . xX2

f : Y→x连续 PofPaf 均连续

Y—— + x = xxx6
宮

”

x 2

reof: 只证充分性只需证明对于 X上的茶 {UxV |UG 不 ,比}
of) | ( u ) = f

"

(p ,

"

(u ) ) = f
"
( UxXe ) 为Y中开

cfj( V) = f
"
(B (v)) =f

"

( x .×γ) 为丫中开

故 , f
^

(uxk ) ^ f
"

( x ,xU ) =f "(UxV )为丫中心 口

Corollany XxYF

①乘积应间下一般2(AxB ) ≠ 2( 日 ) ×2(B )例如区 ]区]
②: O ( AXB ) = (2 AXB ) U ( A×2

B

)

③ AXB
)

= AC× B ) O (AXBC )

proof 2 .
O (AXB) : (ABI - int (AxB )

= A xB - AOXBo



AxB -AxB0= AxB nAXBO)
C

=AxB ^ ( 的tA ) ×BU +× ( x- 的场)
=

[( ^ ( x - int(a 1 )
×

B ) U( Ax ( B ^ (Y 的 t(B) 1j
= ( An 0d ( xA)xB )U / A× ( Bnd ( Y -B) ) )
= 2 αB ) UCA × 收 )

Theorem ;

① Y→ x , y→ 8x 2 则Y- ① x,xX 2y1 →(f ,*8 &y))
φ连续Ʃ f 8都连续

③ : X . 2 . % ,后均为拓扑空间 , fi : Xi→ Y

定义 : φ : X , xX2→ Y , x% φ ( x , 2)= ( δ, ( x1) , = (加) )

创 φ连续→← f , 与和连续 ,

prof ; ① : 年秋拓扑易知 5,小一
②
f. 与和连续时

P 1 * ”

x1xx—
∞

YxY

此时 ≠ p,
*
0① 连续 ⇒× 连续

当
: φ连续时固定加加 ε X2

定义j : x , →
x , xx2 广 , 连续

x , 1s( 2l , , 加0 )
,

实际上 : 取 X . x加拓扑基 UxV U 为X 开 V为加开
u 加EV

均开此时: j , ( UxV )={ bx
加 tV



故少连续
1

X1
→
J.xx加 ←Yx台→π Y,

f , =π . 040j , 故 f ,连续

Theorem ; 设 (X .π ) 为 { (Xx .x ) | xtA 秋空间室
(: X乎形如眾 A入 (Aλ 为 X入开÷ 且除一个 A入外其余 jHx =xn )为有拓扑子基

上 ) X中形如眾 A入 (A入为 X入开集且除有限多个 A入外其系M = Xx )为个拓扑在

Thm ; X= π (XXE日 ) 与 HxEARx : X→ Xx是连续 , 满射开映的 。

显然π入连续 , 满且 π 入作用在X 的自然拓扑基上是开映的故入是开的

proposition :
① : TA入 = π AT ② Int ( TAx) ≠π Int (AN )

poof : 一面长 A入故, 存在 πVM为一拓扑基包的与TA 入无交 ,。

故 a Aun Yu = d Dut Ve
⇒ DuE X -osAM ≡ Iutlx- Au ) I UEAn: X -Aus YUEt(x)
→ I 加t cK (au ) ⇒ xL TAA

反之 : 若 x = (x入 ) 长π 加 则现 St . 加氏的
→加 ε X- µ= ntCX- A µ

)故 µ 开 st.PUtV µε xX-Aµ .

YunAu冲对于 1µ 及次 = Xx 此时而次为 X 的包含 x的拍扑基

是力邻城与兩交空故力EA ,



conollemy:X -T(XN
a

则 TM 为闭 ⇌》 为闭



Defimition ; 2 .2 . 1
X上一度宜 d; X × X→ R

① x ,y ε x d (x 、Y)≥ 0且dixiy=0→←x=4

@ dcxy) =dy. x )

③ fx . Y . 2 dn
, y ) ≤ d( z) + d (z ,yj

Example a . 2 . 1

及 d : XxX→ R θx, Y εX 当 x=ydix .y )⑳ ,当力持时d(x、y) = 1

,则 d为 X上一度置 , 称之为离散度员。

义 2α .α

设 (X. d ) 为度空间 ,θxtX . θ3 >0

Bd (x , 2 ) = { P X | d(p. x) <} Ba (p . n ) = {pεX ( dcp ,x) ≤ 3} .

Theorem : a .2 . 1

设(x. d )为度空间 , 侧 : B = { Bd 1x , () | xtX , E 70}是 X上一个拓扑基,

Defimition a .α . }
设(X , d) 为度空间,称由B拍扑基上午成的拓扑为度量d诱导的拓扑,

Theorem a.2 .α .

(xid ) 为 - mertic space , Ocx . Then Ois open YEURs 0st -Baly .incll

Example 2 . 2. 4
及 G [a .b] = { f : fra .m → R连续} Pet . δ ) ={abf- 86dx



Theorem , 2.2 .3
Assume (X ,d) is a metric space . Then : d : XxX→R iscontinuous.

The topology on XxX is praoduct topolbgy , of topolegy on (X . d)
.

proof:
对 f(x.y ) 给定dsxiyp tsz 0thenitonly needto pmove

there exists a open neigh borhood o which includes ( x .g ) and foreveryZ , 2
'

m O , we have dcz
,z

'

) E ( r-3 , γ+s)

待定 f>o 考系包含 (x .Y )的拓扑基 B 1 x ,θ , × Bcy , δ) ,

VZ , I
'
t Bsxf '与Bcy. f ,

d 1z , 2" ) = d (z. x1 + d(x, y ) + dcy ,z' ) < 2f + dix . y
⇒ d(z .2 ) -dexy) caf C )

故第活类似的 dcxy, - d
(2, z )< E .

⇒ ld (xy ) - dca
, z ") |<i .

口
。

定义 2 . 不Ψ
设(x . d ) 为度工空间, A . BcX
① : θDGX 给定 , d (x 、A ) = 洲 { d (x . a ) | atA房称为力到 A距离 ,

② d (A . B) = imfEdsab ) JaGA , bEB} 称为 A 与 B之间距离,

proposition. 2.a . 1

(X . d ) is a mertic space . , AcX非应则 :

① d(x. A )

在X 上连续

② : A为非应闭集 . , d(x .A )←x ← A -



proot " Dfxo EX ,d(xoA1 = k fck-8. ktf ) 邻域
TS: 存在 X中开球 B(加 , { )θy εB1x 0 . 3 )成立dy . A) ε<k- f, k+f)
此时 :

dsy.) ≤ dcy , a ) E d(y, xolt d (po , a) < R42{

上述由 d(xo .A ) :k定义可取到一点atAst . d(xo . a) <ktr

FacA dcy a ) ≥ dixo
,
a ) - dy , Po) ≥ k - E

再取下确解 dcy .A) ≥ R-3 你

② : 没 A 为一非空闭集 . d(xo
.A ) = 0→ 0GA

⇌
"

it is obvious

⇌
"

↑o邻城B (加. 2 )Λ At 中 ← 由下确听定必不难做到

个heorem .
2
.2. φ

没 d , d 是X上 2个度首个 ,个分別由 dbd 诱导而来 ,

) : Tcy' ⇒fxtX .Fs0 , afso st . Ba(x . δ) c Ba (x ,s)

Theorem .
设 (X , d)→ (Y, β) 是一映的 , 加X , 测 :

① f在加连续 , ② : F 3>0 , ≡f,o st . f (Bd (x0 .f , ) cBp(fixol ,3 )

③加加则有 fixn) → fix0)

proof
;①→③若加加日 f在加连续减

Ws: Fi >0 式> 0 当 n ≥ N时加 () ε Bp(faxe) , ε)
fof /Ba( xof)) c Bp ( fxo ) , 3)

∵ 加→ 加故日 N) 0 家 ≥~时加 EBalxo. f" .



③⇒② 反评法 :

苦 f在加不连续测 : 雪和 ff>ost . xst. d (x. x. 加 <δ 组 β(x ) , fx , ) ≥☆

取f=方故有 (n→加但 β(fxo) . fm )么矛盾

proposition :设 ( Xi , di ) 为n个度空间 , X= 哥 xi
令 d÷ X* X→ Rdcx . y )

= d : m. Y:) 注
其中 x= (x .-(n ) y = cy, ny 和 )测 (x . d ) 为度量空间 , 且由该 d导出拍扑即

秋空间拓扑

proot ; ① dp a mertio .

µ

note that ( dix,Y ., )
,de(xz,yo ) - …

, daspn -u, ) .ERn
.

i 则 Fx. y .zt Xw7s : d( x. y )≤dsx .2) + d( zy)
则证华

其次: 敢由度显诱导出拍扑基Bd(x , ε)= {X : 谭dic线
与秋空间拓扑基 . Bd , (x. { . ) ×Bdz( 加 .) × …×BdnlXm . )证明够互相包含

TheoreM :
设 (x. d) 是有限多个度冒空间,{(Xi ,di ) | i以 -一 }的积空间州 X的序列

OR 收收于 PEX← 对每个i (Wk1) 收设于 πip)

Defimition 2.2.
5

设( ↑ id ) 为一度空间,AcX,苦存在M >0使得力 YEA均有dixy ) ÷1
,到称 A为一有界子集 , X 也为有界 ,到称 d是一有界度量



Theorem ; 2 .2 .5
'

设 X ,
d) is amertic (pace , d

:

X × X → Rst. d 'cay) = mm { dia. y), 2},
则d 为一有界度宜且 dbd 在X上诱导出相相扑 ,

proof: d
"

is bounded . : Next we heck the definiton of mertic -of d
'

especially the triangle mequality.
① : d(xy)≥ 1 或 dcy, 2 ) ≥1 此时 dix ,y, + d

'
(y· z) ≥ ) 组d (x , 2 ) 斗

故 : d
'

/x , z ) ≡d
'

ix.y ) + diy , z )

② : dx.y ) ≤ 1 且dy , z 1 ≤ 1 此时,

d
'

ipy1 t d ' cy, z ) = d(x .y ) + dly, t ) ≥ d (x , z ) ≥
d '(x, z) ,

故 : d
”

的确为一度冒 。再说明 dbd诱导出相同扑,

PxtX 和力开部城 Bd(x . C) 若≤ 测 Bd( x,3)=Bd(x, ε )若训测 Bdlx.s) =X

亦有 : Ba (x . c ) cBd ( x , 6 )故个比精细

另一方面 : 助EX力球形开邻域Bd (x .{ ) 若≤ 1, Bd( x,c)= Bd'(x ,{ )
若 1Bd( x, 1 ) c Ba (xic )

故取 f =min { 1修总有: Bd (x , δ ) cBax . c )

从而个比个精细
「

Defmition : 设 ( X ,dx ) (Y, dy) 为 mertic spaes . , f :X →Y为满射,若对于力X
均有 dx (x , x" )=dy(f( x ) ,f( x 1)则称f为一等距映射且 X与 Y同胚

proof: Actually we can get f is a . injection .

iff(x) - fay 1 we daim x= y if xty 测 dx (x 、 y ) > 0

⇒ dyl fix foy , ) 70 get
'

Contradiction !

同胚只需利用度置空间的拓扒即可



Theorem : RF 与 ①上是 homeomorph , c

proof :(xy )→xtiy 可非证为一等距映射

Roposition : (Xid ) 为 -merticspae. YEX 则 Y的子空间拓扑与丫以X 继承

的度星拓扑一样。

roof : Y 的子空间拍扑基为 : { B*) ^ Y}
Y度首拍扑基 { Bycy , δ ,}

Bx (x , r ) Λ Y = ④ {y } ε UBy( Y , 3 ) ε QBx(xr )^Y

YEBxcx>^ Y~
一

∵Y ε Bx(x, ) 故st. Byy. 3) B( y .{) cBx (xr)

⇒ Bxcx . n ) ^Y : Q By (y. 2)

且 By (y . 2 ) ≡ Bx( y . 33 ^Y

故打CK在 Ch. 日

Theorem ; ( X d ) 为- mertic spae
. A . B 为 X中欢不相交闭保测

存在 2个不久开集 U , USt . ACU BOV .

proof : 是义 fx )= dx ,A ) - d (x . B) 是X上连续出数 ,

IM FaoA feay co FbEB f(b )>0



U = { xtX:fxxo} V = {xεx : f( x) >0}

ACU :FatAdca. A) = odca. B )> 0. fcaxoatU.

祖 BCV
且UnV =① 若x楼 UΛV 则 fxkof(x)70 矛盾 。

测 : U:f
"

( ( - x . 01 ) 开 γ= f
“

( o+ o/开口 。



pefinition 3 . 1 . 1
设X为拓扑空间 ,

① : θx . YEX ,
x有开邻域QStY &Uy有开邻域 Vst . tV

→ 称 X为下空间 ,

② : FxYEX, 总存在力邻域 U ,邻域 V, st. Unv=①
⇒ 称 X为石空间 (Hausdorff space) .

Theorem 3. 1.

X为下空间⇒ 了为闭集,

ppoof: ⇌" 若X 下倒要证了闭只需不街开

VytX -{x} → yX 列Pyst . x&Vy → VycX{x}

⇌
"

Fx . Y εX ,x# Y 取 µ=X- } E}
则U 开且 xtU , YeU …

… □

Corollay:显然后为下空间

EXample 3 , 1 . 1
.

① : 无限集 X 上的有限补拓扑空间 (X . Tfc ) 为下空间 , 但非后 ,

∵ 叫若 Ux ^Vy =ΨUx=X -FoVy= X - F 。( F派与后为限保)

Uxny = X- (Fo ④ Fr )半中矛盾 。



② ; (X .在 ) 离散拓扑空间是作的 。

③ : Rn 与度量空间是应 只需取 2 言 d (x, y) 则 B (x.s ) n B (y. c) =d

④ : 多于 1 点的平凡拍扑空间不是下也不是左

Theorem 3. 1 .2 .

X是一 Hausdorff空间 ⇒D ={ (xx )| x←X} 是 XXX上的闭集

proof ;
⇌ "

只而证 X× X -D 是X×X 中开 θcx.y / ε XxX - D .(x≠ y )

倒日 U ,V为X 开且xε U ,YtV ,Unv =φ
⇒ ( y ) ε U × V 1为×X 中形 , 从而证毕

⇌"

假设 D={必 x)|xX} 是XXX中闻集 。x 、YX x特

到 (x .y ) ε XXX - D故由积拓扑知存在孔找 UY开聊域V
St . (x . y ) t U ×V .cXXX - D ⇒ U ^V = p □

,

pefinition: 3 .1 . 2 .

① FxGX 任一点与不多 x的闭集B, 存在U . V 为开S . t . DGUBCVUOV=b

⇒称 X为后空间

② : X中任一对不交闭集 A . B 存在不交开 U, VcXStACUBCV

⇒ 称 X为压灾间

Proposition;
显然的 ,若 X 为下 , 厉空间则 X是在空间



Theorem 3, 1 .
3

X为后空间 ,←助比 ,
与 x的任一开邻域 U,都在x的开邻域 Vst .xεVcdv> cd

Breof"⇌ "

FxEX 1与 x的话一形部城 U , 则X - U为不包力闭

故存在 V, 以为不交开行st .xGV X-UCK
→ V. CX- V2 ; XVa CU
xEV , cCkV ) o dx -l)=X - BclU □

⇌
"

FDEX 与一不包力闭染 V 方 ⑩
倒X - V 为包力的开邻域故 :

存在 U 为加开城st .cucd (u) cx -V

) X- d (u ) oV

故力 tU vcx- llu)且 U 与X -dcu)无较

corollany3.
X为后→ 报为 X 一1个基 PXEX 与力任一开邻域Q , 存在BEBst .

DEB @ CICB) CU

preof'
t

⇌

" 由ThM 3 . % - 3合有在力部城 γ .st -xtVcllu) ol .

故存在拍扑基BSt . XtBCV 故 xeBcdiB) cllu) ol .

⇌
"

即为 Thm 3. 1 . 3 *
”



Theorem 3. 1.4 .

X为压的任闭集FcX 、与任一包售下的珠 U : 都存在包含作开练V
st . Fo Vocku ) c U .

root :⇌
"

任取 X 中不交的闭集下 , 后

则 F. cX - F= (#) 都存在包合 F. 的开练 Ust . F. cUcd (u) cXE

⇒ X-U 0 x- ku) > F2

故F, cuEcx - dcu 1 且 U ^ x- d (u) =θ
数压

⇒
"

FFCX F闭与路下开集U 的 :UCFXU > XF

故下与 X- U 为 X中2个不交闭乐

故存在开保①. θz st . FCθ. x*UCθ 且θnθz :p

dx-θ) =X-O2 . □
。

proposition :

在陷空间是π 下倒在 → 后 → 作

Example
(X .Fc ) 上既不是应~压的

proposition 3 . 1. 1

设( X . d )为度空间 , A 与B 为 X中2个非应的不交闭集 , 你存在连续出数

f : X → a .) f(a 1 = {o} f(B) ={ . } fixIxtX -AUB

d (X .A )

proof . 林造 f -—d (x .A) + d (X. B )



Theorem : Mertic space are Yi ( i= 1 . 2 , 3 . 4) space .

poof :显然单点采为闭为下下说明其压PA. B为 X中闭
由外理存在fst . f(A ) ={ }f(B)=
EU = f ”(} V=f

(

<位, 1 D )

故 AcU BoV 且 UnV =θ 故区 → 3 =7%
一

proposition ,
F. G 日派中不夜闭集 ,

则存在 X中开的 U . Vst
. FEU

.
GEV

且 clcu ) ncl (v ) =φ

洲 : 由民知 ; ⑩⑩ ⑩
@

.

P. Q # . FEPGEQ

由展 : 知存在U .
V# FεU ≤ l(u) εPG ε V ≤ d(v) ≤θ口



Defmition 3 .1 .
3

设X为拍扑空间 。 xX .

, 我是由 x的若师 (开)邻域构成的邻域族
。

若对x的任邻域U, 都有 VEQst , xtVcU

倒称改为力的邻域基
若 Vx εX , x均有 1个可数邻域茶到称 C , 空间 ,

Theorem 3 li5
X 为 C . xEX, 倒力有一可数β陇基V , μ z… }st.UnoVy.
pod"已知有可数邻域基{ µ , h … un }

及 VK = 品心 : 啊

Example 3. 6.6
Mertio spad is aCuspace.邻域基取为伤 = 个B ( x}
但一般度量空询不知否 C2

例如 ; 实数床上配以离散度量 ,离散拓扑非 α.



E力ample 3. 1 .%

(R , Tfe ) 有限补空间非 C.

若为 G 则加 E R 上 l 0 有一可数邻域基 {给 |µ= R - % , 后都所
则 :

是 F: 可数故 R - 飛 F: ≠中取 YER - 品 F;
(派闭 )

⇒ y ε V: (ti ) EU = R - n ( Fn - {y}) U为开

且: 力EU

但 Vn ^U ) = Vnn ( d ( mU9 y})) zy
等Vµ Λ R- U )# 中Vn毛 U矛盾

Thm 3. 1.6

X为 C .
空间

, AcXx εd( A), 的中有点列力收敛到nx

proof :x εCl( A )且设力的一个可数邻域基代 , -- 话一 }且Uno 洲
UMNA 我取加 ε UnnA

则加→ x

Theorem 3. 1.7
设 X为 G 1空间 , 加X. f : x→Y
侧 : f在加连续 Ʃ F加EX 加→加有 fxn)→f(x0)

proof:
⇒

"itisdear
Σ

←
”

反证法 , 若 f在加处不连续解 ;存在f加 ) 的邻域 U



st . f
"

(u) 并不是 10的邻域故 :

对加话邻域V 都有: V £f"(u) → Vn (x- f
"

(a) ) ≠1
⇒ p加 t c1 (x- f"(u> ) ≠ 1
故由 Thm . . 6 知

。存在点列 {gx- f{u) st . xn →l0 . 进而f加 ) →f1x0 )

但 IEU fG加 t矛盾

Definition , 3 , 1 .4.

若 X上有一可数拓扑基则称为 a 空间 。

Example 3. 1. 8 .

B上是 C2空间 , 例如 {(a . b ) | a , bGQ多为一可数拍扑基。

proposition ,

C2空间是 G房间 , C2空间是可分空间 (有一稠密可数小保)

proof:Obviously: 设 B为 X 上的可数拓扑基 。 侧 : B : {BEB | 比房

该亦为一可数集族, GBi

此时对加任一邻域 U . 则有拍扑基中的 Bx。 St . XctBx
、
≤ U

故成 , 为加的一数邻城基。

设有是X - 可数拍扑基记作成: { 织B 2 … }在每 -B : 中取一点构成栋A
A可数 .

下证 A稍密即 Aax

即θ。tXXo的任一域QU ΛA ≠ 我

这是因为 : 存在加 tBacU 则取的如点EBr 和 EA

做 U ^ A . ⇌ {y} +必 □
、



Thm 3 u 8 .

可分的度量空间是z 的 ,

rop 设 (x . d ) 为一可分度量空间 , 没A是 X 一可数稠密子保

及 B :

= { B (a| GEA . ntZ号则报为一可数开集族
下解证这为一拓扑基
① check X= BEBB

∵ xEX. , B( x ,) 为一包力的开邻域 α Ax

到 B(x .主 )Λ A 划故取atB(x 、 主) NA 作 B(a . 1 ) ε B

) 为 E Bia ,)

② : FXEX 与开你 U 2x . 则存在B (x . 3 ) ε Q

取 n
.t2+ S.t . n>座☆ 有 ←Ʃ 从而 B (x . 方) ≤B (内 、

Ʃ )

A稠密故 Q εA Λ B ( x、)

任取 YtB (a成d (y. x 1 ≤ dcy,al+d (a, p 1 ' ≤ π <红

从而 YGB (x13 )

⇒ B(a , ÷) ≤ B(x .E ) 故 xtB( a .) ≤ B (x. E) ε U

U

⑩



Poposition : C ,空间 X . XisE← X中任一序列至然有一个极限点

proof: ⇒ "若幼听者 2 个极限点atb

∵ XisE i的 @
u

bv
倒当 n 充分大后 n落于U 也落于V 矛盾

士
”

若 Xisot 后 , 则 Pa ≠ba 的任一邻城与b 的任邻域成交

取 a的邻域基很 、Uz- … } U , ≥ Uz ≥-
-

b的邻域基{很, 让 - -} VaE ≥- - .

取 x < EU. ^ U . x2GE ^NE- - …则 xn +ab矛

Theorem;Lindelofm .

令 U 为一第二可数空间 (拓扑基可数) 的一族开覆盖 , 那么 U 中可中取出有限

开覆盖 ,

proof "B B 为 X 中- 族可数拍扑基

定义:集族 : A {BEBIBOUIUEK},
); ACB回对可数
EBEA IM IUBE U St . BC UB

义 U = { UB | BEA}
侧; UCU 且飞可数

下证飞覆盖 X :

Px ε X
. OEOUSt、DEOEUO 为开采

倒日某一个拓扑基 KEBSt . XEKCO

FMKEA ,I : XE UKEO 江



Theorem , 3 . 6 .9
若X 为 CG 与房空间 , 测 X 也是压

proof : 'Assume oB is acoentabletopologybasic in X

and F . F
1
are two disjoint closed sets

FDGF aEF
1

xEFCW =XE'
并

: X厉空间 , 存在防 GOBst , λtBxcd(x) aw

敌 , d (Bx) ^f
'
= 1

,
所有这样的 B 加构成成的一个可数子集 。

B 1
= { B , B2 , - - }

St.
F CEB .B

B,A
( B)CW : X-F

'

故 m.B(
) nf' = d

类似地有 B - 可数集 , B2 = { B

,
B2 … }

St . F ' CBEBB ' cB
,

1 ( B1)cw ' =x-F 回北位 UIB) ^F =①

记 Un : Bn - Ul (Bi ) Un= n - 品1B)

则 Un .
On
“

均开

且 Um
, n t4

+ Umn Varp
再KU = 品U . U: ⑤ Un . 侧 U . 飞开

anv = p
且Fcd F 'cO 口

Defmiton :正测空间 ←下报正规空间← 反在



Theorem : 子空间继承性 :

① 下后 , 后空间子班间仍是下 ~后

② 在空间闭子空间是压

③ C . 空间子空间 G ,

④ G 空间子空间 z

proof; F 5p 显然不难 θ⑩
设X为原空间 、 ACXB是A 闭集 xEAxEB

到存在下为力闭 st . B=FnA

存在X 上开 O ,
O2 st. Fcθ , xEθ② θ , n θz =d

倒 OINA 为 A上开 ONA 为 A上开 XGOINA
”
二者无交

BCBMFCAnOI 故A为后 □ ,

②易知

③: ( A, 原 )为( X 、个 )子空间 ,X 为 C , 此时

VxEA . 则 x 在 X中有一可数邻域基设为 {很,
- - Vm.…

倒力在A 中有一可数顾域保族 {VinA - … MnA _ .}
对 A上 x 的任一邻域 U ,

xEVRCUU →XENKnAcU

④. (A ,有 ) 为 (X , 个) 子空间, X 上一族可数拓扑基级 , - - B}
测 : A上一族扑基为 {BnA - - 是} 口



Thm : X= π (Xx)到

①π(Xx ) 为 T .
( E , 后 ) 空间←》 每个 Xx 为不作, ) 空间,

② : π (xλ) 为在 → X入均为压

prf : ①:凌彦的个Xx均后xX 中 , 邻域 U

到存在基开采wst . x = (xx ) EW EU

记 W : πW入 且 W入除入 , ~λn 外 Wx= Xx .

当 = 1 . 2 - n 时WX : 是xxi邻域故存在Xx :邻域Vn ;st .VcWx :

KV=πVM 其中 λ=λ ,
- λn 时 Vx = Vλ : 其余用 Xx

则 : T =
πVX

因此 DGVCt -TMcWcQ
→

…

方法是一样的 , 以后为例

设X 为后下证 F入OGA Xx 0 为后

给定入O EA FXEA - {λ 0} 在 X入中固定 Qx

构BA = TA入其中λ :λ0 取 A入0 = X入 。 入≠入 0时A 入= { 很入 }
i )φ :Xλ . →Ax) x

=
{ax当x4。时

x λ=λ 0时

故为同胚倒 Xx 。 亦为后



proposillon : Assume f : XsY is contimeous andnjective .If YisE .

⇒ X is 后 .

proof :tx .tyxyf X .

so alQ . VareopensetsinY , andfixxll fiy ) EV.
anv = p

'

actually fx) ffcy) beacuse of injection ,

⇒ xEflcu) yof
'
oulf 'ca 1 ,

f
'sus are open sets in X .

and f'cus nf'siou)
p

Proposition :

f , 8 : X→ Y are continuous , Y iss

① E= {x 1 f(x1= fex)} is closed inx

②: If 1D is dense mX .
and flp = 8 lo then f=g

proof :① F 正 x 18≠ 8} isopen inX.若0 )t8加)

则北. V不交st.fix)εφ . 81x0 ) ε V

/3 O= f "ca ) n g 1(u ) x0 t0 and . 510≠8%. .

② : 反证著 f(o) ≠δ10)测雪 B加 S.t flBx
.
≠ 8 /Bx。

但 Dis dense 1与 fb = 8 b 矛盾

proposition ;

f 和X → xXisE , f连续的其不动点保为闭 。

proposition
X 句分空间 、 X中任一两两不相交开集族 C是可数族 ,



Definition : Completelyregular.(T3 c,space)X
①π ② FGAC A 闭集存在f 连续: X→ 区门

(不难知座 is regular (π+后 )



Thm 3.2 . 1 Urysohn 引理

若 X为在空间 , 则对于 Ca .bJCR 有界闭区间 ,⇒< 对X中不相交非空闭集 A .B

总存在连续映射 f : x→τ a . b ] st . f(A ) = a 且 f(B) = b

proot : - : caib] ⇌ [on) 不妨令 τa .bI

⇌"

与
(

[0, ))与与 “
(

(住 ,
1] ) 分离了 A .B

⇒”

记 C= X- B 例 C是A的邻域则由展的等价说法可知 :

有在 A邻域 U位) st ,

ACUICUicC

同理
ACUICUECUIC 的 cUic µ c

递归下去形如甘m ,ntx+ m = 1 .α - - 2
^

-
y有理数t

存在开集 Ut st. t . ctr时

AcUe , cUt ClUtrCUE c 6 .

注意到 A = t 期 | Mt 4+. m =1 . a
… 2^ 一}

是区1 ]稠密了集 、定义映射f :X →[] 若 x 在某一Ut中则 fx=

若不然 fx 1 = up {t | xaU坊
显然 fx1≤1 . 且 f(A )=0 f(B) = ]

下证 f连续 . ,对于①ca </ Co. a )与 ( a 、了构成[ 01 门的拓扑子座

故只需说明 :

f * ([ o, a1 ) 与
f

“ (( a( 7 )是开染即可



而实际上:
f

" |[ o, a ) ) ={ x |fixca }=aUt #

一方面若 Xot Uto lf (xo)=o < a → x. ε f
"

(roa))
另一方面 : 没x) = S <@ 由稠密性昨 : S< to < a 在形如,

倒加 U比 ∵若长 U比则由定义: f ( xx = sup … ≥比矛盾

f
"

( a)={ x 1 fix} =Ψa( x- Ut 1房易非证

Theorem 3 . 2 .2 Tietze 定理

若 X为在空间 , 则定义在 X的一个闭与集上的连续出数 f: F→目可以连续到扩张
至 X

poof" ① 先证 F上有界连续函数 . f(F) c [a. b] ≈ E11]
故不妨没 f(F ) CE 1] fo =≡f .

记 A÷ f%
"

( τ- 1 .- 号 B βf ÷( [ ÷ ,7 )

倒日与 B是F的。不交闭集, 倒由 Orysohn引理存在X 上的连续出数 δ 。.
和 : X→ E 方 , 了 g ( D0 ) =一号和 ( B0) :房

定义: fi : F → El]fi- fo- 8 和 fi 为 F上的连续

⇌ 1f, x1) 1 ≤ 会
问样地 : 对闭集 A 1 = {xtF | f, x) ≤ (- 号) (信} B1 = {xEF :$ (x ) ≥号 )( 号}
→ 存在连续映射 81 : X→ [[号 ) 1号 ) 信)(信}

St. 8 . (A , ) = (
- 号 )(号) δ ,(B ) =旁

系继续定义, f 2: F →E 1, 1 ]f 2= f, - 8 , = fo- ( o+8 , ) .
且 1作 1 ≤ (号水

…



故得到两个连续映的序列。和定义在F 且 |fa( x)|≤ (号)
”

和定义在X 上 st. 18 n (x1 |≤ 号(号)
”

在卡上有 : fn = fo -( 和 + 8. + - - +n + 1f% - :
"和

1 ≤ 1 号) "FxtFF

∵ 。和 ( x)} ≈是完备度空间 C ( * , 正以 ) 上序到配“致度鱼
故知: 争器和}是构西列故其收收到一个连续映的f: x → C- 1、)

且 1f - 茫和 |≤( 号
)

”VDGFEn→ x故fx)= fD)
故手是 f 延拓

② : 设f : F→R 及f = 弄 arctan (f ) xEF

故 f(F) Q (.1 )故存在连续扩张和 : x→ R

F1X ) C[ y ,]
E

= f↑ "( {- . … } ) E为X中闭

EΛF =b
.

由 Orysnn 引理存在连续出数 hxSt .

hcx ) c [o .] h (E): 0 h(F)= ∆

pxεX h (x) . fix)E ( -t . 1 )

则定义 f : X→ R x 1→ tan 1( h (x) .πx1 ) □

Definition 3.2 . 1

(x.T) 为拍扑空间 , 若存在 X上一度量 d , 使得d 诱导的拍扑X、 倒称X 为可度首化空间 ,

Example 3 .2 .2 .

X上离散度量诱导了 x 上的离散拓扑 , 故 (X . Te ) 为是可度首化空间 , 若 λ 有限
, 別 X

上的每个度量都诱导 X上离散拓扑 ,

Theorem : Urysohn 可度量化定理

若 X 满足下 ,4 与 G 定理 。 倒 X 可嵌入希尔伯特空间 ,
E

, 从而可度首化 。



proof : 设成为一可数基 , 有中2个成员 B与
B

“ 若BCB测称一典型对

把奶中所有典型对 (何数 ) 的排列出来 , 记作 π ,
- - πn

……

中Tπ n= ( Bn, Bn' l rcBn'

又 XT4 测由Urysohn引理 ,存在连续出数 fn :x→Rst .
fn在加取值为和在 BiC 取值为 I

若典型对只有 m对则当nsm的和 ≡0

及 f: X → Ew x /—→ (fix) , <p (x) ,

… 方fnx) , - - )

( 偶知该争列广为 EW )

其收 : FxYEX x4Y 戏为下故存在B . *
ε
Bst.xtB

*
, yGB

*

压:存在B #EBst. { }《 B #CB # CB
*

故不妨设 πn = ( B
#
, B
* ) 则和 () = 0 fncy ) = 1 从而 fn(x)#fncy ,

→ f单射

因为 X 与 EW 均为C ,空间 , 故映的连续性可由序列描述 ,

下证 f为嵌λ 只需非证, {x }EXXk →x →fxn) + fx )

⇌
"

FE >0 取充分大N st . µ古红

由 f儿 f和连续性 可知, 日 k 70 当 k≥ k 时( fi( x加| -fix ) |← 落 (θi )

故 d (f ( xk ) , fx) =」風器^=ε
⇒ fixk) →f(x)

⇌" 当加← ( 说明fixk)→ fixx

取水的开邻域 BEB这 : k←水故存在无穷多个
l中 B

“ X所倒取BEBSt . x} ε BEB ε B πn = (B, B' )

故对无穷多个 kfn (xn) - fn (x) =± d (f加) f(x)) , 方
因此 fixr>→ fix)



Definition 4l1 连通定义

假设 X为一拓扑空间, 。

① : 若 X 中存在 2个非应不交开集µ . Vst . XEUOV 则称 X不连通 ,

称这样的 { u , 该为 X 的一个分离对或一对分离子集 ,

②: 若X不是不连通则称 X是连通的

Theorem 411

X为一拓扑空间 , 倒下列叙述等价 ,

① X 连通 ② X中不存在 2个非些不交闭集 U . V 使得 X= UUV

③: X 中不存在一个既开闭的非经真子集 ④, f : X→ { 0 .I }连续映的 、δ为常值映的 。

Corollary : A 连通 ⇒ AC连通

EDample 4. 1.3
.

小 : 设 X 为多于 1点的离散空间 , 倒 X 不连通

R): X 平凡拓扑空间 ,
则 X 连通

Example 4. 1. 4

直线的下极限拓扑空间 (即 τa.b )a< b为拓扑基生成的 )为不连通

(因为 [a . b ) 既开又闭)

一

Definition 4. 1 . 2

设义为拍扑空间 , ACX . 若A作为子空间 A连通 , 倒称 A为 X中的一个连通子集 。

否则 A为 X 一不连通子集 。



Theorem 4 . 1 .2-

X 为一扑空间 . ACX . A不连通←* 存在 X中开集 U ,
Vst .

ACUUUUOV UnA # 中 UMA ≠ 0

unun Aed

器没 A 不连通, 则 :存在中非应开集候
P
.QStPOQ = A

中开保 U , V 且 UNA=PNMA= Q

到 ACUUV UnA=P ≠1 VMA=θ≠p
UNVMA = Pro =p.

⇌
"

及 P= UnA Q= VMA 测 P. Q 为 A的一对分离 ,

A 为 e
*

曲线与力轴构成的子空间 ,

Exam.
.

A 不连通
Λ

1
∵ e
* 划两侧构成了包合 ex与力轴的不研集 ,

Example 4. 16 .

设 A 为 R上多于一点的子集 ,

则 A是连通集,SA 为一区间,

proof ;设 A 连通 , Ha . bEA 说明 Ca .bJCA 若有 CG (a. b) CQA

sA = (fa ,)NA) U ( (t 0)na ) 倒 A 不连通矛盾

反之
、
若 A为一区间 , 若A不连通则存在 A中非空不交的开 (闭)集U . Vst .

A= UUV 取UGUUEV , 不妨没UU则 [ U.O ] CA

RC= SUP { xE [u , .U ] |xEU



若 C=V 则在 O 充分近的邻域内总有 U中点 ∵ V并 C=OEV 故

飞的一小邻域内包于 V 得之 U Λ V冲矛盾

→ C< U

若 C=UU同样因 U 开倒 u一小邻城包于 U 这与 c=l 为 p矛盾

⇒ C> u

得 U <C < O 又 [u.U] CA =U ④ V → CEUOV

若 CGO 比州 : C .OJCV 但V为闭故C ε V →CEUnN→矛盾

若 CGV 则 C ε U
(

U导集) 但 U闭故 ctU → CEUnV→ 矛盾。

Theorem 4. 1 .3

设X . Y 为拓扑空间 , λ连通 : f: x→ Y连续测 fx)是 Y的连通子集 。

proot :f :X →fCX 1连续若f(X )不连通

例设 {P 、Q 行离fx ) 则{
5

"( p ) .
5
”( Q) } 为X 上两个开集且x=f( p >of~(Q )

与
“

(p ) ^ f
^

(Q) =① →X 不连通矛盾

Corollary 4. 1 .

连通性为拓扑性质

Example 4. 1 .7,

设 X= R y=$
1

f: x→ Y >< 1→ e
2πix

则f连续 , f(x) = Y

x连通 ,丫连通但 X与 Y不同胚否则 : 8 为 x→ Y同胚则 :

8 |x-90 } ; → X - {0}→ Y- {810,} 亦为同胚 X {0了不连通但 Y -{ 8c} ⇌ R

还是连通这与已知的连通为一手扑性质矛盾,



Lemma 4. 1 . 1

设 CEDEXC为连通子集, D 为不连通子集, 则对 D 的一对分离集{
U
, V }

总有 CEU 或 CEV

poof : 若 CnU≠ 中COV≠ 中则CnU 与ONV 为C 的采

且 c= Cnu ) 0(cnv ) 且Cnun (Cnv ) = 中故C不连通 、矛盾

Theorem:4 .1:
4

C为 X 的连通子集 , 且 CEAEd(C) 则 A 也为 X连通子集特别地 dcc) 也连通

proof : 假没 A不是连通的没及的一对分离子集为{ P 、 Q 系则 X中有一对开集 U ,O }st

X 中开集 {P. Q} st .

ACUOV P=UnA4 Q = UnA≠ 1 UndnA =p
由 lemma 4. 1 .1 知不始没 C ≤ P 到CΛ Q = 中又 QEA ≤ dcc ) =coc

⇒ Q 80
'

Fx GQ .
xGd 故 .Un (c -{x } )≠

p

=UUMA= CUA)M( UMA) = PM (UnA) ≥ Cn (VOC)

= CnV D V^ (C-{x3) ≠ψ 矛盾

□

NOQ : 上述性质表明连通子集增加一些它自己的聚点仍是连通子集 。

「

Theorem 4.1.5

设 { C×| 入EA } 为 X 中 -族连通子集 : 且 QC入中则和 C 、亦为X连通集,

poot : i 记A= AG 入若 A 非连通 , 没其一对分离集{PQ}

测由 lemma知 C入 EP 或 Cx ε Q



但 PΛ Q =① RCa # ⇒ Cx 都只能全落在 P
或Q中

没 CNEP1 则因为 :

AEPUQ AEP ⇒θ=① 矛盾

Theorem q.ib

X . Y 连通 , ,则 XxY连通 。

Roof :没 P加 EX. FYGY

令 Cy = (x × {y}) U ( {x0 } xY )
则:Xx{ } ≈ X 连通 }xY = Y 连通且者交至少含有 {X0 }街
倒由 Thm 41. 5 知Cy 连通为《 Y中 )

且 X 炸YGY yCy = {x0 }xY ≠中故 XxY 连通

Example 4. 1 .9

S2连通 。 ∵ SN⇌ RR 故 SEN连通而 N 为
S
2N的一聚点则 S 连通

Defimition : 4. 1 .3
X 有一连通子集 C 若 xφε C ⇌x^y该为等价关系,

每个等价类为连通分支。

Theorem 4. 1.7
没X为一拓扑空间 ,

则 ;

① C为 X中一连通分支则C连通

② : 日是X中一连通子集则A于X中某个连通分支

③ : C为一连通分支则 C为闭集



proof:
① . C为为中一连通支 CEC 则 FGC 则 C~x

故有一连通集Cxst.xECxCECx 且CE@Cx ≠b

易知C = cCx C连通

② : 任取 CEA 到 Cx 为包動的连通分支到G 2A

③ Clcc)亦连通且 cεd (cr ∵C为连通支 dcc ) εC

⇒ C白闭

Theorem 4. 1 .8

f : x→ Y 同胚 C为 X - 连通分支到 fcc ) 也丫 Y的连通分支 。

proot :
cf( ) 为丫中一连通子集及 D 为包合f (c)的连通分支 。 D 也是连通的

与
"
(D ) 为包含C的连通子集 ,

=→⇒
f

(D)=①→ f (c) = D □

Example 4. h 10 .

R . Rfe ) 有限补空间上闭集为一有限集 ,则天任何离对 (从任意人个开相反非空
也可看出了故R , Rfc ) 连通只有一个连通分支

Example 4. 1 - 11
.

级 A 为下极限拍扑空间 (R、 R 6 )中 ,多于1 点的子集 , 没abtAa<b

取 (t (a. b) ,则A = ( (-∞ . c ) nA ) U( EC , +0) ΛA) 为A 的一分离对

⇒ A 不连通 ,

⇒ RC 中每个连通分支仅是单点集 。



Definition : X 拓扑空间中 , 连通分支都反是单点集创称为亮不连通空间,

Example :

多于 1点的离散空间也是完全不连通 。

pefinition 4. 6 . 4
X 为连通空间 , ScX . 若 X-S 不连通 ,

倒称 8为X 一个分割子集
,

Theorom 4. 1 .9
没 f : X→ Y 同胚若 C为 X 一分割子集倒 : fcc ) 也是 Y的一分割子集 。

proof : 设 POQ= X -C则 f (p)与 f(θ)为 f¥(c) 的 2开集
G fip) ofcθ ) =- fcc )

Example: 4. 1 . 14
R上每一点均为分割点 , R上挖去一点同月胚于 SαR 从而连通

⇒ R 与R 不通胚

Example 4. 1 . 15

设 q 为 S上一点 。
S - {q} ≈R 连通故 q 非分割点

但R上每一点均分割点⇒s' < RRR 类似地 s
'

ER

Example 4. 1 . 16

对 S 上 2点集 A={pp }S -A ⇌ R一作号不连通
S
2

上挖去一个双点保 S
2
-A ⇌ R

㎡
- {} 连通

从而 S
'⇌ s2



Theorem qiblo

X连通
, f: X→ R 连续

,
则 Vp.qtf(X) 没 S为公于 p. q之间值 ⇒ 存在 CGX

st . f ( ca = s

prot"
f(x) 为R中连通访从而为区间 …

Theorem :The product of the Conneceed spaces

Assame { X| EA}isa conectionofnonempty topologicalspaces. .

X is their product space, → Xisconnecedrevery Xa is connected

preof ; s" Ra : X→ Xa is ontinuous and .

surjective ,

so Xx is conneoted.

⇌
"

Actuallythroughtheinductionwecangetthecondusionis prope

for fmite space .s .

Then X= RXxandfixa pomesax}inX .
For any finitesubsetofiI whisch is denoted by Ex. - - an} .

Me definesubspaces

X (λ . … λn ) :⇌ AA入 Ax = {xax
}λ# λ .…an

λ=λ . - …λm

So Xcni - xnli 'shomeomorphicto Xn . x Xxux . aXan

thenefore.Xixi - …Ius is connected
,
and allsupbspacesincladethesamepoint{aa

So A = UX (λ. … an)isconnected.

Fmally ,woshowthat . Aisdense in Xsothe Xisconneeeed



So FtX weneedto show Flis{ xn}neighborhood , it shouldbe that

UNA 4p

and it is enough- to show that AU is a topological base that indudes {xa} .

UNA ≠p

now, U:TUxED andonlyfmiteindexs91 -An} such thut Ux ≠ X* .

consepuot the pointEy} in X ."

yx :
E{'

41 λ=1 -An

Qxλ≠λ1, -
…Xn

so YxJit XCx .-An ) EA nd} GUU
→ UnA top □

Proposition:

{G和为 X 中一别连通子集
, 但 CjΛG+ 中倒 UG为 X连通集。

proot:
没 QG 不连通 PQ为非空开染的离对。 QG =PoQ
倒由 Lemma 4.川 G ε P (不妨) 但 : GΛ 2 ≠p → InGEp

→ QG =p → Q =① 矛盾

proposicion
议 A 为 R” 中 - 可数集

,
R
^
-A 为 R

“

中路经连通集 . (n≥2)

proot : UP . qt R-A )

定义Lp = { p出发过好中某点射线

Lg = {Mq出发过A某点射线于

m) L : Lp ULQ UA 为R
”

中受测集 ,

取 r ε R| L 则
p→γ→ q就避# 了 ⑥ ,



Propos ition ;

X连通 ⇌ X的每个非光真子集有非官边界
proot: ⇒

"

若 A 真子保非应该边界为空
X= I和 t( A ) U2 A OJut /AC )=和 tAUrt(AC)与 X连通矛盾

⇌
"

仅证若X不连通 X= PoQ P既开取闭

2P = Cl(A) - i的 t(A ) = A- A= 中矛

Proposition;

① x拓扑空间 , A为 X 连通子集
,

既形闭、 若 ANB #中倒 ACB

② UCXM连通、ACXA魂闭证 : UCA 或 µ CX-A

proof ; ① :若七连通「 easy

若X不连通 XEBUC 分离集. 则
lemma4, 1.1

AEB 或 AEC □

② 同上

proposition :

A . B α个连通集. Ancl(B )我证 : AOB 也连通

Proof: 反证 :
苦AVB不连通

AUB =POQ . P= U Λ (AOB) Q = VN (AOB ) 且 U
. V为X中开

ε
不始设 AEU , BEV ⇒AMB =)

取 EAnCUB)⇒ DEA XEB ' →xtU .

BEV⇒ BEV =V ⇒ xE V

⇒ UnV 41 矛盾



proposition :

设A . B 均开 ·( 或闭 ) , AOB 与 ANB 均连通 ,则 A 版均连通

noof; 不妨没 A . B 均开 ,

若A不连通 , A =POQ ( P. Q 为A上的开集 )

不妨没 AMB εp
'

→ Bn θ=① 则AOB 有分离 {BOP . Q}

propos ition ;

① 下空间多于一点的连通子保必为无限集 ,

② : f: R→ R 连续则 f单调← fyef(R1 {f(Y}是R的连通集

ipropos ition :
① X中既开又闭的连通子集都是 X的连通分支

② : 若 X 只有有限个连通分支 , 创X每个链通分支都是既开闭的 ,但若X 有无限个连通分支

则不对
,

Roof; ① 没 C为X中既开又闭的连通子集 , 若C不是一个 X中的连通分支 , 则在 C之外仍有一点。ba

与 C中某一点 b 处于某个连通分支中 ,K )

@*

则 K = kC ) ① ( k-c)= ( kncsoCkntxel
一

为K上开 为k上开

与K连通性矛盾

② : 因每个连通分支均闭非 C . uCz - - Un .

ropesition : 连通的度宜空间 (X .d) 有无限个点 , 固定 x . Y εX

,到存在连续函数 f:Z→
世xx+ay2 创 f 值域为区门一

连通策连续像仍为连通集 ,





Defimiton :

X上的一个 M单位区间 :到 X的连续映射称为 X上的一条道路 . α : 0]→X

记 x0=α ( 01 &( =α1 ) 称加 ,力 、 为 α的起 。终点也说做 : α : (I . 0 . 1 )→ (x . 加 . x. )

及x : I→x α
(

t1 =α (kt )例 α^
为

α 、到α0 通蹈称为α逆道路
当 lo = x 1 时则称α 为 X上以加为茶点的闭路。

Definition 4. a. 1
()若X 为拍扑空间 ,若对↑ 加 ,D 加 tX ,都有存在加到少 i的通路则称 X为一道路连通 。
RAXA作为空间是道路连通则称 A为我的道路连通子集 。

Example4.2. 1

R^是道路连通的 。 因θ加 , 力、εR
^ 做α : [on] -→Rn

.

act)= (1-t )x 加+tx

Thm4.2. 1

道路连通空间是连通空间 ,

proof :取定加EXfxε X则有道跳α x : R . 0 ,) → ( x ,x 0 , x
)

]= ]连通倒α x ( I)为 X中包含3 加与力的连通子集
且 X=飛 αx (I ) 且网α x (

I ) 2 初 。} ψ→ X 连通空间 。



Theorem 4.2 .2 . 道路连通拓扑性质

设义为道路连通空间 , f: X→ Y 连续 州 fx1是Y的通路连通子集 ,

proot:
t: fixo ) yi=fix )Efix )) :α : ( I,0 )→ ( x .加 , 州

fo α :
I→ Y 是丫中M和 ,到 Y 、 一条道路,

Definition 4.2.2 .

设义为拓扑空间 , x .y. z ε X .α :(
]

.01
) →[ X .x , y )β:(I . 0 . ) →( x .y . z )

及αβ(t) :

{
α(αt ) ≤0 十位

B (atuy 立 ≤ t ≤ 1

1

由焊接引理知 *b<t ) 连续 。 为 ) (→ Z道路称为 α与β和积

Example 4.2 .3 SI是道路连通的
θx .YES=ε R

3 若 x . Y 不为对经点 (x 牛 -乐 ) 测

α: (I . 0, |→ (82, 1 , y)
x

(t)- =
(

t) x+ ty 11
(1 - t ) x + ty11

若 ) 》 =岁为对经点 , 取ZES
=

Z ≠xz扒如上有α : 从x到正弧道路
β: 从 y到正的弧道蹈 ,

Example 4.2 .4/4.2 .5 离散 ,瓶拓扑空间连通

① X瓶拍扑倒任意α : [, 0 ,1)→ (X , x , y ) 连续故X是道路连通的

② : X为多于一点离散来 :
倒因 X非连通自然不是道路连通



Example 4. 2 .6 . 拓扑学家正弦曲线
X= { ( x . smi ) εR | xε (0. ]}: { O, y ) ε R=| YEE 1 , 13}
Z= XOY

① 显然 X 为道路连通 → X 连通 ,
且 Y ≤ X

'

② XEZ=XOY ε xox = dcx) 测正连通

③ 正非道路连通
,

这只需证明 : Y上的点到X上点无道路
假没有原点 ε (Y ) 到到X 点一点 P 有道路α: (I , 0)→ (Z

. 0)

记 5 =α+ (Y) = {tEI | a(t) tY} 令 SUP$=s <I

“ 丫闭 ⇒ S 也闭 → ⑧ ES

设 x (s ) = (u (s1 , v( s, ) (s)=U 0

不妨设 U(s) ≤ 0 任取 ≤ 1-8 测取 S5 ≤I 到 U (s+f) >0

別可取 nε N+ st . U(s)=0 <處)π< u (stfi

由介值定理存在 t ε (δ. δ9f) . 使得 U (t)=)π→ V(t1 = I

V(t 1 - V(s )

≥ 1 则 :1t -fl 因 8任取的则O在 S处连续不 。矛盾

Defintion 4.2. }'
拓扒空间X 在等价关系~ p; 存在道路() 、 则每一等价类为道路连通分支 ,

proposition :

我们知道连通分支是闭集 ,但道路连通分支不必是闭集 、
比如 ; 拓扑正弦曲浅中

Z= XOYX 与Y 均为道路连通分支 , Y是闭 ,
但 X不是闭 。



Defimition 4.2 .4 -

X为拓扑空间 ,

①若中任一点力 , 其所有连通邻域构成了 x 的邻域基, 则称X 是局部连通的。

② : 若 X中任一点力, 其所有道路连通邻域构成了 x的邻域基 , 则称 X是局部通路连通 。

proposition ;

X是局部连通的 ( 局部道路连通的 )→ FxGX 与 x任一邻域 U , 存在儿的一个

连通的 (通路连通的 ) 邻城 Vst. VEQ .

Mote: 一般而言连通性与局部连通等元什么必要关系 。

设X = 10, ) U( α .3 )是局部道路 )连通的 ,组非道路 1连通的 。

一

Theorem 4.2 .3
设 X为拓扑空间 , 测 :

① : 局部连通空间中的连通分支是开集 。

@ : 局部通路连通空间中的道路连通分支是开集。 。

proof : 只证① 其余类似

设X 为局部连通空间 , C为 X中的一个连通分支 。GC

则存在 Ux 为 x的连通邻域倒: Ux ε C . 从而 C为开集 ,



Theorem 4 . 2 .4

设X为局部道路连通空间 , 因为连通空间 ⇒ 例 X为道路连通的 ,

proof: 若 X非道路连通 JX通名连通分支多于 1个

及 C为 X中一个迫路连通分支 ,
D为其朵道路连通放并

FC . D构成 X一对分离集 。 矛盾 。

Corollany : 4.2 .2/4.2 .3
① 没 U 为R^ 中一开集 , 则 U 连通→ U为道路连通
② : X为 R

^
中 -真闭子空间 , Y=RM-X为连通→ 丫为道路连通

proof :①← itis dear .

→ 显然 U 为局部连通的。 则由 hm长2 . 4知 ,其是道路连通的

Theorem:Theproductspace ofpathconneeed spaes ,

Assume {XxIxEA}is a colection of nonempty topological spaos . X is their

product space , → X is patheconnectod space ⇒ FNEA
,
Xa is path-onneceed space .

proof;s "

it is enough tonotlcethatπ a :X →Xaiscontinuous andsurjective
⇌"

suppose {ax} ad { bx} tX .

and , there exists path n: ( I, o , 1 ) → (Xx , ax , bn )
.

α= (αn ) : 0]→ X x (t)= ( an(t))and Ino 2 =ax. → ais Contineous.



Theorem ;
suppose X islocallyconnected.Fle ox

U
is open , we have every connected

component of U is open m x

roof : I UEx Uis open , and, assume Cis a connected component of e .

tet x6 C .
⇒

U isa open neigh horheod of x
then there exists a conneted neighhorhod Vofsx then VEG
→ C is open .

⇌”

FxtX, and the open neighborhood. Uofx - and denote the 0 is a connecoted Component

of e that incdudes x . And Ois open ,
so C is pequired .

Theorem

拓扒空间X 是局部连通的 ,② VX 任一开集 U , U的每一路经连通分支是开的

Theorem :

X is locally path -conneceed space.Thentheconnectedcomponents path - conneced

components mX are same .

proot ; Suppose O is a connecedComponent,xE

p is a path- con neceed component incdudes ox .

we alreadyhave paC . .ifPtc

Construct Q = U { p. | P, 为 X 的 path- connected component , P,≠P P. nC41} '

⇒ Q 44 andWeKnOwQEO⇒ E = POQ .

and prQ fand We know p. Q are open ( from Thm 4 .2 .3) So they are a

parathon of O so C is not connectel ! Contradiction !



Corollangy:
If X is hecallypath-Connected ., XisonnectedX is path - conneceed

.

Theorem; (局部) 连通 , (局部)迫雌连通都不具有继承性,
① : R ,标准扑下子空间A = [ 0.1 ]O [ α. 3]

② R 下的空间拍扑正弦曲线(非通跌连通 1

③ RF 的① 非 (局部(迫路 ) 连通

proposition :

R
^的连通子集A的每个邻域 U 包合 A的一个连通邻域 (甚至是通名连通邻域)

proof: 设 A为 R
^中一连通子集

.
U 为A的任一邻域 , 存在开深 GSt . AEGEU

“ B
”

局部通路连通则 : G的连通分支是开的 :且亦是通路连通的
,

“A连通故其必包于G 的某一连通分支中 日

Theorem : Xi~Xm arefimite locally (path) conneced spaes .
Then X= MX : is also locally opath ) onnecedspace .

Theorem : X→Y fisontinuous. ) λ 为局部(道路 ) 连通 . fox) 亦为
局部 (道路 )连通 ,

roppsition :

设义为拓扑空间 : A 与 B 均为 X的开 (闭子保) 且AOB 与 ANB 均道路连通 ,

① FGGA EDEB 以及 AOB 任一迫路又连接 a 与 b 证明 α 必经过 AMB 中的点

② A . B均迫路涟通
α



proof" x :区

)方得

→ABAUB均开
α

101 : a αd)= b

U = α^ "( A V=α" (B) 均门中心
UUV:a] ∵ 区以连通 → U^ V≠ #(不然不连通)

→ α我经过 A NB中点

和Position ;

suppose X is a topological space that has finite onneoted Compoents . Then prove

that Aox is a conneced compoerts Ais open dosed,and A is connected.

proot :s ie has ben proved
.

⇐ 反证法 , 若A不是连通分支即: 存在A、 A &B· B京连通

此时 BMA 为 A中开亦闭

⑥
B = BMA ) U( B- A )≡ B率

( B算) 矛盾与B连通

Boposition :

Rn中 , A为一非空真子集 , RGA , YEAC L: {x + tty -x 1 | ttng} 测 Ln 2A ≠ψ

poof :若 Ln2A =)X =mt(A)ointAC )

劝EA →λGtA 日姐 yEtAC

因 t正图连通到人亦连通但Ln ( A) ) 0 ( Lnt()|= L 为分离矛盾



Definition 43 . 1 .

设义为一扑空间 ACX . θ是由 X 的若平子集是 X - 小保族
←

@若 ACU比则称 Q 为 A的一族覆盖 ,

② : 若OZ深族都是开集 , 则称为一族开覆盖 。

Definition , 4 .3. 2

① 若X是拓扑空间 ,
若 X 的每个开覆盖都有有限子敷盖倒称 X是紧致空间 。

② : AcX ,若 A 作为 XZ作间紧致到称日为紧子保 。

Theorem :

设力为扑空间, AcX,则A是紧致子集←3 A的每个由 X 的开策相成开覆盘有郁限
子覆盖

。

时 : 没A 为紧致子集 。 , A 有一族 X中开策构成的开覆盖 . Q

CA = ECNAIOGO } 为A的一个由 A中开集构成的开覆盖 ,

⇒ 有有限个 CGnA ∵ - CMNA 覆盘A

m则 C -
… 的覆盘 A

,

没 O 为 A的一个由 A中开集构成的开覆盂则 VCGQ ② X中开Uost .

G:He A . 」 C : {UCICGG }为 A 的一个由X中开策构成的开覆盖。
由假设 、 C

'

有有限子覆盖。 { uc , _ …_Ucm} 从而 {
C , -} 构感

A

的覆

A为集致子殊。



Thorem ; 4. 3 . 2 (4.3. 3 ./4 . 3 . 4/ 4 , 3.5)
设① X 为紧空间 ; f : X→ Y 连续倒 fx)是Y 的紧子集 。

② X 中若干个梁子集并仍然染子集

③ : X 为拓扑空间 。 kX 深子集 . FCk 且下是 X 上的闭染 ,则 F是 X上的呆集

④ : X 为拓扑空间 , k是深上子集而 KCA则 k 是( A, 原)上的染子集,
另一边集性也不随空间扩大而变即 K 为A上集子集测亦为KX 果集,

⑤: X是古空间 , k是梁子集 , ptKC .
then存在开 UndWst . PEU . Kcw

且Unw =① .

⑥: X 是后空间 , k是紧子集 , 的 K为闭集 。

⑦: X是左空间 , K果 , F闭则 KnF 为 X上集集 ,

proof ; ① :易证 ② 易证

③ ; 没} is a open coven of F .

then FCOVs is a open cover of X also of k.

then KEOV, O -UVn. α F εk

⇒ FEV ,O - - OUn . 口
。

④ 易证

⑤
FDGK 则力 P 则存在对立的不相交开集 Bx 与 Ux 分別包含分离 x . p

{ Bx } 为 K 上一族开覆盂 , 则取出有限个1 ~Bm

及开保 W = B , U… OBm 覆孟K

开采 U = U , ^ … ^ U. 致}

且 W ^ u=θ □
。

⑥: 苦K紧集 , 倒 xtKQ 则 ⑩⑦如

aω ax
,
U②kWNU=θ W εk 故 , K# ⇒ 水闭



⑦; 易证 ,

corollary .
① X is a compace and Hausdorffspae., and . { Ga }为一族染子集测

ACx也是X果子集。

②: Xis acompal Hausdor ff space . So Ais compact :88 Ais cdosed .

③ : f: X—→ Y Xis Compact . Y is 2

andf is bijective and continuous. Then f is a homeomorphiomorphism. .

roof ; 证qt :Y →X连续确往取 X 的闭保F 故 F 为X朵集

θ+ (F) = f(F) 为丫中集集 fCF) 为钟闭采口 .

corollary ;
从紧空间 X→ Y (E ) 空间的连续单的为嵌入映的

Lemma: 4ib'Yube .

X . Y 拍扑空间、 X紧致 , 取 EX, 没 U是 XxY是包容的*Y 开朵 、
, 倒在xX 中

存在形限Wst . WXYcU .

poof : FyGY (y ) ε }xY ≤ U (# )

故可取 x 的邻域的 , y 在丫中一个开邻域Vy. st.W ∞× Vy ε U
∵ 丫紧致倒很y }yoy 为 Y -需覆盖故其有限子覆艮Vy-

_ Vym

及 W = 品 Wy : W为力在X中一开邻域
且}xY ④ W × Y @ ⑩( wy:× Vy: ) cl



Theorem 4.3.6 .

没 X . 丫果致则 XxY亦为策空间 ,

pof: 设 O 为 XMY 的开覆盖 。
θ xEX

,
θ 为果致子殊衫 xY 的一个爱开盖

有有限子覆盘Cx. 及 Ux 为 Cx 的成员并
Ux 为 Xαφ中而且包后了粥xY
由T在belema . x于X 中邻城成 st.WxxY @llx
注意 : Ox 也是 WxxY 覆盖

及 W = {WxlPGX号为 X 一爱遍有挑子激盘W 为.-- W加

从而 ④= Cx . ④ - _OCm盘XXYC *有限,故奴采致。

corollary. :
①:AcB 目 B 紧问A紧

②:X为后与紧空间则X 为后空间

③ : X为巨与紧空间 , 测X 为压空间

④ : X为后空间 ,
{kα 于为一族果集 , 目明k =d 侧存在有限个α~m

st. "an id

proot
" DACB A 闭

B集州日果

②: 任取力EX 与闭集 FxQF : XE 目测下为保集,

别由 Thm知互不相交开集U. Vst .x ε UEEV.unv=p 口
.

③ : 任意 2个不相交闭保不 , 后 , X 且染测不和均紧 ,

此时 : 考察切 Fx与后利用后可知存在Ux伤为 X上开

St . xEUx Ecx Ux ^x=冲



测这样的 {Ux 多构成体覆遍选取限个 U∞._ -lxm与你 - -
你

作:U =Ux, 0 Ux.- ollxm V: B, ^
xe-- nbm.

到 Fcu 左CV
.

且 UnV=φ □

④: 及 α= kKC 则以均开 Qx = X

⇒ R , aYV. 水集

o到 a Va ,
_ Vam st . K. C

;
⑩ a :

k , nCIVa : )
-

kin kahi- nKaminp

Defim ition ;
(X .4) is locally compact⇌ UDGX 存在 x的开邻域 U ,µ是紧的
(X .T) is 5-compact X

=
‰ An An iscompac

Lemma : X为 E 空间 ,
若 K , L 为 X中互不相交紧集 , 则存在不相反开集 U

.
V

st . KEU , LEV

poof: 不妨没二者均非空
给定- x εk 则 tytL .

∵E 则 aly 与 Vyst. xaly, Vyay .

Vy lytL} is a open cover of L , Wecanchoosefinite V.- Nym.

3.Vy' ≡ Vy , 0… . Uym Uis : Uy, n -
-nlHym

故事实上
.

Ui 与将均开均互不相反 . LEVy
再对 {很 x |xtk }利用紧性, 即问这不难 。



Lemma ;

X 是在且局部紧空间 , U开集 , xGU 都存在 x开邻城 V

st .t 紧目 τ cU

poof: " X is locally compact 固定 x ε UU

then W is a open nigh borhod of sx and to is compace .

EG = UnW G 开集

⇒ GCW 故G紧

→ QGCG 且 G闭 → G紧

, 倒为 Q 2G← tG
( :XEUMXGG而G

=

GO2 G且
G

Λ aG =φ)

则 xQ2G 则存互不概开保V ,Hst . Xtπ 且 2GCH且 nH =d

RV = Gov
倒 xtV 且VCG 且 Unlt =d

故 VGHOECAE =HO @ 2G )
C

测 :

TCGn2) ④ =(
G

02G ) â )
e

≡ Gon aGe
= G

0

^ (
G ⑩ Int (() )

= GO CG aUU 6 口
.

又TCG G朵正闭故式紧

proot.:FLtU)存在1开邻域 WW果且WEU( 不然利用WUU代

利用的 ,
与2 分离紧集行 ,

与W - WW

倒 V . OW 为 x开邻域且 VINWEU Et (保) 口

紧 ,



Theorem :
X 为后空间目局部深 , U 为一开集 . KCUK为紧 。

则存在开采 V 且式紧 st . kcrctcu

poof:Fxxtk测存在沙开发城我染汝 cu

测{纷 } 为k 的一族激盖 →取出郁很个你 - 一m

测 KC 品 K: =V

及信品 k: V并且因有限保之并线紧。

τ= 品 k ;(J π=品 ☆

故 kcVatcu

proposition ;
X 为一局部紧的巨空间且 X 为G空间有可数拓卜基, 则此时 ,开集U
为一后集且为一系列學集并,类似地每一闭集为 G 8集,

proof :BB 为可数拓扑基族 ,
及 U 为 X上一开集

, 为可数拍扑基的并
及Bu = { BEB | B 果 ,

且 BEU }
此时: U=uE} εut ≤u (电Lemma)

⇒ U =uts Vx≤ U我果闭油U 可写为可数个招扑基并)

→ U = 飛论 ☆果 (闭 ) 伤EU □



proposstion : 每一局部紧目 E 空间因为a .则为 σ -compact .

heorem ; ACx , BCY 果致 W是 XXY 开集 . AxBCW

测存在 X中 #θ , Y中开VSt. AXBCU∞VaW

暂把 b6B固定考察 Ax} EW HaGA

则 aUa 与 Va se. (a .b)ε UaxVaEW

{Ua A开覆盂选出 G
. ~

a .B个 AcOUa ;
定义 Ub = 品 ua : Vb =↓ u; AEU开的开且包合 b

)则 θ(s (t) ε UnxVb 则方记 StUaz 且 t εVazst)ε lazxaEW
⇒ UbxVb ≤W

{V 听亦为 B开受益 ,取郁限个活, ~m

令 U三彦 Unj V : ]街 U . V 亦为开且 U 2 A

V2 B

且 UXV E W □



Definition :4.4. 1 :

设X为拓扑空间 , 若 X中每个点列均有收收系列 ,
则 X称为列紧

。

Theorem 4.4. 1

没X 为紧致的C ,空间 , 则 X 是列果的

heof " ①Claim :aEX . st -a的一个邻域 , 都包合加无穷多项
若反之 : θ xεX 都存在 UxUx 中仅合有如有限多顿

显然 {Ux|pix }为紧致空间 X 的开覆盖则可取取 Ux , - - Uxm

→ 幼听也仅有有限多项矛盾

② , 取这样的 a我 , st. Q的每一个邻域都否幼啊的无限多项,
因 X 为 G. 取 a 的可数邻城基{U的 | n = 1 .2 .} 且γ.>+
Vi εU+ 取 ln ; 为合于 V: 中的幼}项的第三论。⇒ Ai+ 1 >Mi

到{加 : } 子列→ a

Corollary ; 紧致度量空间是列紧的 。

Definition :
(X .θ ) 为度星空间 , AcX . f和若AB(a.δ) =X , 侧称 A是x 的一 δ网 。

显然 A是 X 的一个f网←θxtXd(x ,A ) <f.



Theorem :4.4.
2

( x .d ) 为列紧度量空间 , 倒的 >0 X 都有一个有限的 8网
,

poof .反证 :若 δo 70 对任一有限集AcX . 总存在力Xst

A (x .A ) >, fo .

取力了 。 X} 则存在 )(zst. d(x , x ) ≥ , δ。

假设取好如
=幼, …加了则(n+ 1St . d (hnt , A ) ≥ o .

即
: d (bnt 1 , I加 ) ≥ o R = 1 .2 - n

故得到点列动听 , st . θicjd(j , i) ≥8。
故加开任何收收系列矛盾 ,

Theorem ; 4.4,3

设 (X ,d) 为列保度宜空间 , 倒 X有界

prof " 没 A =
{ G. - -an }为 X上的有限一工网即:鼠B(a) = X

i汇 : M ≡ max{ d (as , aj ) }
1m) fx . y EX.)没 xE B(Q, , I ) yEB(a2 , I)

dcxg) ≤ dcx, a . ) tdca., ar1 ed ( ar, f ) '
E

2 + M . □

Theorem : 4.4.4 .

(X . d )为紧致度量空间 , 倒 X 有界

lema 4 .4 . 1勒视格引理
设 (X .d ) 为列紧度量空间 , µ 为 X -开覆盖 、 XQU

测时>0, FxtX ,
有 - U ε U .

st . B (x .δ ) cU



poof :反证法 : 若 :fnGM +均有xu ε XSt . B1 加
、 ) 不符合于µ中

任一元
,
由 X 列果性加了有收收系列 {m}Xn :

→ a

则 270 与UEU St . BIa .CUε U.

则当充分大后 d (加 i
, a ) <变有:

<泛

此时 fYt B(xni ,: ) dcyial ≤ dcy , In: ) td (xni . a) ≤2
→

YE Bca , 9 ) ⇒ B(xni ,加; ) ε B(a . 2)ol

与加 : 这选取矛盾
,

口
。

:
Definition 4.4 .3
设 (X . d )为列紧度量空间 , µ 为 X上的一开覆盖 。 XEµ . 没 LcU ) 是革勒只格

引理中 δ 的上确界 。 称为开露盂µ的勒只格数 。

Theorem 4 .4 .5

列紧的度量空间是紧致的 ,

proof :( x . d )为刘果merticspace , U为
X一开致盖 ,不妨没 XtU

没 o< f< Lcu )

则 X有一个有限的 δ 网 、 A= 纳… 加}且凶 B (xi , δ) = x
对每个 i 都存在 Ui εµ . 使得 B(xi , δ) cdi

故 。 品 µ: = X 从而是一有限了覆盖 。



Thoorem: 4. 4 . 6

X为度宜空间 , 则 X是紧致→ 力列紧 。

Theorem 4.4 .7
没ACR

”

,
则A是紧致子集← A为有乔闭集 ,

⇒
"

R
^ 为度星空间 , 则 A紧 →A有界又 R

^ 反则 A闭

⇌若 A丽界闭到 AcX =ca, b]n
.Ca.b]

”

紧致 (果集留卡尔积)

故
,

A为保空间中闭子作为果政至 ,

Proposition ; 4 .- 4 . 8

① 设 A 为直线 R上的紧致集 ,

则 am ,M ε Ast . VatAmacm

② : X 紧空间 : f: x→ R 连续 ,

则存在 a . bεX 使得对任 - xεX有 f (a)≤ fix)≤ fibr
③:X 为一度四间上的紧集 。 f = X→R 连续则致连续,

proof: ①: A 果致故 A 有名闭设 M=SUPA 下说明UEA

A 0AEASt. U-Ar IM I)MEA ' GA

② X保则 f(x ) 为R上集致集,|± m , U εfix) ,st. m≤fex) ≤M .

⇒ fia) fixx ≤f(b )

③ ; FE >0
f : X→ R 连续 ↑x εX f(x)- , δn)+i)为R中开

与
"

( (fx-{)fx) +) 为 X# 包名》的开部城剧存在 Bcx . δx 1

st.f(B( x .Sx) a ( fx - 3 ,fxr+ r )

这样的 {B( x,*)|←号覆益 3 X . 则∵X集集 ,故β 内 , )-B( )
覆盖3 X



及 δ= min… …听
此时 : θs, t εxd (s ,t ) < 8 时此时S , t 就必落于目一个某 - B(加和 )

中故 1 fis) - fit1 ) < 3 口
。

Theorem : 紧致度量空间不可由可数个非空互不相交的闭集覆盖 ,

proof" 若 X品后由于 X为压剧存在一列互不交的开集 Unst. 后 ε Un .

倒纠听 e 为一族开覆盂测没 X 被品 Ua 覆盖

Im > N 时 FmcUmlmn( 品Un ) = p

Fm ≤X -
品

Un = d 与非应后矛盾

Theorem : .果致度宜空间完备、 2 :紧致度曾空询可分

1 . 列果性 2: 说0有限的网故取二÷ 之 … 六 ~一

网取为 An 品照可数集且利密



Example; R上标准拍扑下的子空间 Q
①

:

@ 是下 , 后
, 后的继承 ;但不是压

② :单点集为闭集 。

③ :Q 是C 1. C 2的继承, Q 有 Lindelo手性

④ :
Q是可分的 , 其本身作为可数稠密子集 。

⑤; ①是完全不连通的 ,

⑥ : Q不是局部连通 , 不是道路连通 , 不是局部通路连通

⑦ Q 不紧致

proof : ① ;Q非展没 α为一无理数: QR 连续

到 {r | nεQ , γ≤x } 与 { rγεQ

, γ≥α} 为Q上闭集 ,

6
即: { r |γEQ ,γ< x } 与 γ tQ,γ>α } 为 Q上闭集

A B

测 : A ΛB =①

倒任2个包含A 与B 开集 µ 与V 必定相交

⑤:
事实上

, 任取 @多于 2点的子集 A , abGAach . .

则取无理数 αε (a . b ) 则 : {γAK α}与 { 们 EA| N >x}为 A 的一个分离

故 A不连通且连通分支仅为单点集 。 必也不是迫路连通的自然,

⑥ : 取定一点 γεQ , 对γ 的一个任意邻域( a. b ) Λ Q 、 则由⑤易知其必不是连通

故Q 不是局部连通 , 自然也不是局部道路连通 ,

⑦ 取其一族开覆盖 {cn , n )Λ Q,到确皆取出有限个覆盖Q,



EDample: (R , Rfc ) 拍扑性质 :

①: 闭集 : 中 R . 有限集 ② : 是下但非后 , 原展 ,

③ : 非 G 、 非 2. ④ : 为集空间 , 甚至任一子架都为紧集 。

⑤ : 是连通且局部连通 , 是道路连通目局部道路连通
proot :②: 下因单点为闭集 .但非后 : 若的确存在 UandVst .

xEll and YEVU=X -F , V = X- FEUV≠ )矛盾

自然不会是厉底不然推出要为 E

③ : 非 G、 若对儿有可数邻域基 nBB行
KA = 品, (D -Bn) ⇒ A可数

取 YER - A 且乐牛力 则 YEBn (fn }

但 U = R - {}是一个包名x的开集. 但 Mr 生 U 矛盾 ,

自然非 G .

④ 紧致的没 X被一族纸入}覆盖,

则 R - U ,有限点则FxER - U ,我了某一个覆盂了
则 R 可由 U . 与 U

入

, …Uxs限个覆盘 ,

若 A为有限集 ,
A ε④ OM 別对 x ,GA 一定 ① ,st. & G θ ,有限步得若干个On . 这些并

起来已昭问 若A为无限集断倍可以被有限露盂

AEYO入若 A ε O, 证毕若 A 年 ①, 似那些不被 ①, 豁的A中的元素力 ER -①,与 DGF,

而不有限集故又鸡根据sep 1挑出有限个占① ,不河

⑤: 是道路连通的 : 力.YER 定义j: O . 1]→Rfit)= (1-t) x + t均

別 f 为单射 , 下企 f 连续

VR ,低。 ) 上闭集 F (有飞集 ) f+(F ) 亦有限故为区门中闭染口

或 R ,个 )—→ @CR,fc 1id 为连续映射

测将 (R,个 )性质过来



EDample (R . Ra ) 不极限拓扑性质

① [o , bJ acb既开又闭且单点休闭

②: 是下 ,后后区

③ : 完全不连通

④ :不紧致

③可分

proof ;① [ab
)
: (- x

,
a)0 [b ,+x ) =⑩ En ,a ) ⑥ 都 [b , b+ n ) 研

⇒ τx, b )为闭

且}≡ 品区 ,
力」 为闭

② 单点闭故下 ,
下证压没 A与 B为「 R、Rc] 中 2 个不仅闭集非社

FaGA a ]B 故存在 [a ,ra ) ΛB =① 月理 KbEB [b . rb) nA=φ

及 U:peaira ) U=品 τb , γb ) 为开 Aca bev

若 UnV ≠1 方xtUnV的 xt [a , ra> xtCb , rb )

step
1

若 a = b 则 atAnB 矛盾

sep 2 若 a<b 有 : b ≤ x < ra =→bt[ ara ) 与 [a .γa ) ^B =① 矛盾

sep 3同型 bca 矛盾

=> UnV = 1 在 自然序后

③ 对任何够于 2点除 A (a<b ) 其中 [ ab )MA与 τa .b) nA 既取闭

故 A不连迎于连通分支仅@ 为单点集 ,

④ : 考虑 C = {[u , n+1 ) |nt2 号开必盂

U 2
③ : ④ 作为了你稠密的 , ↑琳 U 与 xEQ . 故存在拓扑基 Ca . b ) ax

自然 QnU ≠①



proposst ion:

①xiYaretopological spaes. f:x→ Y 连续
G

={ xfx | xGx} cXxY
称为f 的图 , 若 Yis后则 G 为 XXY上闭集 ,

@ x , % , f= x→ YG = { <,↑ x ) θx} cXxY 若丫为果且 G 闭集则 f 连续

Lema ;xxY x X 若丫朵则 π x 为闭映的

Roof:下液其代集为开 。 [ 加, 和 ) f ( x0)#%和则有丫中开深 U. V 分离 。

则幽 ⑩
一

则存在 0 邻城 W st . few) ≤U
.

W× V 为加Y 开集 , 即 GC 为开 ⇒G 闭
7

lemeapreof :
FAEX* Y为闭下证π×( A ) 闭即 :λ -× (A ) 1

开

Fxt X - π× (A) ⇒ ty EY (xy ) QA 又 A 为闭 , AC 为开

故北力 ,Vy 为 xy 邻城Sl.Ux× Uy≤ AC
( Ux× NynA ψ)

nowEUy is a collectionopencoverofY故挑出郁限个y
… ym

及 U = Ux , ^ Uxm ….nMxm伤为力开邻域

说明 U ΛX( A) 即问

若otUnπ× ( A)则和EASt.(x0 .% ) 6 A
而 y…Vy} 盂Y 我方记为 ε 次 ,目加 tu→⇒λ加 ε Ux .

到 (加 . % ) ε Ux . x该但你 xVy ,应与 A无反矛盾 ,

@:F 为丫闭要证: f(F) 为X 闭

考察 G Λ (XXF ) 为 ×Y中闭 (和比 thatXxF 为X
×

(中闭)

故 π x ( GΛ (x×F)) 为 X中闭即 :

{ xtX | ay ε Y : (x,y ) σG ^ (x×F1} ={x6 x | fx)εF } =
f

(Fj 如闭




